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Der Fixpunktsatz in Funktionalriumen
von

J. SCHAUDER (Lwéw).

Das Problem, welches in der vorliegenden Arbeit bis zu
einem gewissen Abschluss gebracht wird, haben zuerst die Her-
ren Birkhoff und Kellogg behandelt!). Die obengenannten
Verfasser haben bereits die Richtigkeit des Fixpunktsatzes in den
einfachsten Feldern erkannt, wobei aber noch fiir jedes einzelne
Funktionenfeld der Beweis von Anfang an gefiihrt werden musste 2).

In meiner Arbeit iiber stetige Abbildungen in Funktional-
riumen®) habe ich die Untersuchungen auf eine allgemeinere
Grundlage gestellt und den Fixpunktsatz in allen solchen Rau-
men bewiesen, die eine lineare Basis besitzen4). Ich beniitzte
dabei nur die Kompaktheit und Konvexitit der in Betracht kom--
menden Mengen. In einer zwéiten Arbeit5) wurden die Unter-
suchungen weitergefiibrt. Durch die dort eingefiihrten Begriffe
der Schwachkompaktheit und Schwachstetigkeit konnten die Sitze

1) Invariant poinl:s in funchion space, Transactions of the Amer. Math.
Soe. 23 (1922).
%) So z. B. fiir das Feld aller stetiger Funktionen, der Folgen {c:}, deren
o0

»Quadratsumme" 21' ¢i* endlich ist. Nicht erledigt wurde das Feld -der integrier-

baren, der mit a-ter Potemz integrierbaren Funktionen, das Feld der absolut

“konvergenten Reihen u. 5. w

%) Zur Theorie stetiger Abbildangen.in Fuoktionalrfumen, Math. Zeitschr.
26 (1927) p. 47 - 65. )

4 Zur Definition einer linearen Basis siche die unter %) zitierte Arbeit,
insbesonde p.. 47—51. ]

%) Diese Arbeit triigt den ungliicklichen Titel: Bemerkungen zu meiner
Arbeit ,zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalriumen®, obwohi sie nur
weitere neue Resultate enthalt. Math. Zeitschr. 26 (1927) p. 417—431.
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in der Weise verallgemeinert werden, daff die Losung der Rand-
wertaufgaben fiir die elliptische Differentialgleichung

02z 0%z 0z 0Oz - 0z oz
0x2+0y2 = f(x, y, Zx'o”;’ Ey‘)’ '5;"‘}’7 _a:i]—"“q
ermdglicht wurde; dabei geniigte es von der Funktion f(x, 3,2, p,¢)
nur ihre Stetigkeit vorauszusetzen ®).

Bei der praktischen Anwendung des Theorems blieb als die
einzige Schwierigkeit in jedem einzelnem Falle die Existenz einer
linearen Basis zu beweisen. Zunichst gelang es mir mich von
dieser einschrinkenden Bedingung zu befreien?). Weitere Uber-
legungen erlaubten mir die Voraussetzung der Kompaktheit in
einem bescheideneren Male auszuniitzen®), sowie die Menge
der Riume, in welchen der Satz seine Giiltigkeit behilt, zu
erweitern 9). : .

In der vorliegenden Note bringe ich die Sitze in ihrer vor-
laufig endgiiltigen Fassung.

Sei £ ein linearer, metrischer und vollstindiger Raum. Wir
bezeichnen mit x,y die Entfernung der Elemente x und y. Dann
soll E noch folgenden Axiomen genligen, welche zuerst Herr
Banach aufgestellt hat19):

10 u x’y:x_‘l]’@;
© bezeichnet hier das Nullelement.
2°  Aus

lim x5, x=0, lim g, y=0

folgt - N
lim x,+ yn, x+y=0.

n—co

3° Ist {4,} eine Folge von reellen Zahlen und {x,} eine
Elementenfolge aus £ und gilt

.6) Vgl die unter 5) zitierte Arbeit. Es handelt sich dort besonders um
die Sitze II, I, IV.

") Satz Il der vorliegenden Arbeit; die Sitze Il und Il wurden der
Poln. Math. Ges. (Abt, Lwéw) in der zweiten Hilfte des J. 1928 mitgeteilt.

8) Satz II dieser Arbeit.

%) Satz I dieser Arbeit.

1Y) Einzelne Axiome knnen in weniger scharfer Fassung ausgesprochen
werden. Vgl. das bald zu erscheinende Buch des Herrn Banach iiber lineare
Funktionaloperationen.
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lim 4,=41, lim x,x=0,

so folgt daraus
lim (A, x,, Ax) =0 11):.

In solchen Riumen gilt der folgende

Satz . Die stetige Funktionaloperation F(x) bilde die kon-
vexz, abgeschlossene und kompakie Menge H auf sich selbst ab.
Dann ist ein Fixpunt x, vorhanden, d. h. es gilt

F(.X‘o) - Xop.

Wir beniitzen den folgenden Hilfsatz, den man leicht aus
den Axiomen 1°, 2° 3° erhalten kann.

Hilfsatz I Sei n eine natirliche Zahl n>> 2, & eine
beliebige positive Zahl. Es gibt dann ein d(n, &) von folgenden
Eigenschaften :

Hat man n Punkte xy, Xs Xs,... X, auff solche Weise gewdhlt,
daf die gegenseitigen Entfernungen

X< (g (G k=12,...7)

sind (sonst kénnen x;, X3,... Xn ganz beliebig aus dem Raume
herausgegriffen werden), so gellen fiir jeden Punkt x der Form

X:ZL‘JC;, 4 2> 0, 211':1

i=1

die Ungleichungen ,
Xy x < & (i=1,2,...n)").

Dieser Hilfsatz lafit sich geometrisch wie folgt fassen:
Sind die Eckpunkte xj, xg,..... x, eines (n — 1)-dimensionalen
Simplexes 1¥) von einander weniger als um J entfernt, so ist jeder
Punkt x des Simplexes von allen Eckpunkten weniger als um &

entfernt. :
Den leichten indirekten Beweis iiberlassen wir dem Leser.

11) Diesen Axiomen geniigen alle bekannten Funktionenfelder; auch das
Feld aller Folgen von reellen Zahlen, wenn wir es nach Fré chet metrisieren.

12) Fiir die s. gn. normierten Felder 1a8t sich ein schirferer Satz viel
leichter beweisen. In diesem Falle ist namlich 8 (n, 5) == =.

13y Die Begriffe des Simplexes, einer simplizialen Abbildung u. s. w. ent-
nehme ich den topologischen Arbeiten des Herrn Brouwer.
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Beweis des Satzes I. Da A kompakt und abgeschlossen
ist, so lassen sich endlich viele Punkte &, &,...&:1%). finden,
welche zu A gehdren, so daB jeder Punkt x der Menge H von
wenigstens einem §; (/,<{s) weniger als um ¢ entfernt ist (¢ eine
beliebige positive Zahl). Die Anzahl s dieser ,Basiselemente®
hiingt von der Wahl der Zahl ¢ ab. Uber &, &,...& spannen
wir jetzt die kleinste konvexe und abgeschlossene Menge 4, ,
auf. Die Dimension (n-—1) dieser Menge kann natiirlich s —1
nicht fbersteigen. Wir teilen jetzt H,—: simplizial in (n —1)-
dimensionale Simplexe ein, so daf die Eckpunkte eines jeden
Teilsimplexes von einander weniger als um J(n, ¢) entfernt sind.
Die Existenz der Zahl d(n, &) fir jedes (n, &) wurde im Hilf-
satze | bewiesen. Wir bemerken weiter, dal H,—1 ganz zu H
gehort. Es gehdren namlich &, &,...& zu H, also auch Hn_l
als kleinste konvexe Menge iiber den {£}. Somit ist unsere Funk-
tionaloperation F(x) auch in H,_; erklirt und stetig. Es folgt
daraus, dafl die Einteilung von H,_; in Teilsimplexe so dicht
gemacht werden kann, daf§ fiir zwei Eckpunkte d, und d; dessel-
ben Teilsimplexes die Beziehung

) "F(d,), F(ds) < Min [a, d (n, e)]
besteht. ‘ -

Wir konstruieren jetzt eine simpliziale Abbildung F,_; von
Ha—: auf sich selbst, auf folgende Weise:

Es sei d ein Eckpunkt irgend eines Teilsimplexes bei der
vorher angegebenen Einteilung Der Punkt F(d) ist nach Vor-
aussetzung ein Punkt von H, ist also von wenigstens einem &; we-
niger als um ¢ entfernt. Ein solches & lassen wir dem Punkte d
entsprechen und bezeichnen es mit Fo_i(d). Fr(d) gehdrt zu
Hp—1. Somit ist die Funkiion F,—; in allen Eckpunkten der Ein-
teilung definiert und wir kénnen sie jetzt zu einer Abbildung des
ganzen H, . auf sich selbst simplizial erweitern. ‘

Nach dem Brouwerschen Satze ) besitzt F,—; einen Fix-
punkt, d. h. es gilt fiir ein gewisses xe M, ;

@ : Fri(x) =x.

. ) Eine unmittelbare Folge des Borelschen Uberdeckungssatzes, der
hier giltig: ist. . ’
15} Einen einfachen Beweis gaben B. Knaster, C. Kuratowski und

S. Mazurkiewicz, Fund. Math. 14 (1929) p. 132-—137,
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Nun sei d irgend ein Eckpunkt desjenigen Teilsimplexes
in welchem x liegt. Da die Eckpunkte dieses Simplexes nach de
Konstruktion von einander weniger als um J(n, ¢) entfernt sind
so folgt aus dem Hilfsatze 1

3 x,d <z

Aus demselben Grunde ist wegen (1)

@ Fa(), Fa(d) < &5

die Ungleichungen (3), (4) ergeben wegen (2) -

&) d F.i(d)<2s

und da weiter nach der Konstruktion der Funktion F{,_I
(6) F(d),F,a(d) <e

ist, so folgt endlich, indem wir (5), (6) in Betracht ziehen,
d, F'(d) < 3¢, deH, . CH.

Da ein solcher Punkt d fiir jedes ¢ gefunden werden kann,
so schlieBen wir daraus wegen der Kompaktheit und Abgeschlos-
senheit der Menge A auf das Vorhandensein eines Fixpunktes xo,

F(IO) == Xo,
w. z. b. w.
Fiir lineare, normierte und vollstindige Réiume, welche Herr
Banach in seiner Dissertation betrachtet!®) — wir nennen sie

kurz ,B“ - Raume — laBt sich der vorstehende Satz noch erwei-
tern. Man braucht namlich nicht die Kompaktheit der konvexen
und abgeschlossenen Menge H vorauszusetzen. Es geniigt zu

wissen, daB die Bildmenge F(H) kompakt ist. Also gilt

Satz Il. [n einem ,B“-Raume sei eine konvexe und abge-
schlossene Menge H gegeben. Die stetige Funktionaloperation F(x)
bilde H auf sich selbst ab. Ferner sei die Menge F(H) CH
kompakt. Dann ist ein Fixpunkt vorhanden.

Beim Beweise dieses Satzes stiitzen wir uns auf den fol-
genden

Hilfsatz . Sei M eine beliebige kompakte und abge-
schlossene Menge in einem ,B“-Raume. Dann ist die kleinste
konvexe und abgeschlossene Menge iiber M auch kompakt.

) Opérations dans les ensembles abstraits. Fund. Math. 3 (1922) p. 135.
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Dieser Hilfsatz wurde auf meine Anregung von Herrn
S. Mazur bewiesen??). Wir wenden ihn nun beim Beweise des
Satzes I an.

Beweis des Satzes I[). UberF(H) ——das kompakt ist —
spannen wir die kleinste konvexe und abgeschlossene Menge
H, auf. Nach dem Hilfsatze Il ist auch H; kompakt. Mittels
F(x) wird H, auf sich selbst abgebildet. Somit ist nach Satz |
ein Fixpunkt vorhanden, w. z. b. w.

Um weiter vorzugehen, stellen wir einige Definitionen zu-
sammen.

Definition I. Die Elementenfolge {x,} konvergiert schwach

(im Zeichen bty gegen das Element x, wenn fiir jedes lineare,
stetige Funktional!®) A (x) die Beziehung
lim A(x)=A4(x)

gilt. B
Definition Il. Eine Menge heifit schwachkompakt, wenn in
jeder Elementenfolge eine schwachkonvergente Teilfolge existiert.

Definition Ill. Eine Menge heiflt schwachabgeschlossen,
wenn mit jeder schwachkonvergenten Folge {x.} CH, auch ihre
»schwache® Grenze zu H gehort.

Definition IV. Eine Funktionaloperafion F(x) heifit schwach-

stetig, wenn aus
e
die Beziehung
' F(x,) sbwach F'(x)
folgt.

Satz Il. Sei ein separabler®) Raum S wom Typus ,B*
gegeben. Wenn eine in einem solchen Raume gelegene konvexe,
schwachkompakie und schwachabgeschlossene Menge H mittels

1) Uber die kleinste konvexe Menge, die eine gegebene Menge enthilt,
Studia Math. 2 (1930) p. 7—9.

15) Eine andere Aussage des Satzes Il wire die folgende: Wird in einem
»B%-Raume eine konvexe und abgeschlossene Menge H auf sich selbst vall-
stetig abcreblldet so ist ein Fixpunkt vorhanden.

) Das Funktional ordnet jedem Elemente x des Funktionenfeldes eine
reelle Zabl zu. Der Begriff einer Funktionaloperation y = F'(x) ist allgemeiner.
Mittels einer Funktionaloperation werden die Elemente x eines Feldes auf die
E]emente y eines anderen Feldes abgebildet.

0} Einen- Raum nennt man sencrabel, wenn in ihm eine {iberalldichte
Menge vorhanden ist. In den »Bemerkungen® (vgl. FuBnote 5) wurde ein dem
Satz lIf analoger Satz fiir Rdume mit linearer Basis bewiesen.
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einer schwachstetigen Funkiionaloperation F(x) auf sich selbst
abgebildet wird, so gibt es einen Fixpunkts),

Beweis. Es sei S ein linearer, normierter, vollstindiger
und separabler Raum. Wir betrachten den zu .S konjugierten
Raum A aller in S erklarten linearen und- stetigen Funktionale
A (x). : A

*Nun hat Herr Banach ein Prinzip aufgestellt, welches
erlaubt den ganzen U-Raum auf eine Teilmenge des Raumes
aller beschrinkten Folgen linear und schwachstetig abzubilden.
Diese eineindeutige Zuordnung wird auf folgende Weise erhal-

ten: Man nehme eine in der Emheltskugel des Raumes .§ uberall-
dichte Menge {e:},

lel<1,  i=1,2..., &S,
und ordne jedem Funktxonal A die Zahlenfolge -
a=Al) i=12..

zu. Dies ist die gewiinschte Zuordnung. Dlesem Ubertragungs-
prinzip, das sich auf Funktionale beziehende Sitze in analoge
Theoreme im Raume der beschrinkten Folgen iberfiihren 1aft,
stelle ich jetzt ein Verfahren gegeniiber, welches fiir Mengen H,
die im Raume S selbst gelegen sind, dasselbe leistet. Dazu
kommt aber im voraus eine wichtige einschrinkende Bedingung.
Es ist im allgemeinen nicht mdglich den ganzen Raum S
beiderseits schwachstetig auf eine Teilmenge des Raumes der
beschrinkten Folgen abzubilden. Vielmehr gelingt eine solche
Abbildung nur fiir solche Mengen H C .S, die selbst schwachkom~
pakt und schwachabgeschlossen sind. Dies sind gerade Mengen,
welche die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillen. Uberdies soll
H konvex sein.*

Wir betrachten zu diesem Zwecke noch emmal den konju-
gierten Raum 9. Er ist, wie man sich leicht iiberzeugen kann,

2} Fir das Feld der stetigen Funktionen ist die schwache Konvergenz
ciner Funktionenfolge {fs} mit der folgenden Bedingung #quivalent:

1° Die Funktionen fr (x) sind gleichmiflig beschrinkt.

20 Es gilt lim fa (x) =f(x), wobei f(x) eine stetige Funktion bedeutet.

n=—uw

Der Grenziibergang braucht nicht gleichmdBig zu geschehen.
Wir fiberlassen es dem Leser nach diesen Erklirungen Satz Ill fiir das Feld
der stetigen Funktionen auszasprechen. Die Anwendungen auf elliptische Diffe-
rentialgleichungen findet man in den ,Bemerkungen®.-

Studia Mathematica. T. II. 12
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schwachseparabel, d. h. es gibt eine abzdhlbare Menge von Funk-
tionalen {A,}, welche folgende Eigenschaften besitzen¥):

1° 4. < L, n=1,2,...

2° Zu jedem Funktional A e %, dessen |A]?%) <1 ist, exi-
stiert eine aus der ,ilberalldichten* Folge {A,} herausgegriffene
Teilfolge A, , die nach A schwach konvergiert, d. h. lim A, (x)

= A (x) fiir jedes x & S. Wir wihlen noch eine feste Zahlenfolge

{&}, die nach Null konvergiert. Es sei nun x & H C.S. Wir bilden

die Folge
. (x) =&, . 4, (%), n=1,2,... »
Somit haben wir jedem x & H eine nach Null konvergierende
Folge reeller Zahlen {c.} zugeordnet. Diese zugeordnete Folge
bezeichnen wir kurz mit ¢ (x). Im Raume S’ der nach Null kon-
vergierenden Folgen wird auf diese' Weise eine — offensichtlich
konvexe — Menge H’ erhalten. Wir werden beweisen, daf so-
bald eine Elementenfolge {x,) aus A schwach nach x kenvergiert,
die entsprechenden Zahlenfolgen ¢ (x,) stark nach ¢ (x) konver-
gieren. Daraus folgt aber sofort, dal H’ kompakt und abge-
schlossen ist. In der Tat, es sei
X wach v v e H; xe H.
Die Folgen ¢ (xm):
P(x).nn. ¢, (x) = &1 A, (xy), €3 () =& Az (1), ...

P6) vre €1 (o) =81 Ay (xm)y €2 () = & Ag Gtu)y o
konvergieren also (wegen der Definition der schwachen Konver-
genz) nach der Folge ¢ (x)

p(x).... ci(¥) =&, 4, (%), cs(x) =8 A (x),....

Diese ,kolonnenmiflige® Konvergenz geschieht aber gleich-
miBig, da die festen Zahlen & und die Zahlen A4;(xn) — unab-
hingig von i und m — beschrankt sind #¥). Dies bedeutet aber
nach der im Raume S’ tiblichen Normierung, dafl die Folgen
@ (xm) stark nach ¢(x) konvergieren.

22) Vgl. St Bana ch, Sur les fonctionnelles linéaires II, Studia Math.
1 (1929) p. 223—239, insh. p. 232, Hilfsatz 6.

Mit | A]] (Norm des Funktionales) bezeichnen wir die kleinste positive
Zahl M, so daB | 4 (x) | << M| x||; fiir jedes x gilt.

3) Es geniigt namlich fir unseren Zweck sich mit solchen Funktionalen
A zu beschiftigen, fiir welche || A< 1.
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Die Abbildung x zu ¢ (x) ist iiberdies eineindeutig. Denn
wire fiir zwei linear unabhingige Elemente x, und x,
A (x0) = A, (x1) fir n=1,2,...,
so miissten auch alle Funktionale A(x) fir x, und x iiberein-
stimmen. Es existiert aber ein Funktional A(x), fir welches
Alx) =0, A(x)=1, 1A®] <1
ist 24),

In der konvexen, abgeschlossenen und kompakten Menge

H'’ der Folgen @(x) betrachten wir jetzt die Abbildung

¢’ (x) =9 [F ()}
welche der Folge ¢ (x) die Folge [F(x)] zuordnet. Diese Abbil-
dung ist nach dem Vorhergesagten eindeutig, stetig und bildet
H’ auf sich selbst ab?®%). Nach Satz | gibt es also einen Fixpunkt

P [F (x)] = ¢ (x).

Fir das eineindeutig entsprechende Element x gilt also

x = F(x),
w. z. b. w.

Zum Schluf} zeigen wir, dafl die Axiome 1°, 2° 3° denen
ein linearer, metrischer und vollstindiger Raum geniigen soll,
damit in ihm Satz | gelte, nicht entbehrt werden kdnnen.

In der Tat: betrachten wir den Raum £ aller geordneten
Zahlenpaare (x, y); die Entfernung zweier Paare

o ==(x, y), oy == (X1, J1)
sei euklidisch

Wy, Wg = \(x; — x3)2 + (g, — ya)?.

Somit ist £ vollstindig. Linear machen wir aber den Raum
E nicht wie iiblich, sondern wie folgt. E hat die Machtigkeit des
Kontinuums. Auch die Menge H der Zahlenpaare w = (x, y),
fir welche x® + y*=1 ist, besitzt die Michtigkeit des Kontinuums.

) Diese Tatsache folgt aus einem Erweiterungssatze fiir Funktionale,
welchen Herr Banach bewiesen hat: Suor les fonctionnelles linéaires I, Stud.
Math. 1 (1929) p. 211—216. Fir separable Rdume wurde ein analoger Satz
von Helly bewiesen: Berichte der Wiener Akad. d. Wissensch. [Ia, 121
(1912) p. 265.

25} Ich mdchte noch bemerken, daf die Zuordnung

ci (x) = Ai(x)
die Menge H auf eine kompakte Menge des Fréchetschen Raumes abbildet.

12*
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Wir konnen also £ auf die Gerade eineindeutig (aber nicht stetig)
abbilden, so dafl der Menge H die Strecke (0, 1) entspricht und
der Rest der Geraden dem Komplemente £— H. Wir iibertragen
jetzt die Linearitit in der Geraden auf den Raum £ der Zahlen-
paare. Der Raum E ist jetzt also metrisch, vollstindig und linear,
. erfiillt aber offensichtlich nicht die Axiome 1°, 2°, 3°, Wir zei-
gen, dafl in ihm Satz I nicht besteht. Denn die Menge H ist nach
dieser Definition der Linearitit eine konvexe Menge. Da H die
euklidische Metrik besitzt, so ist H kompakt und abgeschlossen.
Durch die Drehung um den Nullpunkt wird aber A auf sich
selbst chne Fixpunkt stetig abgebildet :6).

2%) Anm. bei der Korrektur am 26. 7. 1930. Auch andere (fiir den
Fall der stetigen Fupktionen in der Birkhoff-Kelloggschen Arbeit ent-
haltene) Satze, konnen nach den hier entwickelten Methoden fiir allgemeine
Riume vom Typus ,,B“ bewiesen werden, z. B. der folgende Satz: Wir bezeich-
nen mit / den Rand der Einheitskugel in einem unendlichdimensionalen
»B“-Raume, d. h. die Gesamtheit derjenigen Punkte x, fiir welche ||x]| =1 gilt.
Es sei g==f(x) eine nur in 7 erklérte Funktionaloperation, welche / stetig auf
die kompakte Menge abbildet. Die Bildmenge f(/) habe ferner vom Nullpunkte
eine positive Entfernung. Dann gibt es eine invariante Richtung, d. h. es gilt
fiir ein gewisses Element x, und entsprechende reelle Zahl 2,

flr) =go=12;.x,.
Der Beweis wird dem Leser iiberlassen.

(Regu par la Rédaction le 19. 4. 1930; le texte entre les asiérisques * , a été
fixé le 4. 7. 1930).

Un théoréme surles séries orthogonales
par

A, ZYGMUND (Varsovie).

Soit @y, ¢;y... Pn... un systéme de fonctions orthogonales
et normales dans un intervalle (a, ). Désignons par s, et o,
(n=0,1,2...) respectivement les sommes partielles et les moy-
ennes arithmétiques des sommes partielles d'une série

@ a0,
k=0

a, étant des constantes telles que pX az < . Nous allons prou-
ver le théoréme suivant:

Si une série (S) est sommabie (C, 1) dans un ensemble
EC(a, b) wers une somme s(x), alors on a, presque partout

dans E,

(s—sp)t+(s—s1)4+... —{-(s——s,,)‘l_>0
n+1 '

et, par conséquent,

sl Is=sul4 oot ls=sal g
n+1 :
Ce théoréme n’est pas nouveau ), mais la démonstration, que
nous donnons ici, parait é&tre la plus simple. Comme 0, (x)— s(x)
(xCE), il suffit de prouver que I'on a
(Gy—s0)? + (Oy—s1)* + ... + (00— $n)* —0
n+1

(A4

presque partout dans (g, b). Pour démontrer cette derniére relation,

) Cf. A, Zygmund, Fund. Math. 10 (1926); 5. Borgen, Math. Aan.

98 (1926).





