S. DROBOT (Wroclaw)

O ANALIZIE WYMIAROWEJ

I. Wstep

Analiza wymiarowa, zwana czasem teorig podobienstwa, jest
metodg uzywang w réinych zagadnieniach fizyki, techniki i przy-
rodoznawstwa. Metoda ta operuje wymiarami wielkosci wystepu-
jacych w zagadnieniu i pozwala, nieraz zupeie elementarnym
rachunkiem, uzyskiwaé nieoczekiwanie mocne wyniki. Dla ilustracji
rozpatrzmy nastepujacy przyklad:

Silnik o mocy N napedza mieszarke, ktorej lopatki o srednicy
D obracaja sig z predkoscia kgtowsg F w cieczy o wspolezynniku
lepkoéci H. Jak zalezy predkodé katowa F od wielkosei N, Di H?
, Za pomocy analizy wymiarowej rozwigzujemy to zagadnienie
w nastepujacy sposéb. Obieramy pewien wukiad jednostek, na przy-
kitad: centymetr, gram, sekunda, (CGS), i wypisujemy w tym
ukladzie wymiary wielkodei F,N,D,H:

[F]=[sek_l], [N]=[Cm2g Sek—3]’ [D:]—‘:[Gm]; [H]:[cm‘lg Sek_l]'

Eliminujge z tych réwnodei wymiary [em], [g], [sek], otrzymujemy

V)

Wielkodei po obu stronach tej réwnofei majs ten sam wymiar, wige
mogg réznié sig tylko stalym wspoélezynnikiem liczbowym, oznaczmy
go p. A zatem '

Ten bardzo prosty rachunek daje niemal gotowy wzér, ale pomija
rézne rozwazania o przebiegu samego zjawiska i zwigzane z ty-
mi rozwazaniami klopoty matematyczne. Rachunek ten nasuwa

Zastosowania Matematyki I 1



234 8. Drobot

jednak rézne watpliwosci. Przede wszystkim mozna i nalezy za-
pytaé, jakie jest jego uzasadnienie. W szezegolnosei, czym s3 takie
wielkogei, jak np. 3 em lub 2sek Iub ich wymiary, [em], [sck]?
Czy sa to zwykle liczby, rzeczywiste lub zespolone, czy nie? Jezeli
sg to zwykle liczby, to ile jest np. 3 em+2 sek? Jezeli nie sg to
zwykle liczby, to czym s3 te pojecia? Mozemy dalej zapytaé, co
jest dla praktyki bardzo wazne, czy wyprowadzony w ten spo-
s6b wzér na predko$é katowa jest ,,dobry”, eo to znaczy, e jest
,,dobry’’, i jak wyznaczyé wspolezynnik liczbowy ¢. Mozna poza tym
postawié jeszcze wiele innych pytan.

Analiza wymiarowa jest bardzo rozpowszechniona, zwlaszeza
wéréd fizykow i technikow. Jest wiele ksigzek i prac, w ktoérych
mozna znalezé liczne ciekawe zastosowania tej metody do rdéznych
konkretnych zagadnien. Niektére z tych ksigzek i prac cytuje w tym
" artykule, nie roszczac sobie bynajmniej pretensji do kompletnosei.
Poczatki analizy wymiarowej mozna znalezé jeszcze u Newtona
[14]. Zwrocila ona na siebie wieksza uwage w drugiej polowie XIX
wieku, od czasu gdy O. Reynolds [16], [17] zastosowal ja
z powodzeniem do réznych zagadnien hydromechaniki, wobec
ktérych inne metody matematyczne byly bezsilne. Dzisiaj analiza
wymiarowa ma bardzo wiele zastosowan, chociaz znane s3 niektore
trudnodei zwiszane z ta metods, prowadzace nieraz do paradoksow.
Oméwie pédzniej te trudnosei. _

Gléwna przyczyna tych trudnodci polega, moim zdaniem,
na tym, ze teoria analizy wymiarowej nie jest dostatecznie jasno
i prosto sformulowana. Niektérzy autorzy, np. P. Bridgman [2],
H. Langhaar [13], L. Sjedow [19], uwazaja, Ze wielkofei wy-
miarowe sa zwyklymi liczbami, rzeczywistymi Iub zespolonymi
i faktycznie nie wprowadzaja do samej teéorii pojecia wielko$ei wy-
miarowej lub jej wymiaru, chociaz o tych wiagnie pojeciach wypo-
wiadaja twierdzenia. Z tego powodu trudno jest zbadaé, na czym
opieraja sip te twierdzenia, zreszty nie zawsze dogé jasno sformulo-
wane?'). Zrozumienie podstaw analizy wymiarowej utrudnia row-
niez ta okolicznogé, ze przewaznie uzywa si¢ w jej teorii takich
§rodk6w matematycznych, jak np. réownania réiniczkowe, teoria
grup Liego, ktére sg obce zupelnie elementarnym rachunkom alge-
braicznym uzywanym w praktycznych zastosowaniach analizy wy-

-

1) Por. [2] 1 [11].
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miarowej. Dowod algebraiczny zasadniczego twierdzenia analizy wy-
miarowe]j podal w 1943 r, Czebotariew [21], ale dowéd ten wymaga
osobnych pojeé. Wydaje mi sie, ze jest to jedna z przyczyn, dla kt6-
rych poglady na wartosé analizy wymiarowej sg bardzo réznorodne,
od ironicznych do entuzjastycznyeh. ';

Celem niniejszego artykulu jest przedstawié prostymi $rodkami
algebraicznymi teorie analizy wymiarowej. Punktem wyjscia na-
szych rozwazan jest zalozenie, ze wielkof§ci wymiarowe nie sg zwy-
klymi liczbami. Inzynierowie i fizycy operujs swobodnie roéznymi
wielko$ciami, ktére nie sg zwyklymi liczbami. Na przyklad takimi
wielkogciami sa wektory. Wielkodei, ktére bedziemy rozpatrywaé,
$3 pod wieloma wzgledami zupelie podobne do wektoréw. Mozna
nawet powiedzieé, w pewnym sensie, ktéry sprecyzujemy pdizniej,
ze 83 to wprost wektory. Na razie, dla wyjadnienia pewnych kwestii
metodologicznych zatrzymajmy sie na chwile na pojeciu wektora.

Méwi sie czasem, ze wektor jest taka wielkodcia, do ktorej
okreslenia potrzeba liczby i kierunku. Jest to byé moze pogladowa
ilustracja pojecia wektora, ale nie moze byé uwazane za jego
definicje. Mozemy bowiem zapytaé, co to jest ,kierunek”, a po
uzyskaniu odpowiedzi na to stawiaé¢ dalsze pytania. W rozwaza-
niach naszych uzyjemy metody aksjomatycznej. Pojecie wielkosei
wymiarowej zdefiniujemy w ten sposéb, ze wypiszemy aksjomaty,
ktore ono spehlia. Aksjomaty te sa pewnym wyabstrahowanym
opisem tych rzeczywistych przedmiotéw, ktore dadzg sie w réznych
teoriach przedstawié za pomocg wielkosei wymiarowych. W de-
finicjach i dowodach nalezy sie powolywaé tylko na te postulaty
lub twierdzenia poprzednio udowodnione na podstawie postulatow.

W rozdziale II przedstawiony jest schemat algebraiczny ana-
lizy wymiarowej, w rozdziale III przyklady jej zastosowan.

1. Schemat algebraiczny analizy wymiarowej

1. Przesirzeniq wymiarowq II nazywamy zbidr elementow
A,B,C,..., ktére spelniaja nastepujace postulaty: ,

1% Jest okreslony iloczyn AB elementdw A i B, kidry jest tez ele-
mentem przestrzent wymiarowej I i ma nastepujqce wlasnodci:

(1) | AB=BA,

(2) (AB)C=A(BC),
1*
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(8) dla kazdej pary elementow A ¢ B istnieje w przesirzeni wymia-
rowej taki element X, 2¢e AX=B.
20 Jest okreslone potegowanie A elementu A do wykladnika
rzeczywistego a. Wynik potegowania jest tez elementem przestrzent
wymiarowej II i ma nastepujgce wlasnoses:

@ A= 424,
(5) (AB)*= A°B°,
(6) (A%P— 4%
(7) | A'=A.
3% Liczby dodatnie a, B,y,...,8q réwnies elementams przestrzefﬁi 1.

Elementami przestrzeni II sa np. takie wielkodei jak 3 cm,
2 kG, 5 sek, 12 zl, 4 sztuki itp. W mechanice, na przyklad, mno-
zy sig 2 kG przez 3 m i wynik nazywa si¢ pracag 6 kGm. Iloczyn
3 m-2 m=6 m’ oznacza pole, iloczyn 12 zt- (4 sztuki)~' jest ceng itp.

Ograniczamy sig do liezb dodatnich a,f,y,... z tego powodu,
ze gdybysmy zaliczyli do przestrzeni wymiarowej II rowniez liczby
ujemne i zero, to wtedy nie zawsze byloby wykonalne dzielenie
i potegowanie. Na przyklad nie bylyby okreslone takie wyrazenia
jak (0kG)™% lub (—3 m)"%, Nie wprowadzamy réwnies dodawania
elementéw A4, B przestrzeni wymiarowej II. O liczbach niedodat-
nich i dodawaniu powiemy jeszcze w ustepie 12 niniejszego roz--
dziaha.

2. Na podstawie powyzszych postulatéw mozna udowodnié,
iz istnieje dokladnie jeden taki element I, ze AI=A oraz ze I réwna
sig liczbie 1. Latwy dowdd tego twierdzenia pomijamy; mozna go
znaleZé, w nieco innej postaci, w podrecznikach algebry®).

Sformutujemy teraz niektdre definicje i dalsze postulaty.

Elementy A,,...,A,, preestreeni IT nazywamy wymiarowo nie-
zaleznymi, jezeli z rownosed

AP AR=a,
gdzie a jest liczba dodatniq, a,...,a,, liézqui rzeczywistyms, wynika,

2e

2) Por. np. [10].
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Elementy 4,B,C,..., ktére nie s3 liczbami dodatnimi, nazy-
wamy wielkociami wymiarowymsi. Liczby (dodatnie) a,f8,y,... na-
zywaé bedziemy takze wielkodciami bezwymiarowyms.

Na przyklad, wielkodei 3 em? i 2 kg sg wymiarowo niezaleine,
poniewaz z réwnofei ‘

(3 em?)™ (2 kg)?=q

wynika, ze a,=a,=0 i a=1. Przykladem wielko§ci wymiarowo.
zaleznych sg 5 cm i 4 cm?, poniewaz z réwnosci

(b em)™(4 em?)®2=q
nie wynika weale, ze musi byé ¢,=a,=0, a=1, bo moze byé np.
a,=—2, a,=1, a=4/25. XYatwo sprawdzié, ze kazda wielkosé
bezwymiarowa (liczba) jest wymiarowo zalezna od kazdego ele-
mentu przestrzeni I7.

Méwimy, ze przestrzen wymiarowa II ma n jednostek, jeieli ist-
nieje w niej n elementéw wymiarowo niezaleinych, a nie istnieje n-+1
elementow niezaleznych. Kasdy uktad n wielkosei X4,..., X, wymiarowo
niezalesnych nazywamy uwkladem jednostek. W dalszym ciggu bedziemy
zajmowali sie tylko takimi przestrzeniami, ktére maja skonczons
liczbe jednostek w ukladzie. Liczbe jednostek w ukladzie bedziemy
zawsze oznaczali literg n. ,

Na przyklad, w mechanice rozpatruje sie ,absolutny” uklad
trzech jednostek: em, g, sek. Technicy uzywajg ukladu kG, m, sek.
W elektrotechnice uzywa sie ukladow o trzech, czterech lub pieciu
jednostkach.

‘O roli ukladu jednostek jeszcze pomoéwimy osobno. Z definicji
ukladu jednostek wynika, ze wielko§é bezwymiarowa nie moze byé
jednostks, poniewaz jest wymiarowo zalezna od kazdej innej wiel-
kogei.

3. Z pov&ﬁszych ‘definicji wynika, ze jezeli X,,...,X, jest
ukladem jednostek, to kazdy element A przestrzeni wymiarowej
mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci

(8) |  A=aX™ ... X%

gdzie a jest wielkogcia bezwymiarowy (liczbg), a4,...,4, zas§ s3
liczbami rzeczywistymi.
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Jezeli 4,,...,4,, wyrazajg sio w ukladzie jednostek X,,..., X,
wzorami ‘ .
(9) A=, X0 X L Ap=a, X0 X (<),

to na to, by A,,...,4, byly wymiarowo niezalezne, potrzeba
1 wystarcza, Zeby macierz

o . (m<n)
anl s anm

byla rzedu m, to znaczy, zeby choé jeden minor stopnia m
byt rozny od zera, a minory stopnia m-4-1 byly =0.

Na przyklad, wielkosci N,D,H wystopujace w zagadnieniu
oméwionym we Wstepie .83 wymiarowo niezalezne. A mianowicie,
przyjmujgc X;=cm, X,=g, X,=sek, obliczamy, ze wyznacznik

2 1 -3
1 0 0|=2
=1 1 -1

jest rézny od zera.
Jezeli X,,...,X, oraz Y,,..., ¥, 83 dwoma ukladami jednostek,

to kazda z jednostek X,,...,X, wyraza sie jednoznacznie w ukla-
dzie Y,,...,Y, wzorami 7

(11) X,=§Y2 .. Y .., X,=& XM, Y

gdzie &,,...,&, sa wielkosciami bezwymiarowymi, a &,,,...,t,,. 53
liczbami rzeczywistymi, ktorych wyznacznik |ty| (k,l1=1,...,n) jest

rézny od zera.
Podstawiajagc (11) do (8), otrzymujemy

(12) A=af™... Egn Yll11a1+ ot tn@n Y,?"m'l' coot buntn

Wzér (12) pokazuje, jak zmieniaja sie wspolezynnik bezwymia-
rowy a oraz wykladniki a,,...,a, wielkodci wymiarowej A4 przy
przejéciu od jednego ukladu jednostek do drugiego.

Latwe dowody tych twierdzen pomijamy; mozna je znaleZé,
W nieco innej postaci, w podrecznikach algebry?).

3) Por. np. [10].
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Na przyklad, niech ukladem jednostek bedzie kG, m, sek,
to: znaczy _
XlszT Xzzm’.. X3=Sek.

Przechodzimy do drugiego ukladu, pabsolutnego”, w kt(’)rymi

Y,=cm, Y,=g, Y,=sek. .

Wtedy |
£,=981000, £,=100, £,=1,
11 —2
gl=|1 0 0]|=—1
0 0 1 |

Niech A=10 koni mechanicznych. W ukladzie jednostek kG, m,
sek jest :

A = 750-981000" -100"1"" cm? g sek~*= 73525 - 10° erg sek ™.

4. Na podstawie wzoru (12) wprowadzimy nowe pojecie, oparte
pa nastepujacych uwagach: Zamiast przedsbawia¢ wzorem (12)
ten sam element A w innym ukladzie jednostek usfalamy uklad
jednostek X,,...,X, i we wzorze (12) zamiast Y,,..., Y, piszemy,
odpowiednio, X,,...,X,. Wtedy z lewej strony rownosci (12) nie
mozna juz napisaé A, poniewaz otrzymujemy inny element niz 4.

Oznaczamy ten inny element symbolem @,4. A zatem

(13) 0,4 = atP ... ‘Egnxiua1+ ..v.+tn1an. N Xf:”a“' oot b,

Wzér (13) przyporzadkowuje wzajemnie jednoznacznie kaz-
demu elementowi 4, ktéry w ustalonym ukladzie jednostek X,..., X,
wyraza si¢ wzorem (8), inny element @,4, ktory w tym samym
ukladzie jednostek X,,...,X, wyraZa sip wzorem (13). W ten spo-
s6b okredliliémy za pomocy liczb &,...,&, oraz liczb rzeczywistych
fy1,..,tnn Wzajemnie jednoznaczne przekszbalcenie 6, kazdego
elementu przestrzeni wymiarowej I w inny element ©,4 tejze
przestrzeni. Znaczek x przy symbolu @, umiedcilismy na razie
dlatego, ze przeksztalcenie tak okreslone zalezeé moze, a priori,
od wyboru ukladu jednostek. Przeksztaltcenie okreslone wzorem
(13) nazywamy przeksztalceniem wymiarowym. .
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Bezpodrednim rachunkiem latwo jest sprawdzié, ze prze-
ksztalcenie wymiarowe @A (znaczek x opuszezamy) ma nastepu-
jace wlasnogei:

1° jest wzajemnie jednoznaczne;

20 dla wszelkich dwdch dlementéw A i B jest O(AB)=(OA)(OB);
3% dla kaddej liczby rezeczywistej a jest O(A%)=(OA)%;

4% dla kaidej wielkodei bezwymiarowej a jest Ga=a.

Mozna udowodnié, ze warunki 1°-4% charakteryzuja w zupel-
nosci przeksztalcenie wymiarowe @, To znaczy, ze do kazdego
ukladu jednostek X,,...,X, mozna dobraé takie liczby dodatnie
£ry...,& 1 taki wyznacznik |4y rézny od zera (k,l1=1,2,...n), ze
przeksztalcenie, ktore spelnia warunki 1°-4° musi si¢ wyrazaé
wzorem (13). Przeksztalcenie wymiarowe, opisane tylko- przez wa-
runki 1°-4° charakteryzuje zatem rowniez zmiane ukladu jed-
nostek. W dalszym ciggu naszych rozwazan bedziemy korzystali
tylko z wlasnodei 1°-4° przeksztalcenia wymiarowego, a nie z jego
wyraznej postaci (13) i wobec tego opuszczamy w ogéle znaczek
x przy symbolu 6. |

Przy sposobnosei zwr6émy uwage na to, ze nie istnieje takie
przeksztatcenie wymiarowe, uniwersalne dla calej przestrzeni I7,
ktére by kazdemu elementowi 4 prazyporzgdkowalo ustalong jego
wielokrotno§é, np. 5A. Przeczy temu juz warunek 1° Z uwagi
tej skorzystamy poézniej, w ustepie 8.

5. Wprowadzimy teraz podstawowe w analizie wymiarowej
pojecie funkeji. W matematyce funkeja nazywa sig operaeje, ktora
kazdemu elementowi danego zbioru przyporzgdkowuje dokladnie
jeden element innego zbioru. Jezeli oba te zbiory sa liczbami, to
funkcja nazywa sie liczbowq (lub czasem liczbo-liczbows). Funkcje,
ktérych uzywamy w analizie wymiarowej, nie sa, na ogét, funkcjami
liczbowymi. A mianowicie funkeje te przyporzadkowuja elementom
przestrzeni wymiarowej inne elementy tej samej przestrzeni wymia-
rowej, ktore moga byé liczbami lub wielkodciami wymiarowymi.
Funkcje, ktorej argumentami sg -wielkodei Z,,...,Z,, oznaczaé
bedziemy symbolem @(Z,,...,Z,). Na funkcje rozpatrywane w ana-
lizie wymiarowej nalozymy dwa warunki, ktére wyrazajs pewne
ogélne zasady wyabstrahowane z dos§wiadczenia. W mnastgpnym
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ustepie sformulujemy na razie tylko jeden warunek i udowodnimy
ha jego podstawie pewne twierdzenie. W ustepie 7 nalozymy na
funkcje jeszcze drugi warunek.

6. Pierwszy warunek, ktéry nakladamy na funkcje rozpatry-
wane w analizie wymiarowej, nazywamy niezmienniczo$ciq wymia-
rowq. Warunek ten formulujemy w nastepujacy sposéb: Dla kasz-
dego pmeksz’tatcema wWYmMiaroweqo 0 (zdefiniowanego przez warunki
1°-4% zachodzi toisamosé S

(14) _ D(0Z,,...,0%)=0b(Z,,...,2,).

~Innymi slowy, jezeli do kazdego z argumentéw Zi,...,Z; sto-
sujemy przeksztalcenie wymiarowe €, to wartodé funkeji @ zmienia
si¢ tak samo, jak gdybyémy zastosowali to samo przeksztalcenie
wymiarowe O do samej funkeji. Jak wiemy, przeksztalcenie wy-
miarowe @ charakteryzuje zmiane ukladu jednostek. Warunek
(14) w tej interpretacji oznacza co nastepuje:. Wartosé funkeji @
zalezy od wielkodei Z,,...,Z;; wielkoci te moga byé wyrazone
w roznych ukladach jednostek, np. X,,...,X,, albo Y,,...,Y,;
wartosé funkeji @ mozna wyrazié w kazdym z tych ukladéw jed-
nostek. Otz warunek niezmienniczofci wymiarowej wymaga, zeby
warto$é funkeji @ byla zawsze tq samaq wielkosciq, chociaz wyrazons
w innym ukladzie jednostek. Zazwyczaj warunek ten wypowiada
sig, jesli si¢ juz o nim moéwi, niedokladnie w nastepujacy sposéb:
Ksztalt funkeji nie mose zaleded od wyboru ukladu jednostek. Albo jesz-
cze inaczej: Warunek niezmienniczosci wymiarowej wymaga, zeby
w teorii obiektywnych zjawisk postugiwaé sie tylko takimi funkejami,
ktore nie pozwalaja na uprzywilejowanie pewnego ukladu jednostek.
A wige na przyklad, fizyka ma opisywaé zjawiska fizyczne jednakowo
w ukladzie ,absolutnym” (CGS), jak w ,technicznym’ (kG, m, sek);
prawa hydromechaniki nie mogg zalezeé od tego, c¢zy cisnienie mie-
rzymy w atmosferach, czy tez w mm Hg; prawa przyrody nie zmie-
niajg sie od tego, ze prqdkoéé elektrondéw mierzymy w elektronowol-
tach, (ktore sy jednostkami energii), a nie w cm/sek, lub ze w zyeciu
codziennym mierzymy np. droge w godzinach, a nie w km. Warunek
niezmienniczosci wymiarowej mozna wprowadzié réwniez do funkcji
opisujacych zjawiska -inne niz fizyczne, np. do niektérych zagadnien
statystycznych lub ekonomicznych i uzyskaé interesujace wyniki*).

4) Por. [7].
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Warunek niezmienniczo§ci wymiarowej nie ogranicza w ogole
postaci zwyklych funkecji liczbowych. Jezeli mianowicie Z,,...,Z,
oraz wartosci funkeji @ sg liczbami, to na mocy wilasnosei 4° prze-
ksztalcenia wymiarowego @ warunek ten jest automatycznie spel-
niony przez kazda funkecje liczbows. Stad wynika, ze funkcje, ktore
rozpatrujemy w analizie wymiarowej, sa wogdinieniem 2wyktych
funkeji liczbowych. Jezeli za§ nie wszystkie argumenty funkeji sa
bezwymiarowe, to warunek niezmienniczofei wymiarowej ogranicza
postaé funkeji. Udowodnimy mianowicie twierdzenie nastopujgce:

TwWIERDZENIE 1. Jeseli w wymiarowo mniezmienniczej funkejs

G(Aq,...,A,) argumenty A,,...,A, saq wymiarowo niezaleine, to
funkeja musi byé postaci

(15) D(A,y,...,A,) =pAl. . Al

gdzie wielko$é bezwymiarowa ¢ 1 wykladniki reeceywiste fy,...,f, nie

zaleiq od A,,...,A,,.

Odwrotnie, kazda funkcja postact (15) jest wymiarowo niezmien-
nicza, to znaczy spetnia warunek (14).

Dow6d. Poniewaz nie moze byé wigeej niz n wielkogei wymia-
rowo niezaleznych, wiec m<n. Rozpatrzmy dwa przypadki: gdy
m=n 1 gdy m<n. '

W przypadku pierwszym, gdy m=n, obierzmy 4,,...,4,, 2a
uklad jednostek. Na mocy wzoru (8) mozemy napisaé

(16)  B(Ayyeoo, Ay)=p(Ay,..., A,) APE 0 AT,

gdzie liczby ¢,f1,...,f, Moga, @ priori, zalezeé od A,...,A,. Aby
udowodnié, ze liczby te nie zalezg od A,,...,4,, skorzystajmy
% niezmienniczosci wymiarowej. A mianowicie na podstawie (16)
jest

(17) D(OA,,...,04,)=p(O4,,...,04,) @A 464
.. @A’n(@Al ----- 64n) .

Teraz na podstawie wzoru (16) obliczmy ©®(4,,...,4,). Na mocy
wlasnodci 1°- 4° przeksztalcenia wymiarowego @ otrzymujemy

(18) OB(Ay,...,A)=g(Ay,...,A,) QAP 40 QAL

7 warunku wymiarowej niezmienniczogei funkeji @ wynika, ze lewe
strony rownodei (18) i (17) sq réwne. Musza wige byé rowne
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ich prawe strony. Wielkodei 4,,...,4, s3 z zalozenia wymiarowo
niezalezne, a wiec takie 0A4,,...,04, s3 wymiarowo niezalezne,
bo przeksztalcenie & jest wzajemnie jednoznaczne. Wobec tego
muszg dla kazdego przeksztalcenia @ zachodzié tozsamosci

¢(A1a"'7An) =<P(@A1,---,‘@An),
fildq,...,A4,)=FH(OA,4,..., @An),

-------------------

Tozsamosci te oznaczajs, ze liczby ¢,f,,...,f, nie zalezgod 4,,...,4,.

Rozpatrzmy teraz drugi przypadek, gdy m<<n. Uzupelijmy
niezalezne wielkodci A4,,...,4,, do ukladu jednostek, dobierajac
pozostatych n—m wielkofci wymiarowych X, .,,...,X, dowolnie,
byleby tworzyly wraz z A,,...,A, uklad jednostek. Na mocy udo-

wodnionego przypadku pierwszego jest
(19) D(Ay,...,A,) = Al Aln Xty | X

gdzie liczby -¢,f1,.. . 0fmsrs--- [, nie zaleza od A,,...,4,,. Aby
udowodnié, ze f,,,=...=f,=0, skorzystajmy znowu z warunku
niezmienniczoseci wymiarowej. Dobierzmy mianowicie takie prze-
ksztalcenie wymiarowe @, zeby

OA,=4,, ..., OA,=A4,; @Xm+1=Xf,,+1, ey OX, =X1.
Wtedy z (19) otrzymamy
D(OA,,...,04,) = Al Aln X/ X

n?

OD(A,,...,A,)=pAl .. Al X¥m1 | X,

Poréwnujae, na moecy wymiarowej niezmienniczofci, obie strony
tych tozsamosdci, otrzymujemy

2fm+1=jm+1v teey 2fn:fm
skad wynika, ze f, . ,=...=f,=0.

W ten sposéb udowodniliSmy pierwszg czesé twierdzenia, ze
funkcja @ musi byé postaci (15). Drugg cze§é twierdzenia, ze kazda
funkecja postaci (15) jest wymiarowo niezmiennicza, sprawdzamy
latwo bezposrednim rachunkiem, ktéry tu dla krétkodei pomijamy.
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Twierdzenie 1 wyja$nia, dlaczego funkcja, kborej argumenta-
mi s wymiarowo niezalezne wielkodei, musi byé jednomianem
(15). Twierdzenie to ma wiele zastosowan praktycznych. W przy-
kladzie oméwionym we Wstepie korzystaliSmy wlasnie z twierdze-
nia 1.

7. Aby uogénié twierdzenie 1 na przypadek, gdy nie wszystkie
argumenty Z,,...,2Z2, funkeji D(Z,,...,%;) sa wymiarowo nieza-
lezne, nalozymy na funkecje rozpatrywane w analizie wymiarowej
drugi warunek, ktéry nazywamy jednorodnodciq wymiarowq. Waru-
nek ten formulujemy w nastepujacy sposoéb: Dla wseelkich bezwymia-

rowych wielkosei §i,...,ls tstnieje taka wielko$é bezwymiarowa g,
se zachodzi todsamosé '
(20) D(EZyy ey (D) ———‘C(D(Zl, ooy Zg).

Innymi stowy, jezeli kazdy z argumentow ZyyeoosZyg pomnozymy
przez dowolne liczby dodatnie, odpowiednio {i,...,{;, to Wartosé
funkeji ma byé takze pomnozona przez jakas liczbe . Na przyklad,
niech argumentami funkeji @ beda: Z,=#rednica kuli, Z,=predkosé
tej kuli, Z,=lepko§é cieczy, a wartodcig funkeji @(Z;,Z;,Z,) niech
bedzie sila oporu, ktéry cieez stawia poruszajacej sig w niej kuli;
warunek jednorodnosei wymiarowej oznacza, ze jezeli w opisywa-
nym zjawisku frednica kuli zwigkszy si¢ np. b razy, predkosé kuli
zwiekszy sie np. 3 razy, a lepkodé cieczy zwiekszy sie np. 2 razy,
to wartogeia funkeji ®(5Z,,3%,,2%,) ma byé nadal sita, choé zmie-
niona co do wielkodci, ale nie wielko§é innego rodzaju, jak np.
energia, czas, gesto§é lub jeszcze inna. ‘

Jednorodno§é wymiarowa jest podstaws feorit modelowania
zjawisk. Inng interpretacj¢ warunku jednorodnosei wymiarowej
podamy pézniej, w ust. 11 niniejszego rozdzialu, po wprowadzeniu
pojecia wymiaru. Na razie poréwnamy warunek niezmienniczosei
z warunkiem jednorodnoseci.

8. Zauwazmy, po pierwsze, ze jedeli wielkoSci A,,..., 4, saq
wymiarowo niezaletne, to kaida funkcja @P(Ay,...,4,,) wymiarowo
niezmiennicza, musi byé takie wymiarowo jednorodna. Wynika to
7z twierdzenia 1. A mianowicie, funkcja taka musi by¢ postaci (15).
Jezeli wiec £,...,¢,, s liczbami, to

B(L, Ay, ey Cpdy) =0 ClmpAl ... Al
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a wiee, oznaczajac liezbe ...l litera ¢, widzimy, ze warunek
jednorodnosei jest speliony.

Po drugie, jezeli @ jest zwykla funkejg hczbowa, to warunek
jednorodnosei jest automatycznie speliony. A wige warunek ten
nie ogranicza funkeji liczbowych.

Po trzecie, jezeli nie wszystkie argumenty funkeji @(Z,,...,%Z,)
sg wymiarowo nhiezalezne, to nie kazda taka funkcja jest wymia-
rowo jednorodna, chociazby byla nawet wymiarowo niezmienniczg.
Na przykiad, niech Z,=2 cm (1 — liczba), Z,=kat (mierzony w ,ra-
dianach” czyli po prostu liczba a). Funkeja, ktdérej argumentami
sa Z, i Z,, niech bedzie nastepujgca:

D(Z,,Z,) =DP(Aecm,a)=cm"

Funkcja ta nie jest bwymia,krowo jednorodna, bo, na przyklad, dla
Ey=1, {,=2 przyjmuje wartosé

B (12,007} = B(A cm,2q) = em™

i nie istnieje taka liczba £, zeby em™=¢ cm®. Funkeja ta jest jednak
wymiarowo niezmiennicza, poniewaz dla kazdego przeksztatcenia
@ zachodzi tozsamo$é O (ecm®)=(6 em)?, wynikajagea z wlasnosci
20 przeksztalcenia wymiarowego 6. o

Po czwarte, w koncu wykazemy, ze jeseli funkcja jest wymiarowo
jednorodna, to nie musi byé wymiarowo niezmiennicza. Dowodzi tego
nastepujacy przyklad. Ustalmy uklad jednostek X,=cm, X,=g,
X,=sek. Rozpatrzmy funkcje tylko jednej zmiennej Z. Zmienna
ta niech oznacza energie jakiego§ ciata. W ukladzie jednostek cm,
g, sek, jest . \
' Z = acem? g sek™? (a — liczba).

Funkeje @(Z) okre§lamy w ten sposéb, ze kazde] energii Z przypo-
rzadkowujemy liczbe 2, ktéra jest wykladnikiem przy cm wiel-
kofei Z wyrazone] w ustalonym ukladzie jednostek cm, g, sek,
to znaczy @(Z)==2. Tak okre§lona funkcja nie jest wymiarowo
niezmiennicza. Wezmy bowiem, na przyklad, takie przeksztalcenie
O, zeby bylo 6 cm=cm? Wtedy O (Z)=02=2, ale P(OZ)=3-2+£2.
Funkeja ta jest jednak wymiarowo jednorodna, poniewaz dla kaz-
dej liczby ¢ jest spelniena tozsamosé D(LZ)=

Uwagi poprzednie wyjagniaja, ze warunki wymiarowej nie-
zmienniczosei i jednorodnodci sa logicenie niezaleéne. Przyczyna
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tego tkwi w tym, o czym byla mowa na koncu ustepu 4 niniejszego
rozdziatu.

9, Teraz unog6élnimy twierdzenie 1. Uogoélnienie to jest zasad-
niczym - twierdzeniem analizy wymiarowej, sformulowanym przez
E.Buckinghama, [3]; znane jest ono pod dziwna nazwa:

TWIERDZENIE 7. Jedeli w wymiarowo niezmienniczej i jedno-
rodnej funkeji ®(A.,...,A,;P1,...,P,) argumenty A,,...,A, sq
wymiarowo niezaleéne, o argumenty P,...,P, sq od A,,...,A,
wymiarowo zalezne, to znaczy wyrazajq si¢ w nastepujacy sposdb:

(21) P =m AT AT ., P =g AT, AT,

gdzie my,...,m, sq wielkosciami bezwymiarowyms (liczbami), a wy-
ktadniki ry,,...,7p, sa liccbami rzeczywistymsi, to funkcja @ musi byé
postact o

(22)  B(A;, ..., Ap;Pyy . s P =gy, .., ) AR L Aln,

gdzie @(my,...,m,) jest zwyklq funkcjq liccbowq argumentéw bezwy-

miarowych  (liczbowyeh) =,,...,m, 1 nie zalety od A,,...,A,, a wy-
ktadniki f,,...,[,. (rzeczywiste) nie zaledq ant od m,,...,7m,, ant od
Al? Am'

Odwrotme, katda funkcja @ postaci (22 jest wymiarowo nie-
zmiennicza 1 wymiarowo jednorodna.

Dowdéd. Aby wykazaé, ze ¢,fy,...,f, nie zaleza od 4,,...,4,,
wystarczy zastosowaé takie samo rozumowanie, jakie przeprowa-
dzili§my w dowodzie twierdzenia 1. Przypominamy, ze w dowodzie
tym korzystalimy z niezmienniczosci wymiarowej funkeji @. Dla
krotkodei, nie powtarzamy tu tej czedci dowodu. Mozemy wige
napisaé

G(Ay . Ay Pryeor y P =g(my ..., mg) APreemd [ Alwlar,om)

gdzie wykladniki f,,...,f,, moga, a priors, zalezeé od =,,...,n,.
Aby udowodnié, ze wykladniki f,,...,f,, nie zalezg od =,,...,7,,
skorzystajmy 2z warunku jednorodnosci wymiarowej funkeji .
Na mocy tego warunku, dla wszelkich Wielkoéei"bezwymiarowjeh
(liczb) &,,...,{, musi istnieé¢ taka wielkogé bezwynuarowa {, zeby
zachodzila tozsamoéé

(L7, . , Cqﬁq) A{1(51"1»---,Cq7'¢) L. A{z‘n(ﬁ"h----fnﬂd) —_

={lo(my, ..., ﬂq)Ail(nln---l"G) . A{::(ﬂx,....nq) .
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Poniewaz wielkodei 4,,...,4,, s3 wymiarowo niezalezne, wige
stad wynikaja tozsamosei

fl(é-l?rl ERE 7cq'ﬂ;q) = [y ey ”q)7

------------------

f(Catyy ey Eqmt)) = (o vy 75g).

Tozsamosei te oznaczajy, ze f,,...,f, nie zalezg od m,,...,n,.

W ten sposéb udowodniliémy pierwsza czes$é twierdzenia, ze
funkecja @ musi byé postaci (22). Druga czesé twierdzenia, ze kazda
funkcja postaci (22) jest wymiarowo niezmienmicza i jednorodna,
sprawdzamy latwo bezposrednim rachunkiem, ktéry tu dla krét-
kofci pomijamy.

10. Przyklady na zastosowanie twierdzenia = i w ogéle analizy
wymiarowej poprzedzimy niektérymi uwagami o twierdzeniu .

Po pierwsze, zar6wno ze sformulowania jak i z dowodu twier-
dzenia n= wynika, ze wielkoei bezwymiarowe =,,...,7n, oraz wy-
kladniki rzeczywiste f,,...,f, zaleig od wykladnikéw 7r,y,...,7,,
figurujgeych w zalozeniu (21). Faktu tego nie podkreslaliSmy w sfor-
mulowaniu twierdzenia = z tego powodu, ze w praktyeznych za-
gadnieniach wykladniki 7,,,...,7,, 83 ustalone.

Po drugie, jak wynika z nwag w ustepie 8, twierdzenie = nie
jest prawdziwe, jezeli opuscimy warunek niezmienniczosci wymia-
rowej @. Niektérzy autorzy®), podaja wprawdzie dowdd tylko na
podstawie warunku jednorodnosci (bez niezmienniczosci). W istocie
rzeczy dowodzg oni jednak innego twierdzenia, a mianowicie twier-
‘dzenia orzekajgcego o ksztalcie pewnej funkeji liczbowej, o ktérej
czynig nadto jeszeze inne zalozenia. Pomijajac szcezegél, ze dowodd
tego innego twierdzenia jest zawilszy mniz przytoczony tutbaj
dowdd twierdzenia =, zwr6émy uwage na to, ze twierdzenia o funk-
cjach liczbowych sa, w naszym ujeciu, dla analizy wymiarowej
bezuzyteczne. Nie wiadomo bowiem, jak stosowaé twierdzenia
o funkcjach liczbowych do funkeji o argumentach i wartosciach
nieliczbowych. Trzeba by, logicznie rzecz biorge, przy kazdym
takim stosowanin dawa¢ interpretacje wymiarows tego twierdzenia.
W naszym ujeciu interpretacja ta zawarta jest w samej teorii.

§) Por. [13].
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Po trzecie, latwo spostrzec, ze twierdzenie 1 jest szezegdlnym
przypadkiem twierdzenia w A mianowicie wystarczy przyjaé
w twierdzenin = za g zero, aby otrzymaé twierdzenie 1. Sformulo-
walidmy i udowodnili§my jednak twierdzenie 1 osobno, nie tylko
ze wzgledéw dydaktycznych, ale dlatego, ze ma ono duze znaczenie
dla zastosowan, mianowicie w tych przypadkach, gdy wszystkie
argumenty funkeji @ s3 wymiarowo niezalezne.

Po czwarte, w kofcu zaznaczymy, ze niektérzy autorzy °),
piszg we wzorze (22) zamiast symbolu @(71y...,7m,) symbol &(1,...,1;
Tyy.-y 7). Jest to sugestywna pisownia i mozna ja stosowaé besz
obawy o nieporozumienie.

11. Wprowadzimy teraz pojecie wymiaru. Pojecie to jest bar-
dzo wygodne w analizie wymiarowej, chociaz, jak widaé z dotych-
czasowych rozwazan, niekonieczne do sformulowania i ndowodnie-
nia twierdzen.

Moéwimy, ze dwie wielkosci A i B majq ten sam wymiar, jedeli
AB™" jest wielkosciq bezwymiarowa (liczha). Piszemy to, uzywajae
symboliki wprowadzonej przez Maxwella, w nastepujacy sposéb:

[A1=[B].

Latwo sprawdzié, ze [A]=[4], naStQpnie, ze jezeli [4]=[B],
to [B]=[4], i wreszcie, ze jezeli [A]1=[B]i [B]=[(C], to [A]=[C].
Calg przestrzeri wymiarows I7 mozemy zatem podzielié na klasy
roztaezne w ten sposéb, ze do tej samej klasy nalezg tylko te ele-
menty, ktére majg ten sam wymiar. Jest rzeczg naturalng, jak sie
t0 zwykle w matematyce robi, nazwaé klase elementow majaeych
ten sam wymiar po prostu wymiarem elementéw tej klasy. A wige
np. wymiarem wielkoci 5m, 3 km, 12 sazni jest dlugosd. Zapisu-
jemy to symbolicznie

[6 m]=[3 km]=[12 sa2ni]=dlugoéé.

Zamiast wyrazu diugosé mozna uzyé litery, np. L, lub lepiej sym-
bolu [L]. Mozna tei pisaé [em] lub [m]. Niektorzy piszg nawet
wprost ¢cm, co wprawdzie nie jest {ciste, ale krétsze.

Warto zwrdcié uwage, ze dzieki powyzszej definicji wymiaru
odrézniamy takie pojecia jak np. dtugo$é czegod od dlugosei
»W ogéle”. Dlugodé preta, dlugosé drogi, dlugodé drutu itp. sa

¢) Por. [19].
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elementami przestrzeni wymiarowej I7. Ich wspélnym wymiarem
jest dlugodé (bez podawania czego).
Jezel w ukladzie jednostek X,,...,X, wielko§é 4 wyraza sie
wzorem ' '
A=aXP.. X (a — liczba),

to z definicji wymiaru wynika, ze
[A]=[X®... X%].

Takich symboli uzylismy w przykladzie oméwionym we Witepie.
Dla wygody wyslowienia wprowadzamy mnozenie i potegowa-

nie wymiaréw. Czynimy to za pomoeg nastepujacych réwnosei,
ktore nalezy uwazaé za definicje:

[4][B]=[4B], [AT]"=[4"].

Z pierwszej z tych réwnosei wynika, ze wszystkie wielkodei bezwy-
miarowe (liczby) majy ten sam wymiar réwny wymiarowi liczby 1
Jezeli mianowicie za A podstawimy wielkodé bezwymiarows a, to
dla kazdego B jest

[a][B] = {«B] = [B],

skad wynika, ze [a]=[1]. Bez obawy o nieporozumienie b@dzlemy
zamiast [1] pisali 1.

Latwo sprawdzié, ze wymiary spelniajg wszystkie postulaty
przestrzeni I, a wigc same tworzg pewng przestrzen typu I7.

Za pomocy pojecia wymiaru mozna by (prazy pewnych omé-
wieniach) napisa¢ warunek jednorodnofci wymiarowi w nastepu-
jacy sposéb:

[B((Z], ..., [Z])]=[D(Z,, ..., Zs)].

Warunek jednorodnosci wymiarowej oznacza wiee, ze jedeli argu-
menty funkeji nie emieniajq swych wymiaréw, to warto$é funkeji
tez nie zmienia swojego wymiaru.

Poslugujac sie pojeciem wymiaru, udowodnimy nastepujace
twierdzenie majgce znaczenie w praktycznych zastosowaniach ana-
lizy wymiarowej. :

Niech w wukiadzie jednostek X,,...,X, wymiarowo niezaleine
wielkofci 4,,...,4,, maja wymiary ‘

[ ]=[X". X, . [4,]=[XP.. X,

Zastosowania Matematykl I 2
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a wielko§é F ma wymiar
[F]=[X2... X2,

Pytamy, czy istnieje taka funkeja ®, zeby dla wartodei (swoich argu-
mentéw) A,,...,A, preyjmowala warto$é F, to znaczy zeby .

®(A,,...,A,;Py,...,P)=F,

gdzie P,,...,P, sa wielkofciami wymiarowo zaleznymi od 4,,...,4,,.
Latwo wykazaé, ze na to potrzeba © wystarcza, zeby uklad n réw-
natt lintowyeh o m niewiadomych fi,...4fpm

anfi + ...+ Gmfp =ty
(22") e e e e e e (m<n),

@ufr ... + a’nmfm: &y

miat dokladnie jedno rozwigzanie.
Dla dowodu wystarczy zauwazyé, iz z twierdzenia m wynika,
ze musi byé ~ | :
[F]={[A4]... 4/"].

Podstawiajae tu wymiary [F] oraz [4,1,...,[4,], otrzymamy
wiagnie uklad réwnan (22). Odwrotnie, jezeli uklad réwnan (22)
ma dokladnie jedno rozwigzanie, to mozna obliczyé wykladniki
frseeosfm Wystepujace w twierdzeniu .

12. Sformulowane w tym rozdziale aksjomaty, definicje i twier-
dzenia wyczerpuja w zasadzie caly schemat algebraiczny analizy wy-
miarowej. Aby jednak rachunki na wielkodciach wymiarowych nie
réznity sie formalnie od rachunkéw na zwyklych liezbach, przyj-
mujemy pewne umowy, ktére zalatwiajs poruszong na poczatku
niniejszego rozdzialu kwestip dodawania i liczb niedodatnich.
Wprowadzamy przede wszystkim dodawanie i odejmowanie wiel-
ko$ci majacych ten sam wymiar. A mianowicie réwnofei

ad +pA =(a+ P4, ad—pA=(a—pA4,

gdzie a i § sa liczbami, nalezy uwazaé za definicje. Ponadto, aby
odejmowanie wielkosol o tym samym wymiarze bylo zawsze wyko-
nalne, wprowadzamy réwniez iloczyn «d dla wspélezynnikéw e
niedodatnich. Podkreflamy jednak, ze wielkoéé oA dla a<<0 nie na-
lezy do prazestrzeni wymiarowej 11,1 wobeo tego nie mozna na takich
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wielkogciach wykonywaé wszystkich dzialaf, ktére sg okre§lone
W tej przestrzeni. Nie majs wiee sensu np. wyrazenia (—2 cm)Y?
Iub (0sek)~'. Maja za$§ sens takie wyrazenia, jak np. (—2 cm)?
lub (0sek)®. Podobnie w arytmetyce zwyklych liczb wprowadza
sig dla wygody wyslowienia niektére ,liczby” jak np. 4oco lub
—oo, na ktorych nie mozna wykonywaé wszystkich dzialan. Nie
majs np. w arytmetyce sensu wyrazenia co—oo lub oo [oo, ale
majy sens takie wyrazenia jak np. oo-4-oco lub Soo lub oo co.

W zupelnie podobny sposéb wprowadzamy w obrebie wielkodeci
tego samego wymiaru pojecie granicy. Mianowicie granice ciggu
{a,4}, gdzie {a,} jest ciagiem liczbowym, definiujemy za pomocy
réwnosei

lim(e,4) = (lima,) 4.

n—>oo n—>00

Dzigki temu mozemy wprowadzié pojecie pochodnej, calki,
szeregu nieskonczonego i w ogéle moiemy rachowaé formalnie,
W obrgbie jednego wymiaru, tak samo jak na zwyklych liczbach
rzeczywistych, Z definicji powyzszej wynika np., ze pochodna
@'Y [dX* ma wymiar [YX*] a catka [YdX ma wymiar [YX].

13. Na zakonczenie tego rozdzialu poruszymy jeszcze kwestie,
jaki jest zwiazek analizy wymiarowej z teorig wektoréw.

Przestrzenn wymiarows IT okredliliSmy za pomoca aksjomatéow
sformutowanych na poczgtku niniejszego rozdziatu, w ustepie 1.
W aksjomatach tych wprowadzone byly dwa dzialania: mnozenie
AB i potegowanie A® wielkodei wymiarowych. Dzialania te maja
speiaé¢ postulaty (1)-(7). Rozpatrzmy teraz zamiast przestrzeni
II inng przestrzenr Z. Elementy tej przestrzeni X oznaczaé bedziemy
symbolami 4,B,C,... Przestrzeri £ ma speiniaé postulaty analo-
giczne do postulatéw przestrzeni II z ta tylko réinica, ze za-
miast mnozenia wprowadzamy dodawanie, a zamiast potegowa.nia.
— mnozenie przez liczbg. Dokladniej méwisc, postulaty przestrzeni
Z' 83 nastepujace:

1° Jest okreslona suma A + B elementéw A i B, Fkidra jest tes
elementem przestrzeni X i ma nastepujqce whasnoses:

I A+ B=EB4 4,

(2)  A+B+C=4+(B+0),
PA
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(3) dla kazdej pary elemenidw A i B istnieje w przestrzem z
taki element X, 3¢ A4+X =
20 Jest okreslone mnosenie ad elementu A przez liczbe rzeczywis-
ta a. Wynik fego mmnoienia jest tez elemeniem przestrzens X i ma no-
stepujqce wlasnosei:

(4) (@ +b)Ad =ad + bd,
(5) a(d 4 B)=ad +aB,
(6) b(ad) = (ab)4,
(7) | 14 = 4.

Elementy A4,B,C,..., ktére czynia zado$é powyzszym postu-
latom, znane sg w matematyce pod nazwa wekioréw, a przestrzen
2 nazywa sig preestrzeniq wektoréw lub przestrzenig liniowa’). A wiee
kazdej wielkofei wymiarowej A mozna prayporzadkowad wzajem-
nie jednoznacznie wektor 4 w ten sposob, ze iloczynowi AB wiel-
ko$ei wymiarowych odpowiada suma A-+B wektoréw, a potedze
A® odpowiada wektor ad. W matematyce mowi sie, ze przestrzeds
wymioarowes 11 jest izomorficena z przestrzeniq liniowq X. Wszystkie
twierdzenia, ktére udowodniliSmy o przestrzeni wymiarowej I7,
sa w odpowiedniej transkrypcji wazne dla przestrzeni wektoréw ZX.
Na przyklad ukladowi jednostek odpowiada ukiad wspélrzednych
w przestrzeni wektorow, a wzorom (11) i (12) odpowiadaja znane
z geometrii wzory na zmiang ukladu wspélrzednych ukognokat-
nych. Mozna daé szezegélows interpretacje geometryczng innych
pojeé i twierdzen analizy wymiarowej. Nie bedziemy si¢ tu nad
tym zatrzymywali®), zaznaczymy tylko, ze w matematyce uwaza
sig przestrzenie izomorficzne za rdéine realizacje tego samego
tworu. W tym sensie mozemy powiedzieé, ze wielkodei wymiarowe
sa wektorami, jak o tym wspomnieliimy we Wstepie.

Na tym konezymy teorie analizy wymiarowej. W nastepnym
rozdziale s3 oméwione sposoby jej stosowania.

HI. O zastosowaniach analizy wymiarowej
1. Zastosowania analizy ‘wymiarowej do konkretnych zagad-
nief polegaja na tym, ze przyjmujemy pewng interpretacje aksjo-

) Por. [10].
8) Por. [5].
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matéw analizy wymiarowej. Do interpretacji tej mnalezy ustalenie,
co w danym zagadnieniu uwazamy za wielkosei wymiarowe i czy
sg spelnione postulaty przestrzeni wymiarowej. Kazda taka inter-
pretacja powinna byé w zasadzie mozliwa i jednoznaczna, chociaz
nie zawsze formuluje si¢ ja wyraznie. W wiekszosei przypadkow
otrzymuje si¢ w ten sposéb wyniki poprawne, ale znane sa tez pa-
radoksy, ktoryeh przyczyna jest wladnie to, ze taka interpretacja
nie jest wyraznie sformulowana. Uwagi te zilustrujemy przykladem,
cytowanym zwykle jako paradoksalny®). Na przykladzie tym
wyjasnimy réwniez, jak stosuje sie twierdzenia analizy wymiarowej.

Przyklad 1. Kula o drednicy D i cieple wlasciwym € poru-
sza sig z predkoscia V w cieczy o przewodnictwie cieplnym H. Tem-
peratura w ¢rodku kuli rézni sig od temperatury cieczy (daleko
od kuli) o T. Jak zalezy szybko§é U wymiany ciepla kuli z otocze-
niem od wielkodei D,C,V,H,T'?

Mamy zatem wyznaczyé ksztalt funkeji

U=0(D,H,T,0,7V).

Aby rozwigzaé powyzsze zagadnienie za pomocs analizy wy-
miarowej, omowimy niektére szezegdly interpretacji.

Przede wszystkim uwazamy, ze wielkoei D,C,V,H,T,U sg
wielkogciami wymiarowymi, tzn. elementami pewnej przestrzeni IT.
Wiszystkich elementéw tej przestrzeni nie bedziemy wymieniali,
byloby to bowiem nie tylko klopotliwe, ale réwniez niepotrzebne
dla naszego zagadnienia. Wymienimy pdzniej, w miare potrzeby,
jeszeze inne elementy tej przestrzeni. Zakladamy nastepnie, ze funk-
cja @ jest wymiarowo niezmiennicza i jednorodna, zeby mozna bylo
stosowaé twierdzenie =. Dalej zakladamy, ze U zalezy tylko od
wymienionych wielkosei D,C,V,H,T, a nie od innych jeszcze,
np. od gestosci cieczy, masy kuli itp.; byloby to bowiem inne za-
gadnienie. Wszystkie te zalozenia nie nalezg do samej analizy wy-
miarowej, lecz do teorii tego zjawiska, ktére opisujemy.

Przyjmujemy nastepnie pewien uklad jednostek. Musimy usta-
lié, ile i jakie wielkosei uwazamy za uklad jednostek. Przyjmijmy,
na razie, trzy jednostki, a mianowicie: ¢m, g, sek. Zalozenie o tym,
ze rozpatrywane zjawisko da sig opisaé w tym ukladzie jednostek,
jest zalozeniem fizyki, a nie analizy wymiarowej. Zalozenie to,

%) Por. [2], [15], [18] i [19].
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jak zobaczymy, hie jest wcale banalne i ma powazne podstawy.
Musimy mianowicie wiedzie¢, jak wyrazaja sie wymiary wiellodci
D,C,V,H,T,U za pomocy wymiaréw [cm], [g], [sek]. Tych in-
formacji dostarcza nam fizyka, a mie analiza wymiarowa. Miano-
wicie na podstawie geometrii, ktora jest wlgczona do fizyki, §rednica
kuli ma wymiar

[D]= [em].

Wymiar predkosei V wynika z kinematyki i jest mianowicie
[V]=[cm sek™'].

Nawiasem mowige, kwestia dlaczego w ukladzie cm, g, sek nie de-
finiuje sie predkosei jako drogi przebytej w ustalonym czasie, a wigc
dlaczego wymiar predkosei jest [em sek™'], a nie np. [em], nalezy
do kinematyki, & nie do analizy wymiarowe;j.

Przechodzimy obecnie do wymiaru temperatury. Fizyka, a nie
analiza wymiarowa, daje nam odpowiedZ na pytanie, jaki jest w ukla-
dzie om, g, sek, wymiar temperatury. Fizyk robi to w nastepujacy
sposob: Poniewaz, powiada on, z kinetycznej teorii materii wy-
nika, ze temperatura ciala jest proporcjonalna do $redniej energii
kinetycznej czgsteczek, wiec wymiar temperatury jest taki sam,
jak wymiar energii. Pomijajac sprawe, ze znowu wprowadzamy
do przestrzeni wymiarowej II nowsg wielko§é, mianowicie energie,
musimy ustalié jaki jest jej wymiar. Do tego potrzeba powolaé
sig znowu na inne twierdzenie fizyki o energii kinetycznej i w ten
spos6éb przyjmujac te wszystkie wiadomosci z fizyki i nazywajac
jednostke temperatury stopniem otrzymujemy

[stop] = [om?® g sek™%].

Juz z tych uwag widaé, w jak istotny sposéb korzystamy przy
stosowaniu analizy wymiarowej do fizyki z samej fizyki. A niekt6-
rym wydaje sig, ze analiza wymiarowa... wladciwie nie korzysta
z niczego. Zatrzymajmy si¢ jeszcze na ustalonym wymiarze tempe-
ratury, aby zrobié pewng uwage, ktoéra jest wazna dla dalszego
ciggu. Mozna by mianowicie zapytaé, co bySmy otrzymali, gdybySmy
nie skorzystali z fizyki statystycznej i zalozyli, ze wymiar tempera-
tury nie wyraza sie za pomocg wymiaréw [em], [g], [sek], lecz
przyjeli, na przyklad, ze uklad jednostek ma cztery wielkosci: cm,
g, sek, stopien, tak jak to czyniono przed odkryciem, iz tempe-
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ratura jest energig kinetyczng. Kwestie t@ oméwimy pdzniej. Na
razie, przyjmijmy poprzednio sformulowane zalozenie, ze w ukla-
dzie mamy tylko trzy jednostki: cm, g, sek.

Do ustalenia wymiaréw pozostalych wielkosci C,H,U trzeba
takze powolaé sig¢ na fizyke. Wprowadzamy wielkosé wymiarows
zwang ilodcia ciepla i jej jednostke, kalorie. Powolujemy si¢ na pierw-
sza zasade termodynamiki, ze kaloria Jest wielkogcig tego samego
wymiaru co energia, a zatem

[kal] = [em?® g sek™?].

Nie bedziemy si¢ zatrzymywali nad innymi kwestiami. Osta-
tecznie stwierdzamy na podstawie fizyki, ze

[D]=[cm], [C]=[cm~®kalstop~!]=[ecm™],
(23) [V]=[cmsek '], [H]=/[em™ sek™'kalstop~']=[cm ™" sek™']
[T]=[stop]=[em? g sek~2], [U]=[kalsek™']={[om®g sek™"].

Po tych wszystkich zalozeniach, ktére, podkreslamy, nie nalezq
do analizy wymiarowej lecz do fizyki, przystepujemy do stosowania
analizy wymiarowej.

Spodréd pieciu argumentéw D,H,T,C,V funkeji U=d(D,H,
T,C,V) moga byé najwyzej trzy wymiarowo niezalezne, bo zalozy-
lismy, ze uklad ma trzy jednostki. Sprawdzamy, ze np. D,H,T
$3 Wymiarowo niezalezne, poniewaz wyznacznik utworzony z wyklad-
nikéw przy wymiarach tych wielkofci w ukladzie cm, g, sek, jest
réiny od zera. A mianowicie

1 0 0
—1 0 —1|=1#0.
2 1 =2

Wyrazamy wymiary pozostalych dwéch wielkodei V,C za po-
mocg wymiaréw [D], [H], [T] na podstawie wzoru (8)

[V1=[D'H"T’],

gdzie wykladniki d,h,t wyznaczymy w ten sposéb, ze podstawimy
za [D], [H], [T] ich wymiary (23) w ukladzie cm, g, sek. Otrzy-
mamy

[om sek '] = [om? em™ sek ™~ cm® g sek %],
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Poréwnujac wykladniki przy em, g, sek, otrzaymujemy uklad réwnan

d—h+2=1, =0, ~h—2%=-1,
ktorego rozwigzaniem jest d=2, h:l,' {=0. A wiec
(V1=[D*H].
% definicji wymiaru wynika, ze
| v
°H =Ty,

gdzie =, jest wielkodcia bezwymiarows (liczba). ‘

Za pomocy analogicznego rachunku otrzymujemy, ze (.D° = x,,
gdzie m, jest wielkodcia bezwymiarows (liczbg).

‘Na podstawie twierdzenia = mozemy wige napisaé, ze

U= p(m,, ) DEHM T,

gdzie @(m,,m,) jest zwykls funkecjg liczbows argumentéw bezwymia-
rowych m;,m,, a wykladniki rzeczywiste d;,h,,t; nie zaleig od D,
H,T. Wykladniki te wyznaczymy z warunku

[U]=[D"H™T%],

w ten sposob, ze podstawimy za wymiary [D], [H], [T], [U] ich
wyrazenia. w ukladzie jednostek cm, g, sek na podstawie (23).
Otrzymamy-

[om? g sek~*] = [em™ em ™™ sek~™ em?* g sek 2],
Porownujemy wykladniki przy em, g, sek, i rozwigzujae otrzyniany
uklad réwnan, otrzymujemy d,=h,={,=1. A zatem rozwigza-
niem jest

V .

gdzie ¢ jest flinkcjaz liczbowg dwéch argumentéw liczbowych V] DPH
i 0D
Dla celéw, ktére wkrétce wyjadnimy, wprowadimy zamiast
bezwymiarowych argumentéw =, =V /D*H i n,=CD® inne argumenty
bezwymiarowe
VCD

’ 3
nll-:nlnz_—-——_‘, '32201).

H
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W takim razie otrzymamy
(24) U=y,(VCD/H,CD*)DHT,

gdzie y,(ny,m,) jest funkeja liczbowg dwbch argumentow liczbowych
w1, m,. Wzor (24) wyprowadzit Rayleigh [15].

Rozwigzemy teraz to samo zagadnienie, ale przy zmienionych
zalozeniach fizyeznych. Poprzednio, na podstawie fizyki statystycz-
nej, przyjeliSmy, ze wymiar ftemperatury wyraza si¢ w ukladzie
om, g, sek. Teraz odrzucamy to zalozenie i zamiast niego przyjmu-
jemy inne, a mianowicie ze temperatura jest wielkoscig wymiarowo
niezalezng od cm, g, sek. Zakladamy zatem, ze uklad ma nie trzy
lecz cztery jednostki: em, g, sek, stopien. Wszystkie pozostale za-
lozenia zachowujemy. Wtedy zamiast wzoréw (23) otrzymujemy

[D]=[em], [Cl=[ecm™g sek™ stop‘l], [V]=[cm sek™],

;(25) [H]=[cm g sek~2 stop~'], [T']=[stop], [U]=[em~? g sek*].
Teraz sposréd pieciu argumentow D,H,T,C,V funkeji U=
=®(D,H,T,0,V) moga byé najwyzej cztery Wymiarowo nieza-
lezne. W sposob analogiczny jak poprzednio sprawdzamy, Ze na
przyklad D,H,T,C s3 wymiarowo niezalezne. Wobec tego wymiar
[V] wyraza si@ za pomocsy wymiaréw wielkodei D,H,T,C 1 otrzy-
mujemy, ze
DVC/H=m,,

gdzie x| jest wielkodcia bezwymiarows. Na podstawie twierdzenia =
mozemy wigc napisaé, ze

U= y,(m;) DRH™T"C™,

gdzie wykladniki rzeczywiste dy,h,,%,,¢, Wyznaczamy tak samo
jak poprzednio. Otrzymujemy ostatecznie

(26) U=, (DVC/H)DHT,

gdzie 1, jest funkecja liczbowa jednego argumentu liczbowego
DVC/H.

Poréwnajmy dwa otrzymane rozwigzania (24) i (26). Roéznig
sig one tym, ze we wzorze (24) funkcja liczbowa g, zalezy od
dwéch argumentéw liczbowych VDC/H i OD°, a we wzorze (26)
funkeja liczbowa w, zalezy tylko od jednego argumentu licz-
bowego VCD|H. Zadnej z tych funkcji liczbowych metoda ana-
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lizy wymiarowej nie mozna wyznaczyé. Funkeja ¢, zaleina od
dwoch argumentéw liczbowych jest jednak mniej okre§lona
niz funkeja liczbowa p, zalezna tylko od jednego argumentu ;.
Tymczasem do wyprowadzenia wzoru (24) uzyliSmy dokladniej-
szych wiadomosei z fizyki niz do wyprowadzenia wzoru (26), a otrzy- -
mali$my wzér mniej okre§lony. Mianowicie przy wyprowadzeniu
wzoru (24) powolali§my si¢ na fizyke molekularna, a przy wypro-
wadzeniu wzoru (26) nie korzystaliSmy z fizyki molekularne;j.

Ten fakt, na ktéry zwrdcil uwage D. Riabouchinsky [18],
uwazany jest za paradoksalny i stanowil przedmiot dyskusji réznych
autor6w. Na przyklad, Rayleigh pisze, ze ,byloby rzeczywiscie
nonsensem, gdyby dokladniejsza znajomosé natury ciepla, uzyskana
po wprowadzeniu teorii molekularnej, stawiala nas w gorsze polo-
zenie przy rozwigzywaniu konkretnego zagadnienia, niz przedtem”.
Na to inny autor, P. Bridgman [2], o§wiadecza, ze ,ta odpowieds
nie grzeje i nie zighi”, ale sam nie daje wyjaénienia. L.Sjedow
[19] porusza kwestie, jakie wielkosdci sa dla tego zagadnienia fizycz-
nie istotne. :

Sprawa zasluguje wiec na wyjasnienie. Metoda analizy wymia-
rowe] opisalismy to samo zjawisko za pomocg dwéch réznych teo-
rii fizyeznych. Pierwsza teoria fizyczna, z ktérej wynika wzér (24),
jest teorig molekularng i zaklada, ze temperatura ma wymiar energii,
a druga teoria fizyczna, z ktorej WYnik:it. wzor (26), zakltada, ze
temperatura jest wielkodcia wymiarowo niezalezna od cm, g, sek.
Nie ma si¢ wiec czemu dziwié: dwie rézne teorie fizyczne daja
rézne wzory. Pozostaje jeszecze wyjasnié, dlaczego dokiadniejsza
teoria fizyczna daje wzér mniej okreslony.

Zastanéwmy sie przede wszystkim nad tym, co oznacza tu
wyraz j,dokladniejsza teoria”. Teoria molekularna, ,dokladniejsza”,
ktéra prowadzi do wzoru (24) mniej okreslonego, zaklada, ze sto-
pien jest wymiarowo zalezny od wymiarowo niezaleznych wielkodei
cem, g, sek, a mianowicie zaklada, ze

[stopient] = [em? g sek—?*].
A wigé pierwsza teoria, molekularna, zaklada, ze z réwnosci
(0) [em®™ g gek™ stopien™]=1

wynika : _
(D) &+ 204= ;4 0= 03— 2a,=0.
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Druga teoria, niemolekularna, ktéra prowadzi do wzoru (26)
bardziej okredlonego, zaklada, ze stopien, cm, g, sek sg wymiarowo
niezalezne, to znaczy, iz z rownosci (0) wynika

(II) a]_:az: ata;-— 6&4=0.

Widaé stad, ze jedli jest spelniony warunek (II) drugiej teorii,
to jest takze spelmiony warunek (I) pierwszej teorii, ale nie na od-
wrét. A wiec zalozenie (II) drugiej torii jest logicznie mocniejsze niz
zalozenie (I) pierwszej teorii, ktéra uwazamy za dokladniejszg.

Teoria molekularna obejmuje zatem szerszy zakres zjawisk
niz teoria, w ktorej tempera.tura jést wymiarowo niezalezna od
cm, g, sek. W teorii molekula.rne; mozna opisaé¢ takie zjawiska,
ktérych nie mozna opisaé wbeorii ‘0 czterech jednostkach, na przy-
klad mozna zapytaé, jak zalezy tempera.tura, ciala od $redniej energii
kinetycznej jego czastek, a- takle spytanie w teorii o czterech jed-
nostkach nie ma sensu. A zatem Zalozenie, ze temperatura ma ten
sam wymiar, co energia kinetyczna, rozszerza zakres zjawisk, do
ktérego nalezy zjawisko rozpatrywane przez nas w przykladzie 1.
Innymi slowy, teoria molekularna jest dokladniejsza w tym znacze-
niu, ze umieszcza badane zjawisko w szerszej klasie, ale nie w tym
znaczeniu, ze o tym oddzielnym zjawisku daje dokladniejsze in-
formacje. Dlatego we wzorze (24) funkeja v, zalezy od dwoch zmien-
nych liczbowych, a nie od jednej, poniewaz klasa funkeji dwoch
zmiennych jest szersza niz klasa funkeji jednej zmiennej.

O tym, ktéra z tych dwoch teorii opisuje lepiej rzeczywistosé,
nie moze rozstraygnaé formalizm algebraiczny analizy wymiarowej,
lecz dodwiadczenie. Jezeli poréwnamy oba wzory (24) i (26) z wyni-
kami do§wiadozenia, to mozemy stwierdzié, ktéry z nich lepiej
odpowiada rzeczywistofci. Warto jednak zauwazyé, ze wzor (24)
zawierajacy funkecje dwéch zmiennych, a wiec mniej okredlony niz
wzbr (26), okaze sig lepszym. Jezeli mianowicie wzor (26) zawiera-
jacy funkecje tylko jednej zmiennej y,(m;) zostanie potwierdzony
przez doéwiadezenie, to to samo dogwiadczenie potwierdzi réw-
niez wzor (24) zawierajacy funkcje w,(m,n;) dwoéch zmiennych,
poniewaz dof§wiadezenie to wykaze, ze w funkeji wy(m,m,) drugi
argument m, jest staly. Jezeli za§ wzdér (26) zawierajagcy funkcje
jednej zmiennej nie zostanie potwierdzony przez doswiadczenie, to
wzor (24) wladnie dzieki temu, ze zawiera ogdlniejszg funkecje dwdch
zmiennych, moze jeszcze zostaé potwierdzony przez doswiadczenie.
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Widaé¢ wige, ze wzér mmiej okre§lony (24) mozna lepiej dopa-
sowaé do rzeczywistoSei niz wzér (26), ktéry jest wprawdzie bar-
dziej okreflony, ale ,sztywniejszy”.

Przyklad powyiszy pokazuje réwniez, jaka jest rola dogwiad-
czenia 'w zastosowaniach analizy wymiarowej. Wartogei funkeji
liczbowej ¢ wystepujace] w twierdzeniu = mozna i nalezy wyznaczyé
z doswiadczenia. Na przyklad, wspélezynnik liczbowy ¢ we wzorze,
ktory wyprowadziliSmy w zagadnieniu rozwigzanym we Wstepie,
mozna i nalezy wyznaczyé za pomoca do§wiadczenia, jezeli, nota-
bene, wzér ten zostanie potwierdzony przez to do$wiadezenie. Jezeli
zag wzor ten nie bedzie zgodny z wynikami do§wiadezenia, to wynik-
nie stad, Ze schemat zjawiska zostal niewladciwie przyjety. Analiza
wymiarowa jest wiec racjonalng podstaws eksperymentu.

2. 7Z uwag zawartych w poprzednim ustepie widaé, ze zaloze-
nie o tym, ile i jakie s3 jednostki w ukladzie, nie nalezy do analizy
wymiarowej, ale do teorii tego zjawiska, ktére opisujemy za pomoca
analizy wymiarowej. Zalozenie to, na pierwszy rzut oka malo istotne,
jest w gruncie rzeczy zupelie zasadnicze, poniewaZ wyznacza za-
kres zjawisk, ktore przyjeta teoria obejmuje. Im wigcej jest jednostek
w ukladzie, a zatem im wigcej wielkoei uwazamy za wymiarowo
niezalezne, tym wezsza klase zjawisk obejmuje teoria. Przeciwnie,
im mniej jest jednostek w ukladzie, tym teoria jest rozleglejsza.
Analiza wymiarowa stosowana do wezszej teorii daje wyniki bardzie]
okreslone, niz stosowana do szerszej teorii.

Gdybysmy zamiast ukladu zawierajacego trzy jednostki uzyli
ukladu majacego tylko jedng jednostke, wéwezas klasa zjawisk
objeta taks teoria bylaby szersza niz teoria oparta na trzech jednost-
kach. Tak jest na przyklad w teorii wzglednosei, rozpatrujacej
tez takie zjawiska, jak np. zaleino§é masy od predkosei, ktérych
nie uwzglednia sie w fizyce klasycznej. Analiza wymiarowa stosowana,
do teorii wzglednodei databy chyba tylko same trywialne tozsamogei.

Nie wszyscy ') zdajg sobie sprawe z tego, ze analiza wymia-
rowa nie moze rozstraygngé, ile jest ,naprawde” jednostek w przy-
jetej teorii fizycznej. Nalezy to do tej teorii. Zmiana ilodci jed-
nostek jest zawsze zmiang teorii badanych zjawisk.

Wymienione okolicznosei warto wzigé pod uwage w lieznych
i ciggle aktualnych dyskusjach o wladciwym ukladzie jednostek

1) Por. [9].
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w elektrotechnice. Jedni twierdza, ze nalezy przyjaé trzy jednostki,
drudzy — ze cztery, a inni — ze pieé. W polemikach na ten temat
wysuwa sie czesto argumenty malo istotne np. kwestie wygody
rachunkéw lub pisowni wzoréw, a mniej mowi sie o tym, jaki zakres
zjawisk ma objaé elektrotechnika 1), Po ustaleniu tego zakresu
mozna jednoznacznie okreglié, ile ma by¢é jednostek wukladzie. Jezeli
przyjaé za fakt do§wiadczalny, ze zwolennicy ukladu o czterech lub
pieciu jednostkach w elektrotechnice sg przeciwni ukladowi o trzech
jednostkach jedynie dlatego, Ze rachunki sga niewygodne przy trzech
jednostkach, to z tego wynika, Ze WSZyscy elektrotechnicy zamie-
rzaja rozpatrywaé w swojej teorii ten sam zakres zjawisk. A w takim
razie, z punktu widzenia analizy wymiarowej, najkorzystniej jest
wzyé ukladu o mozliwie najwieksze] liczbie jednostek, a wiec np.
pieciu, bo wtedy mozina za Ppomocy analizy wymiarowej uzyskaé
bardziej okre§lone wzory niz w ukladach o mniejszej liczbie jednostek.

Analize wymiarowa mozemy stosowad nie tylko do zagadnien
fizycznych, lecz réwniez innych. Nalezy ustalié zakres teorii tych
zjawisk, wprowadzi¢ odpowiednie jednostki, ustalié interpretacje
przestrzeni wymiarowej na podstawie zalozen teorii tych zjawisk.
Wtedy analiza wymiarowa pozwala za pomocy latwego rachunku
uzyskiwaé wiele wynikéw. W ten sposéb mozna zastosowad analize
wymiarows do takich dziedzin, do ktorych dotad jej nie stosowano,
na przyklad do teorii wyrywkowego badania towarow. Sprawa
ta bedzie przedmiotem os‘ob'nej pracy ).

3. Dla ilustracji analizy wymiarowe] rozpatrzymy jeszeze inne
przyklady jej zastosowan ™).

Przyktad 2. Belka o diugosei L, przekroju poprzecznym 8
i module sprezystosci H, jest obciazona w §rodku sils P. Jak zalezy
stosunek F [P strzatki ugiecia F belki od wielkoei L,S,E?

Mamy wyznaczyé ksztalt funkeji F[P= (L, E,8).

Obierzmy pewien uklad jednostek, na przyklad ,techniczny”:
kG, m, sek. Z definicji wielkosei F,L,8,E,P, na podstawie wytrzy-
malogei materialéw, obliczamy wymiary:

[F[P]=[mkG™], [L]=[m], [81=[m*), [E]=[kGm™]

11) Por. [4].
1) Por. [7].
13) Por. [6].
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Latwo sprawdzié, ze tylko dwie wielkodei spodr6d L,S,F sg
wymiarowo niezalezne. Wybierzmy z nich na przyklad L i E. Wtedy
wymiary pozostatych wielkofei wyrazaja sie za pomocg wymiaréw
L i E w nastepujacy sposob

[81=[L*], [F/P1=[E"'L™")
Wprowadzamy wielkos¢é bezwymiarows
m=S8|L*
i stosujac twierdzenie = otrzymujemy
F o(S/I)LE,

gdzie ¢ jest funkeja hczbowa argumentu bezwymiarowego S/L%.

Tyle daje nam analiza wymiarowa. Teraz mozemy przyjaé
niektére zalozenia dalsze, oparte na doswiadczeniu lub na ogélnej
znajomosei innej teorii rozpatrywanego zjawiska. Na przyklad,
zal6zmy, ze funkeja liczbowa ¢(x,) daje sie rozwinaé w szereg pot@g
ujemnych i dodatnich argumentu sm,=8/L*:

8 Nis S b o Iy

((PF)Z: +a-2L+ _le-l-ao—I-aqu--l—az +

gdzie ...a_y,0_;,09,0;,05,... 8 liczbami. Zalézmy nastepnie, co jest
infuicyjnie zrozumiale, ze dla L=0 jest F=0. Wtedy muszg byé
wszystkie wspélezynniki ...a_,,a_;,a9 przy niedodatnich potegach
zmiennej S/L? réwne zeru. Ograniczmy sig do pierwszych dwoéch
wyrazéw pozostalego szeregu. Otrzymamy, oznaczajac przez a,f

state liczbowe,
P’ 8
F= ’“ﬁ:g“( +F f)

Wzbér powyzszy znany jest w nauce o wytrzymatodei materia-
16w, w ktérej wyprowadza si¢ go za pomocg réwnan rézniczkowych.
‘Dla réznych ksztaltéw przekroju poprzecznego belki oblicza sig
w wytrzymatodei materialéw stale liczbowe a,f. Metoda, ktérg
wyprowadzili§my tutaj wzér powyzszy, rézni si¢ jednak od metody,
ktérg stosuje sie w wytrzymalosei materialow, jeszcze pod innymi
wzgledami. '
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W wytrzymalodei materiatéw przyjmuje sie niektére dosé upro-
szezone hipotezy o samym zjawisku. Na przyklad, przyjmuje si¢ tzw.
hipoteze¢ Bernoulliego, zakladajaca, ze przy zginaniu belki jej prze-
kroje plaskie pozostaja plaskimi. Hipoteza ta nie jest zgodna ani
z rzeczywistoéeia ani nawet z teoria sprezystosci. Z hipotezy Bernou-
lliego wynika, ze naprezen scinajacych w belce nie ma. Stad otrzy-
mujé si¢ w wytrzymatosci materialéw wniosek, ze f=0. W doklad-
niejszych obliczeniach jednak rozpatruje si¢ w wytrzymalosci ma-
terialéw w pierwszym przyblizeniu wplyw naprezen scinajacych
i wtedy, drogg osobnych rozumowan i dodatkowych zalozen, uzyskuje
sie. wyraz, ktory jest wiadnie postaci B8 |L*. Te dodatkowe zatozenia
polegaja w zasadzie na tym, ze przyjmuje si¢ pewien, bardzo uprosz-
czony, rozklad naprezen w przekroju zginanej belki i dzigki temu
moima obliczyé wartosé liczbows wspélezynnika . Na wspdlezyn-
niki ¢ i B wplywaja W teorii wytrzymalosei materialéw w istotny
sposéb zalozenia o tym, jaki jest schemat podpoér, na ktérych belka
spoczywa. Zalozenia te s3 najezeseie] niesprawdzalne. Z tego powodu
wartodei wspolezynnikéw liczbowych, ktére sa podane W wytrzyma-
lofoi materialéw, zaleca sie W tejze samej nauce korygowaé na pod-
stawie pomiaréw. Wydaje si¢ co najmniej tak samo praktyczne
wyznaczyé te wspolezynniki od razu na podstawie do§wiadczenia.

7 tego przykladu widaé jeszoze raz, jak wzory otrzymane za
pomocg analizy wymiarowej mozna i powinno sie uzupemiaé bez-
pofrednim dofwiadczeniem. Po tym uzupehieniu wzory te beda
ynajlepsze” w tym sensie, ze beda najlepiej odpowiadaly rzeczy-
wistosci. ' :

4. Rozpatrzmy teraz przyklad, w ktérym warunek (22) gra
istotng role. v

Przyklad 3. Jak zalezy okres T wahan wahadla od dlugoédi
L i masy M wahadia?

Aby wyznaczyé ksatalt funkeji
T= &(L,M),

przyjmijmy uklad jednosteki cm, g, sek. Z definicyj fizycznych mamy
wymiary

[7]=[cm® g®sek!], [L]=[cm’g®sek’], [M]=[om’g' sek’].
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Wielkosdei L, M s3 wymiarowo niezalezne, wiec na podstawie
twierdzenia = ma byé

T=oLh M",

gdzie ¢ jest liczbg, a wykladniki rzeczywiste f,,f, mamy wyznaczyé
7z warunku ~
[T]=[L M)

Podstawiajge wymiary wielkodei 7,L,M w ukladzie cm, g, sek
ofrzymujemy

[om® g° sek!] = [em!”r g% gek®/1 em®%2 gtz gek® ),

Poréwnujemy wykladniki przy wymiarach em, g, sek i otrzymujemy
uklad réwnan, ktéry jest szezegélnym praypadkiem ukladu (22):

1'f2+0'f220_7 O'f1+1'f2207 0'f1+0'.f2=1-

Uklad ten nie ma w ogdle rozwigzan fi,f,. Z twierdzenia sfor-
mulowanego w ust. 11 rozdzialu II, wynika, ze T nie moze byé
wartoscia funkeji @(L,M).

7 podanego przykladu widaé, jak sama analiza wymiarowa
moze czasem podpowiedzieé, ze schemat fizyczny zjawiska zostal
niewladciwie przyjety. Aby T moglo byé wartogeia funkeji o argu-
mentach L,M, nalezy przyja¢ jeszcze inne argumenty tej funkeji.
Mozna, na przyklad na podstawie obserwacji dokonywanych w réz-
nych miejscach kuli ziemskiej, przyjaé, ze okres T zalezy jeszeze.
od przyépieszenia ziemskiego @. Wtedy warunek (22) jest juz spel-
niony. Prosty rachunek daje

L
v/

gdzie ¢ jest liczbg; liczby tej za pomocg analizy wymiarowej nie
mozna wyznaczy¢. Mozemy przyja¢ inne zalozenia fizyczne o tym
samym zjawisku i, rzecz jasna, otrzymamy inne wzory. Weryfi-
kacja tych wzoréw, a tym samym zatozen fizycznych, nie nalezy
do analizy wymiarowej, lecz do dos’xwmdczema.

5. Analiza wymiarowa pozwala nie tylko uzyskiwaé prosto
i ogdlnie rozwigzania zagadnien z takich dziedzin, dla ktérych ist-
nieje kompletna teoria matematyczna, lecz réwniez  daje istotne.
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wyniki w opisie zjawisk, dla ktérych nie ma jeszcze dostatecznie
rozwinigte] teorii. Tak jest na prayklad w zagadnieniach doty-
czgcych ruchéw turbulencyjnych cieczy. Teoria tych zjawisk
nie pozwala na razie sformulowaé, a tym bardziej rozwigzad,
wielu zagadnien o ruchu turbulencyjnym. Za pomocy analizy
wymiarowej mozna jednak uzyskaé przez prosty rachunek wazne
wyniki. Dla ilustracji rozpatrzmy nastepujgcy prayklad:

Przyklad 4. Niech 4V oznacza zmiang predkosei cieczy na ma-
tym odcinku AL. Gestosé cieczy niech wynosi D, szybko$é dyssypacji
energii na jednostke objetodei (wskutek lepkosei cieczy) niech wy-
nosi H. Jak zalezy AV od AL,D,E?

Aby wyznaczyé ksztalt funkeji AV =&(AL,D,E), obieramy
uklad jednostek cm, g, sek. Z definicji flzyczneJ wielkosei A4V,
AL,D,E wynikajs ich wymiary:

[4V]=[emsek™"], [AL]=[cm], [D]=[em~*g], [B]=[em *gsek~*].

Liatwo sprawdzié, ze AL,D,E sa wymiarowo niezalezne. Stosujac,
jak poprzednio, twierdzenie = otrzymujemy

EAL\Y?
AV qa( D ) ,
gdzie ¢ jest statym wspélezynnikiem liczbowym.

Wzor powyzszy uzyskali A. Kolmogorow i A.Obuchow
[12] poslugujac sie analizg wymiarows.

6. Analiza wymiarowsg mozna réwniez postlugiwaé sie przy
rozwigzywaniu niektéryech réwnan rézniczkowych. Dla przykladu
rozpatrzmy rownanie rozniezkowe nieliniowe o pochodnych czgst-
kowych. : :

Przyklad 5. Niech b@dme dane réwnanie rozniczkowe

_ FF OF\ oF
(27) P Sxev K{(Xb}) _(Yay)}

F jest funkcja niewiadoms, X,Y s zmiennymi, a K jest paramet-
rem. Wyznaczymy rozwigzania szezegélne réwnania (27).

Uwazajmy zmienne F,X,Y,K za wielko§ci wymiarowe. Za
uklad jednostek obieramy, na przykla.d X,Y. Wobec tego K Wy-
raza sig za pomocy X, Y. Z réwnania (27) Wymka ze

E=KY/X

Zastosowania Matematyki I. 3
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jest wielkodcia bezwymiarows (liczba). Na podstawie twierdzenia
mozemy napisaé

F(X,Y,K)=¢(&)X*Y"

a,b sa liczbami rzeczywistymi, a funkeja liczbowa ¢(£) spehia
réwnanie roézniczkowe, ktore otrzymamy po podstawieniu wyra-
zenia na F do réwnania (27):

d52 —{2(a+b)&2+ (a—b— 15} + {(a*—b%)E—ab)p=0.
Jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne, drugiego rzedu, liniowe.
Jego catka ogdlna zalezy od czterech parametréow: a,b i dwoch sta-
lych calkowania. Réwnanie to mozna rozwigzywaé znanymi spo-
sobami. Oftrzymamy wtedy rozwigzania szczegélne réwnania (27).
Przyjmijmy, na przyklad, e=5b=0, wtedy otrzymamy po scail-

kowaniu .
EY/X

F=a [ e*ag,
50
gdzie o i & s3 dowolnymi stalymi calkowania. Przyklady stoso-
wania wymienionej metody do réwnan hydromechaniki podaje
L. Sjedow w swej ksiazce [19].

Podany przyklad wskazuje, Ze analiza wymiarowa nie potrze-
buje do swojego uzasadnienia réwnan rézniczkowych, lecz, przeciw-
nie, mozna jg z powodzeniem stosowaé do rozwigzywania mektérych
réwnan rézniczkowych.

7. Na zakoriczenie wspomnimy jeszecze o zwigzku analizy wy-
miarowej z teoriq modelowania.

W interpretacji fizycznej analizy wymiarowej opisujemy ba-
dane zjawisko za pomoca pewnej funkeji F=®(A4,,...,4,,; Py,...,Py),
gdzie 4,,...,4,, 85 wielkogciami wymiarowo niezaleznymi, a P,,...,P,
wyrazaja sie przez A.,...,A, wzorami

(21)  Py=m AP AT, ...,  Py=m Al dmm

Modelowanie zjawiska opisanego za pomocs funkeji @ polega
ogblnie moéwige na tym, ze wartosei 4,,...,4,,P;,..., P, mnozymy
odpowiednio przez pewne liezby A4y,...,4,,01,...,14,, 10 ZzZnaczy
podstawiamy
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A1=)*1Ai1 '1 Amzi‘mA;m

(28) , -,
Pi=mP, ..., Py=pP,

Liczby . 2y,...,4p,p1,..., 4, Nazywamy skalami modelu. Oznaczmy

' ‘ F'=®(4;,...,4,,; P,...,P,).
Pytamy, jaka jest skala F/[F’.

Warunek jednorodnosci wymiarowej gwarantuje nam, ze skala
F|F’ jest liczbg. Twierdzenie n naklada na te skale pewne warunki.
Jest mig.nowicie na podstawie twierdzenia w
(22) F=o(m,...,m)AL...Aln,  F'=o(ai,...,m) ATt A"

m )

gdzie p
' -1 ru T'ml r_ —1471, ”,
M= LA, = A A,

Wobec tego

£=¢(n1""fi) h | ‘
F ‘P(“;””;)

Tak postawione i rozwigzane zagadnienie modelowania jest jed-
nak dla praktyki zbyt ogélne i malo przydatne. Aby bowiem z niego
skorzystaé, musimy znaé wartodci funkeji liczbowej ¢(w,...,n,),
ktorej za pomocgy analizy wymiarowej wiasnie nie mozemy wyznaczyé.
Z tego powodu nakladamy na skale 4,,...,4,,4,,...,4, dodatkowe
warunki, a mianowicie zgdamy, zeby -

) !
(29) ' ﬂ]_::ﬂ;’ sy ﬂqzﬂqo

Wtedy na m--¢ skal 4,,...,4,,4,,...,4, nakladamy ¢ warunkéw,
a zatem mozemy dowolnie wybraé tylke m skal, to znaczy tyle,
ile jest wielkodei 4,,...,4,, wymiarowo niezaleznych.’ Przy tych
zalozeniach otrzymujemy ' o c

. F - f1 . '™

(30) L 7= YO Ll
Wielkosei bezwymiarowe z,,...,7, nazywajs sie zwykle nie-
#miennikami podobienstwa. Dwa zjawiska opisane za pomocs tej
samej funkeji ‘@ nazywamy podobnymi, jezeli ich niezmienniki
podobienistwa s3 réowne. Warunki (29) nazywaja sie krytemami

podobienistwa. - \

3%
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Przykilad 6. Zakladamy, ze moc N silnika zalezy od dlu-
go§ei L,,L,,..., od mas M;, M,,... wszystkich jego czedci, od sit
R,,R,... dzialajacych na jego czesci, od predkosei Cy,C,,... jego
czesci i od cifnien P,,P,,... W jego cylindrach. Napiszemy to sym-
bolicznie , . -

N=¢(L,M,R,C,P).

Niech skale wszystkich dlugosci beda A, skale wszystkich mas
1 i skale wszystkich sil o. Pytamy, jaka jest skala » mocy N silnikéw
podobnych.

Obieramy uklad jednostek cm, g, sek Z defmlcp fizycznych
mamy wymiary

[N]:[Gm2 g Sek—a]a [L]:[Om]’ [M]S[gL [R]Z[Gm g Sek__2]7
[C]=[cm sek™'], [P]=[cm™gsek™].

Sprawdzamy, ze wielko§ei L, M,R sa wymiarowo niezalezne.
Obliczamy niezmienniki podobienstwa:

m=PI}R, m,—CM"|LR)".

Na podstawie twierdzenia m otrzymujemy, po wykonaniu odpo-
wiednich obliczen,

N =g(m,,m,) L2 MR,
7 wzoru (30) ofrzymujemy zatem

y o A2y~ WEgYE

Skale A,u,0 sa w zasadszie zupelnie dowolne. Mozemy wiece
dobieraé nie tylko wymiary liniowe modelu, lecz réwniez material,
z ktbérego ma byé model sporzadzony (dobierajac mianowicie skale u),
a takze obcigzenie modelu (dobierajac skale p). Jezeli zadamy
dodatkowo, zeby material modelu i oryginalu byly jednakowe,
to zakladamy tym samym, ze masy zmieniamy w tej samej skali
co objetosei, a wiee

p=A.

Jezeli z'a;dainy jeszcze, zeby obciazenia modelu zmienily sig w tej
samej skali co objetosei, to '

0o=A%.
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Wtedy "
y=A""

Warto zauwazyé, ze wtedy na podstawie kryteridw podobieri-
stwa (29) musi byé skala = ci$niern téwna 1; naklada to pewne ogra-
niczenia na procesy termiczne w modelu. Skala p predkosci musi byé
wtedy réwna A2,

Na przyklad, model s11n1ka. 4 razy mniejszego, A=1/4, od ory-
ginalu ma moc 128 razy mniejsza od mocy oryginatu, jezeli, nola-
bene, wszystkie przyjete zalozenia sa spelnione. Ci$nienie w cylin-
drach modeln musi byé 4 razy mniejsze od ci$niet w oryginale,
ale predkosci w modelu maja byé tylko 2 razy mniejsze od odpo-
wiednich predkosdci w oryginale.

Jak widaé z powyiszego przykladu, kryteria podobieristwa
nakladaja na modele pewne ograniczenia. Moze sie zdarzyé, ze nie
dadzg .si¢ zrealizowaé¢ wszystkie kryteria podobienstwa. Wtedy
modelowanie jest niemozliwe. Niekiedy w praktyce rezygnuje sig
$wiadomie z niektorych kryteriéw podobienstwa i ofrzymuje sie,
rzecz jasna, wyniki, ktére sg waine z odpowiednimi zastrzezeniami.
Kwestia, ktore z kryteriow. podobienstwa mozna odrzucié, zalezy
od klagsy zjawisk i od sposobu ich opisania. Kwestii tej nie bede
tutaj omawial, powinna ona stanowié przedmiot osobnej pracy.
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C. LPOBOT (Bponaas)
OB AHAJUBE PABMEPHOCTH
PE3BIME

B ¢Qusukre, TeXHMKe M €CTECTBOSHAHMM YHOTpeGasercs 4YacTo aHAINB
pasMepHOCTH, HASHBAEGMHN Tawke MeTofoM momoOus. Hecmorps Ha ero MHO-
TOUNCJHEHHEE TPHIOMEHUSA, ARAIN3 pPAa3MEePHOCTM He HMeeT [A0CTATOYHO Ha-
Jle?KHOTO M MPOCTOr0 MaTeMaTHueckoro ofocHoBamusa. B Hacroame# paGore
HpeJICTABIeHA MATeMaTHYeCKad TeOPHA AHAIMBA PAZMePHOCTH U o6mue HMpUE-
QUOB €r0 IPHMEeHeHNA.

Pasmeprure Bemuumunl A,B,0,... CUATAIOTCH JIEMEHTAMH HEHOTOPOro
AEHEeHHOro mpocrpaHerBa II. AKCHMOMEL 5TOro IPOCTPaHCTBA, XaHHEe HopMmy-
aamu (1)-(7), ornmdawmrca OT OOHYHHIX TeM, UTO BMECTO CYMMH BHICTYHaer
B HUX nmpousBeieHre A B peanunn A u B a BMeCTO yMHOKEHU A HA YHCJIO — CTENEHDb
A® ¢ pmelicTBUTENBHHM NoKasaremeM &. [lomomurennHBEe 4ucaa a,f,y,... (Ges-
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pasMepHHE BeJMYWHB) ABIAIOTCA TaKMKe BIEMEHTAMHI IIPOCTPAHCTBA II. Be-

anuuEH A,,...,4,, HABHBAKTCA pasMepHO HE3aBUCHMBIMHA, €CIM M3 PABEHCTBA ’
am _
DA =a
cIeyer a,=...=@;,=0(u a=1). Cuuraercd, YTO CyNIECTBYeT % DPABMEPHO He-

‘3aBUCHMLIX BEJHMYMH, a4 He cynlecrByer n+-1l. O6ruapM 0o0pasoM BBOIMTCA
6asza — cucreMa efMHHL. OmnpejgeidercA 3aTeM B3AUMHO-07[HO3HAYHOE Ipeo-
6pasosanne @ BeauunH n3 I yROBIeTBOPHIOIHME YCIOBHAM:

Q(AB) = @A- OB, OA%=(04)*, Oa=a.

PaccmarpuBawTess YHRIUM cD'(Zl,...,Zm), onpepelieHHEE [JIA BeIRYUH
Ziye.sZpy u3 II u upunumawmue sHavedua B I7. Oyarnusa P Ha3HIBAETCA Pas-
MepHO-HHBAPHAHTHOHN, ecny guA ao6oro @ cmpaseIuBO TOXAecTBO (14). @yHK-
nus ¢ HA3HBAETCA PAa3MEPHO-OJHOPONHOHN, ecaum AuA NOOHX GespasMepHEX
tiy.--,ls CyumecTByeT Taxoe OespasmepHoOe (, YTO YAOBJIETBOPAET TOMNECTBY
(20). [MoxasuBaeTcA OCHOBHAA mw-TeOpeMa aHanusa pPasMepHOCTH: Ecnn

‘B (22) Ays..n 4y pasMepHO He3aBHCHMH, a Pi,...,Pq BHpaKaoTCA dopmy-
amamz (21), TO BCcAKAag pasMEePHO-UHBAPDMAHTHAA H ORHOPOJHAA ¢oyarnua P
umeer Bup (22), roe @(n,,...,7;) GespasmepHad QyHKuns 6e3pasMepPHHIX Mepe-
MEHHEIX 7Ty,...,%,, & KeHCTBUTETbHbE HOKA3ATENH CTEINEHN fis--erfm HE BaBUCAT
an or A,,....,4,, HH OT 7@;,...,7%g. YCIOBUA Pa3MePHON HHBAPUAHTHOCTH H Of-

HOPOJHOCTH CYIECTBEHHH M Ge3 Kaxoro nu6o ua HAX — TeOpeMa HeBEpHA. Omnpe-
neasiercA pasMmepHocth [A] BeamuumHE A # BBONSATCA AJIA BENMYMH OLHOM
PasMepHOCTU BCE M3BECTHHIE A  JAefiCTBHTENLHEIX YHCET neticrBuA.

Ofmue NPUHOANH TpPHMeHEeHMA aHAAM3a Pa3MEPHOCTH HILIIOCTPUDY-
OTCA PasHEMH TpuMepamu. [leTanrbHO M3y4eH HIBECTHHIM KAK NAPAMOKCATD-
HEHl TIpHMep TEINIOOTHAYM Teaa B IOTOKe MMHKOCTH U DasbACHEHH Hemopasy-
'MEHHSA, CBABAHHHE C OTUM BOINPOCOM. DBHACHEHH: POIb (UBEYECKMX TUIOTE3,
PONL BKCIEPHMEHTA M BONPOC O YMCie eAWHUI B cmcreMe. PaccMoTpeHb mpu-
MepH M3 CONPOTHBIEHUA MAaTepUajioB, TypOYIeHTHOrO JBUKEHUSA, MEXAHWKH.
B cunepywomeit paGore 6yAeT TMOKa3aHO HOBOe NPUMEHeHWe AaHANKM3A PasMep-
HOCTH B Teopuu BHOGOpouHoro mcmuraHua. I[loxasaHs, TOKe HA npumMepe, He-
AOCTATOYHO €Ile M3y4YeHHHE BO3MOMKHOCTHM NPUMEHEHMHA AHAAN3A PasMepHOCTH
K HeamHefdHBM xu@PepeHUUAIBEHM YDPaBHEHUAM C YACTHHIMH IIPOMBBOAHBIMHU.
B komne (QopMyampyercR TouHO ofmuil DpHHANMO TOXOGHA, OCHOBA OIEITOB
_HA MOJeNAX.

S. DROBOT (Wroclaw)
ON DIMENSIONAL ANALYSIS
SUMMARY

Dimensional Analysis, called also the Principle of Similitude, is a com-
puting method used in practical problems of physics, technics and natural
sciences. In spite of its numerous applications, Dimensional Analysis lacks
a simple and complete mathematical foundation. Our paper gives the mathe-
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matical theory and general principles of the apphcatlons of Dimensional
Analysis,

Dimensional quantities 4,B,C,... are considered as elements of a linear
space IT. The axioms of this space are expressed by formulas (1)-(7), diffe-
rent from the usual ones in the following respects: instead of the sum, the pro-
duct AB of quantities, and instead of the multiplication, the power A®, with
real exponent a, are introduced. Positive numbers a,f,y,... (dimensionless
quantities) also belong to the space II. The quantities A,,...,Am will be called
dimensionally independent when the equality

Aal...Aa"‘za

implies a@,=...=a,—=0 (and a=1). We assume the existence in IT of n quan-
tities dimensionally independent, but not of n-41 sueh quantities. Then, as
usual, a basis, called a system of units, is defined. A one-to-one transfor-
mation © of quantities will be called a dimensional transformation when

@ (AB) = (@A) (6B), G(A%) = (O A)?, Ga = a.

Further we consider functions &(Z,,...,Z;) with Z,,...,Zs; and the value of
@ belonging to II. Such a function will be called dimensionally invariant if
the 1dent1ty (14) holds for any @. It will be called dimensionally homogeneous
if, given any system Z,,...,¢; of dimensionless quantities, there exists a dimen-
sionless { such that the identity (20) holds.

The following basic n-Theorem of Dimensional Analysis is established:

If in (22) the quantities A,,...,4,, are dimensionally independent and
the quantities P,,...,P, are expressed by formulas (21), then any dimensio-
nally invariant and homogeneous function & takes the form (22), where ¢(x,,-..
.+, 7g) is a dimensionless function of dimensionless variables x,,. -» g and the
real exponents fi,...,fn depend neither on 4,,...,4,, nor on a,,...,n.

The r:-Theorem fails when any of the two agsumptions on @, either
its dimensional invariance or its homogenity, is omitted.

Further, the notion of the dimension [A] of the quantity A is 1ntrodu-
ced. It is possible to define, so to say, inside the same dimension all operatlons
known for real numbers.

General principles of the application of Dimensional Analysis are illustra-
ted by some examples. The example, known as paradoxical, of the exchange
of heat in a liquid is considered in detail and the ambiguities removed. The
respective parts played by physical hypotheses and by experience are explained
and the question of the number of units is examined. Some applications of
Dimensional Analysis to problems of strength of materials, of turbulence,
and of general mechanics are explained. Applications to problems of sampling
inspection of merchandise will be given in a separate paper. Differential equa-
tions also present an interesting, but not yet completely explored, field of appli-
cations of Dimensional Analysis: an example of an application to a non-linear
partial equation is included in our paper. Finally, the general Prineciple of Si-
militude as a foundation of the model testing is formulated.



