J. ODERFELD (Warszawa)

ROZKLEAD ILOCZYNU POTEG WYMIERNYCH
ZMIENNYCH LOSOWYCH NIEZALEZNYCH

1. Wstep

W wielu zastosowaniach statystyki matematycznej do techniki
i nauk przyrodniczych mamy do czynienia z jednomianami, do
ktérych wchodzg niezalezne zmienne losowe, to jest ze zZmiennymi
losowymi Z typu

(1) Z=XY'U"...,

gdzie X,Y,U »s3 zmiennymi losowymi o znanych rozkladach,
a a,8,y,... sa stalymi liczbami wymiernymi. |
’ Zachodzi to na przyklad przy obliczaniu pél i objetosci, w obli-
czeniach wytrzymatosei konstrukeji, w chemicznej analizie jakogcio-
wej, w statystycznej kontroli jakosei. :
Jesli kazda z liczb a,8,y,... jest réwna 1 lub —1, to mamy
do czynienia z iloczynami i ilorazami, na prayklad

XY...

2) f i=vw.

Teoretyczne metody wyznaczania rozkladu iloczynéw i ilorazéw
83 proste. Zawsze bowiem mozna napisaé wielokrotna catke
i podaé obszar calkowania. Nie jest to jednak zalatwieniem
sprawy z punktu widzenia praktyka, ktéremu jest potrzebny roz-
klad Z w postaci analitycznej Iub tablicowej. Efektywne roz-
wigzania. analityczne sa znane w niewielu tylko przypadkach,
glownie ze wzgledu na powazne trudnofei rachunkowe. W tej
- sytuacji praktyk radzi sobie pélfrodkami, ktére czasem wystar-
czaj3, a ozasem nie, o czym praktyk przewaznie nie wie. Do
takich polsrodkéw nalezy na przyklad znana metoda rézniczki zu-
peinej, bardzo rozpowszechniona w technice. Jak wiadomo, stoso-
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walnoéé tej metody ogranicza sie do waskiego przedzialu zmien-
noéci zmiennych losowyech w okolicy wartosei $redniej. Nie trudno
zresztg podaé przyklad, kiedy ta metoda zupeinie zawodzi, Dlatego
wydalo sie rzeczg celows naszkicowaé bardzo prosty sposéb nume-
ryezny, przy ktorego uzyciu mozna z dowolng dokladnoscig wyzna-
czyé rozklad Z dla zupehie dowolnych rozkladéw X,7Y,...

Sposdb ten opiera sie na dobrze znanej, prymitywnej metodzie
numerycznego calkowania. Nowogé — jak sig zdaje — stanowi uzy-
cie tu tak zwanych eiggéw Renarda zaproponowanych przez K. Re-
narda w 1897 r. Korzyéé polega na tym, ze w obliczeniu powta-
rzaja sie stale te same uprzywilejowane liczby, co bardzo watwia
rachunek.

2. Ciagi Renarda

Opis postqpoWania. poprzedzimy krotkim przypomnieniem nie-
ktérych whasnoei ciggéw Renarda. Wyrazy a; ciagu Renarda maja
ogllng postaé

(3) , @, =100+,

gdzie:

wskaénik bietqey i przebiega zbiér wazystkich liezb catkowi-
tych ..., —2, —1, 0, 1, 2, ...;

wykladnik) n ma postaé 5-2% gdzie k jest liczba naturalny
Iub zerem,

skok s jest liczbg calkowitg, rézng od zera;

rz2qd r jest liczbg naturalng lub zerem.

W niniejszym opracowaniu bedziemy uzywali dwéch szczegol-
nych postaci ciggéw Renarda.

" (iag o wyrazach (3) w ktérych s=1, r=0, a wiec ciag o wy-
razach #;=10"", nazywamy normalnym ciqgiem Renarda i oznacza-
my ‘Ra. |

Ciag o wyrazach (3) w ktorych s#1, r=0, a wige ciag 0 wy-
razach 2;=10"" nazywamy pochodnym ciqgiem Renarda i oznacza-
my Rnfs. '

Kazdy eciag Kn/s jest podciggiem ciggn ‘Kn. Oczywidcie
Rn[1=Rn.

1) Nazwy wykladnik, skok i rzqd przyjeto zgodnie z terminologia ciagéw
Renarda ustalona w polskim pismiennictwie technicznym.
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Wprowadzmy funkeje L,(#;) okre§long w nastepujacy sposéb:
Jesli x; jest wyrazem pochodnego ciggu Renarda “Rn/s, to

(4) Ln(mi) = 8.
' Dla wyrazéw x; normalnego ciggu Renarda s=1 i mamy
wtedy L,(»;)=¢. Latwo zauwazyé, ze
7 Lyy(#;) = 0 1g14%;.
Elementarny rachunek wskazu]e nastgpu]aece wlasnosei ciagéw
Renarda:

Jedli 4,,4,,...,4;, 83 wyrazami ciagu ‘}Qn, D P1yPayerey Dy 83
lieczbami calkowitymi, to jednomian ‘

(5) AT gPa gw
jeSt wyrazem ciaggu ‘Kn. Zachodzi zaleino$é 7
LAV AT ... AY) = p L Ay) + poL(Ay) + ...+ piLa(4)).

W szezegolnodei odwrotnodei, iloczyny i ilorazy wyrazéw ciggu
Wn sa wyrazami ciggu Rn.

Jesli A jest wyrazem ciagu %n/s a p jest liczbag ca,}kovvltae,
to AP jest wyrazem ciggu ‘Rn/p, a wiec réwniez wyrazem eciggu
Rn. Zachodzi zaleznosé ' " " -

L,(47 =" 1,(4)

Jesli A, jest wyrazem ciggu ‘Rnfs;, za§ A, wyrazem ciggu

‘Rnfsy, ..., A; wyrazem ciaggu Rnfs;, a py,py...,p, 83 liczbami cal-
kowitymi, to jednomian
6) . Afl/ﬂAgz/w'“Agh/Si

jest wyrazem ciggu Rn/d, gdzie d jest najwiekszym wspélnym
dzielnikiem p,,p,,...,p;, a wige ‘jednomian (6) jest wyrazem ciggu
Rn. Zachodzi zaleznosé '

LAveare gy =Py B4 4 +”5L< 4).

$ 8y

Uzyskane wiadomosci o ciggach Renarda zastosujemy do ba-
dania rozkladéw jednomianewyeh funkeji zmiennych losowych
o znanych rozkladach.
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przyjmuja dowolne wartosei

z ciggw Rn, & a, B, y,... 83 liczbami catkowitymi, to zmienna lo-
sowa (1) przyjmuje wartosci z eiggu “Rn.

Tablica 1

x Lx) x L(x) x L(x) @ L {x)
1,0000 0 19953 24 3.9811 48 6.3096 64
1,0202 1 2,0535 25 40073 49 6,4938 65
1,0592 2 2,1135 26 42170 50 6,6834 66
1,902 3 21752 | 27 || 43401 51 6,8786 67
1,1220 - 4 2,2387 28 4,4668 52 7,0795 68
1,1548 5 23041 29 4,5973 53 7,2862 69
1,1885 6 23714 30 4,7316 54 7,4990 70
- 1,2232 7 2 4406 31 4,8607 55 77180 71
1,2589 8 25119 32 5,0119 56 7.9433 72
1,2957- 9 2,5852 33 5,1582 57 8,1752 73
11335 | 10 2,6608 34 5,3089 58 8,4140 74
1,3725 11 27384 | 35 5,4639 59 8,6596 5
14125 12 28182 | 36 5,6234 60 || 89125 76
1,4538 13 29007 | 37 5,7876 61 9,1728 77
1,4962 14 20854 38 | 59566 62 9,4406 78
1.5389 15 3,0726 30 | 6,1306 63 97163 | 79
1,5849 16 3,1623 0 [ :
1,6312 17 3,2546 41 ® L (x)
16788 | 18 X YUY B IO R — I
1,7278 19 34475 | 43 || 04 001 do 0,1 || od —160 do —80
1,7783 20 35481 44 || 0d 01 do 1 od —80 do 0
1,8302 21 3,6518 45 || od 1 do 10 ol 0 do 80
1,8837 22 3,7584 46 || 0d 10 do 100 | od 80 do 160
1,9387 23 38681 47 1| 0d 100 do 1000 || od 160 do 240

Jesli zmienne losowe X,Y,Z, ...
wartodei z ciagu Rn, a a, B, p,...

przyjmuja stosownte wybrane
sa liezbami wymiernymi, to

zmienna losowa (1) przyjmuje wartosci z ciggu Kn.
W zastosowaniach technicznych zwykle przyjmuje sip n=
= 5,10, 20,40, 80. Odpowiadaja temu ciagi ‘¥5, R10, ‘K20, ‘K40, ‘K80,
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Wyrazy tych ciagéw zaokraglone wedlug pewnych zasad nazywamy
liczbami normalnymi. Ciggi liezb normalnych s3 podane w Polskie]j
Normie PN /N - 02100.

W zastosowaniach numerycznych niniejszej pracy przyjmujemy,
ze zawsze n==80, wobec czego mozemy pisa¢ krétko L ( ) zamiast
Lgo ().

Wyrazy @ ciagu ‘¥80 zaokraglone do ezwartego znaku spisa-
no, wedlug zacytowanej normy, w tablicy 1 dodajac wartodei L(x).

Nalezy zauwazy¢, ze nasze definicje nieco odbiegaja od przy-
jotych w Polskiej Normie.

3. Zastosowanie ciggow Renarda

3.1. Uwagi ogélne, Uwazamy za znane dystrybuanty F,,F,,...
zmiennych losowych X,Y,... i szukamy dystrybuanty F zmiennej
losowej Z, okreslonej przez wyrazenie (1).

Zakladamy, ze X,Y,... przybieraja tylko dodatnie wartosei.
' To zwezajace zalozenie jest dopuszezalne we wszystkich zastosowa-
niach wymienionych we wstepie, ze wzgledu na fizyezny charakter
wystepujacych wielkodei. Zalozenie to bedzie wazne w calym roz-
dziale 3.

3.2. Przypadek jednej zmiennej losowej. Przyjmijmy, ze
wyrazenie (1) ma postaé

(7) Z=X"",

gdzie p/s>0.
Mozemy napisaé tozsamosei

(8) P () =P (X<2)=P(XP*La"*)= P(Z<La"").

Biorage na « kolejne wyrazy ciggu Renarda “Kn/s otrzymamy
na " kolejne wyrazy ciagu Renarda ®n/p. Mamy wige

(9) P(Z<z)=F (%),
gdzie
8
L(®)=— L(z).
(@) » ()

Przyklad 1. Zmienna losowa X ma rozklad normalny N (40,
2,6). Wyznaczyé dystrybuante zmiennej losowej Z=X"*.
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Obliczenie ujmujemy w tablice 2. »

W pierwszym wierszu tablicy wypisano wskazniki biezace
ciggu Renarda ‘®80/3, a w wierszu drugim odpowiadajace im wy-
razy tego ciggu wybrane z tablicy 1.

W wierszu 3 podano wartodei dystrybuanty F(x) otrzymane
z tablicy rozkladu normalnego.

W wierszu 4 podano wartosci 2/3-L(x) i odezytujge z tablicy 1
odpowiadajgce im wartodei 2z otrzymano wiersz piaty.

Wiersze 3 i 5 daja poszukiwana dystrybuante zmiennej loso-
wej Z. Na prayklad P(Z<11,220)=0,16693.

Tablica 2
L (x) 120 123 126 129 132 | 135
x 31,623 | 34,47 | 37584 | 40,973 | 44,668 | 48,697
Fy(x) 0,00020 | 001355 | 0,16693 | 0,65143 | 0,96906 | 099975
L (2) =§L(w) 80 82 84 86 88 90
2 10,000 | 10592 | 11,220 11,885 | 12,589 | 13,355

3.3. Przypadek ilorazu. Przyjmijmy, ze wyrazenie (1) ma
postaé . : .

(10) z=2Z

=-f-’

- gdzie X i Y s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o gestogciach
odpowiednio f,(2) i fy(y) oraz dystrybuantach F, (#) i Fy(y). Nalezy
wyznaczy¢é dystrybuante F(z) rozkladu Z.

Jak wiadomo, '
(11) PZ<e)= [[ f(a)f(y)dedy.

(e/u<z)

Podzielmy przedzial, w ktérym jest okreglone X , Da przedzialy
— hie koniecznie réwne — (%59 @540).

Podwojna catke (11) mozemy oszacowaé piszge

(12)  P(Z<H)= 3 [Pty )—Fy(a_o)]1—Fy(oif2)],

gdzie i jest liczbg pa,rzystée.

Zastosowania Matematyki I 6
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Jesli wartosci na «; i na z bedziemy przyjmowali z ciggu
(R80, to wartodei na x;/z réwniez beda wyrazami ciggu ‘R80.

Wprowadzajae nowe zmienne losowe L(X), L(Y), L(Z) zdefi-
niowane zgodnie z (6) i oznaczajac .dystrybuanty zmiennych lo-
sowych L(X)i L(Y) odpowiednio przez @, i @,, mozemy prze-
pisaé (12) w postaci : L g S

(13) P(2<z) @2 (94 [ Loy )]~ [ L@ }ll 0, (L(#)—L ()]}

Oznaczmy dla dogodnosei plerwszy nawias klamrowy przez a,
drugi przez b. Otrzymujemy
(13") P(Zgz)i D) ab.

Przyklad 2. Zmienna losowa X ma rozklad normalny N (500,
80), a zmienna losowa Y ma rozklad normalny N (40, 2,5). Wyzna.-
ezyé dystrybuante zmiennej losowej Z=X/Y.

Przyktad ten wybrali§my dlatego, ze ‘znane jest jego rozwia-
zanie analityezne, co pozwala na oszacowanie bledu zaproponowa-
nej metody. Zrobimy to w rozdziale 4. '

Obliczenie ujeto w tablice 3.

W kolumnie 1 s3 wartosei L(z;). Biorge z tabliey 1 odpowiada-
jace im wyrazy ciggu ‘¥80 obliczamy wartosci a4 spisane w ko-
lumnie 2. Na przyklad dla L(x;)=200 mamy

325,46 — 500
By = 325,46,  P,(201)=F, (—-’—%——-—) = 0,01456,
‘ | 307,26 — 500
Tr0o=307,26,  &,(199)= T, (___"—'_“80 ) 0,00800,

a4 =,(201) — b, (199)=0,00656.

W 1 wierszu nagléwka sg wartodei L (x;)—L(z). Biorac z ta-
blicy 1 odpowiadajgce im wyrazy ciagu ‘®80 ‘obliczamy war-
tofci b spisane w kolumnie 2. Na przykiad dla L(z;)—L(2)=130
mamy odpowadamcy Wyra.z ciggu ‘R80 42,170; a ngc

42 170 40

b=1—0,(130)=1—F
1-2,(130)=1 2( 95

) -0,19271,
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Na skrzyzowaniach wierszy i kolumn, w czesci tablicy 3 ujetej
w podwdjng ramke, sg iloczyny 10%ab.

Zgodnie z wzorem (13') nalezy dla danej wartosei » zsumowaé
wszystkie iloczyny ab na skrzyzowaniach wierszy i kolumn odpo-
wiadajacych L(z). Lezg one na ukognych liniach, przy ktoryeh
wypisano wartosei L(z). Tu wystepuje dogodnos$é korzystania z cia-
g6w Renarda. Polega ona na tym, ze kazde skrzyzowanie kolumny
7z wierszem odpowiada calkowitej liczbie L(z). Zbedne wiec staja sie
takie zabiegi jak zaliezanie wynikéw do klas, po czym na ogét po-
trzebna jest interpolacja.

Osobnego wyjasnienia wymaga kolumna oznaczona w tablicy 3
symbolem 10%8. Otéz L(w;)— L(z) przybiera we wzorach (13)
i (13') wszystkie wartodei catkowite od —oo do co. Jak jednak wi-
dzimy z tablicy 3, dla L(z;)—L(2)<<118, b jest praktycznie rowne
jednogei. Ponadto dla L(x;)—L(2)>136, b jest praktycznie réwne
zeru. Pamietajac, Ze na ¢ przyjmujemy tylko parzyste wartodei,
mozemy przepisaé¢ (13") w postaci i

130+ L.(2)
(14) P(Z<e)=8+ Y ab,
’ . i‘=11§+L(g)

gdzie
_ 1164-L(2)
(15) o 8=

Obliczenie § nie nastrgeza trudnoscei, bo jak wynika ze wzoru (13),
(16) S=(D1{L [m117+L(z)]} =F, [w117+p(z)]-

Jest to wieec po prostu dystrybuanta zmiennej losowej X. Jej
wartogci wpisujemy w kolumnie § na przecieeiu z uko$nymi liniami
dla danych wartosci L(2).

Wyniki sumowania napisano na ukosnyeh liniach, zachowujae
4 cyfry znaczace. , )

Odezytujac z tablicy 1 odpowiednie wartosci 2 otrzymano osta-
tecznie dystrybuante Z w postaci tablicy 4 (kolumny 2 i 3). O ko-
lumnie czwartej tej tablicy bedzie mowa w rozdziale 4.

3.4. Przypadek iloczynu, Rozktad iloczynu dwéch niézaieinych
zmiennych losowych uzyskuje sie przez drobng modyfikacje wzoru
(13). Jest mianowicie
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(17) P(Z<2)=_ 3 {@,[L(w;y1)] =P [ Dl )]} D[ L(2)—L(®)],

To= 00

przy é,zym znaczenie symboli jest takie jak w rozdziale 3.3.

Tablica 4
P(Z <?) P(Z<2) P(Z < 2) P(Z>=2)
I B el Bl L I il ey

Renarda | Geary’ego Renarda | Geary’ego
58 5,3089 0,0001 84| 11,220 0,2740
60 5,6234 0,0003 86| 11,885 0,3873
62 5,9566 0,0006 88| 12,589 0,5167 0,5165
64 6,3096 0,0011 0,0012 90| 13,335 0,6496
66 6,6834 0,0022 92| 14,125 0,7703
68 70795 0,0041 94| 14,962 0,8663
70 7.4990 0,0076 | 96| 15849 0,9320 0,9332
72 7,9433 0,0137 0,0135 98 16,788 0,9704
74 8,4140 0,0244 100| 17,783 0,9892
76 8,9125 0,0424 ' 102 18,837 0,9966
78 | 19,4406 0,0718 104| 19,953 0,9991 0,9992
80 | 10,000 0,1173 0,1164 106 21,135 0,9998
82 | 10,592 0,1836 ' 108 | 22,387 0,9999

Tablica robocza jest podobna do tablicy 3, tylko sumowanie
przebiega od dolnego lewego rogu do gornego prawego.

‘3.5. Ogélny przypadek iloczynu wymiernych poteg nieza-
leznych zmiennych losowych. Jedli zmienna losowa ma ksztalt
(1), to stosujae kilkakrotnie sposoby opisane w poprzednich roz-
dzialach, otrzymamy dystrybuante Z. Dusym ulatwieniem rachun-
k6w bedzie okolicznosé, ze po kazdym kroku otrzymujemy war-
tosci dystrybuanty dla argumentéw nalezacych do ciagéw Renarda,
a wiec od razu w takiej postaci, jaka jest potrzebna do nastepnego
kroku. :

4. Dokladno$é zaproponowanej metody

Pewne pojecie o dokla.dnoéci metody moze daé poréwnanie
wynikéw przykladu 2 z rozwigzaniem analitycznym Geary’ego, ktore
dla ilorazu dwéch niezaleznych zmiennych losowych jest nast¢pujace.
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Jesli lieznik ulamka Z=X|Y ma rozkilad normalny N (m,,o,)
a mianownik rozklad normalny N(m,,q,) i jesli m,> o, czyli
jesli mozna przyjaé, ze mianownik nigdzie nie jest ujemny, to wy-
razenie
My— My Z

Vot + iz

ma rozkiad normalny N (0,1).
W naszym wiec przykladzie wyrazenie

500 — 40Z
1/ 6400+ 6,2522

ma rozklad normalny N (0,1).

W ostatniej kolumnie tablicy 4 podano kilka wartodci P(Z<z)
obliczonych tym sposobem. Zgodnoéé jest dobra.

5. Uwagi koncowe

Na zakonczenie sprébujmy odpowiedzieé na dwa naturalne
pytania:

19, Ozy mamy od praktyka zgdad, zeby w kazdym konkretnym
przypadku ukladatl tablice podobna do tablicy 3 i powtarzal to kilka-
krotnie, jesli jest wigeej zmiennych niezaleznych niz dwie?

OdpowiedZ jest przeczaca. Tego od praktyka nie mozna wyma-
gaé. Wydaje si¢ jednak, ze dla pewnych rozkladéw wystepujacych
czgdcie] i dla pewnyeh postaci szozegélnych wyrazenia (1) mozna
przygotowaé dogodne tablice odpowiadajace pewnym wartodciom
parametréw. Zreszta nie zawsze potrzebna jest cala dystrybuanta,
zwykle wystarcza jej czesé, na przyklad w okolicy zera lub jedynki.

Zauwazymy jeszcze, ze celowa moze byé zmienna gestofé stop-
niowania, na przyktad wedlug ciggu ¥ 320 w miejscach interesu-
jacych, a ‘K80 lub nawet ‘®40 w miejscach mniej ciekawych.

20 Ozy mozna sie zgodzié na podawanie dystrybuanty i frek-
wencji zaleznie od argumentu rosnacego wedlug postepu geometrycs-
nego, zamiast — jak to zwykle bywa — arytmetycznego?

Niewgtpliwie stopniowanie w postepie arytmetycznym ulatwia
interpolacje. Znane sy jednak tablice, bardzo dogodne w praktyce,
W ktorych tego sig nie przestrzega. Zreszta, odezytujac w zwyklej
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tablicy loga.rytméw liczbe wedlug mantysy, mamy przedzialy nie-
réwne. :

Zaleta opisanej metody jest moznoéé uzycia jej we wszystkich
przypadkach, gdy rozklady mezaleznych zmiennych losowyeh 33
znane. Postaé rozkladéw jest przy tym zupelnie obojetna. Moze
byé wiec nie tylko analityczna, ale takze tablicowa. Pozwala to na
wykonywanie operacyj rachunkowych wprost na materiale doswiad-
czalnym, surowym lub wygladzonym znanymi metodami, z zupet-
nym pominigeiem analitycznej postaci rozkladu.
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A. ONEPOEJILJ (Bapmass)

PACIIPENEJNEHHE MPON3OBENEHHA PAIJHOHANBHBIX
CTENEHEHR HE3ABHCHMAIX CIVYANHBIX BEIHYHH

PEBIOME

B TexHMKe M €CTeCTBO3HAaHUe 4aCTO UPUXOAUTCH olpeneiATs pacnopeje-
nenue cirydaliHoili BeIMYHHH

7=X7U"...,

rge a,8,y,... — paunoHajbHHe 4YHCIA, A X,Y,U,... nonapuo HeBaBACHMEIe
cayuaiiHHe BeTMUMHH. AHAJUTAYMECKOE PpellleHHe BO3MOKHO JHIIE B OTAEND-
HEIX CIy4aAx.

MpegaaraeMana pafora CoxepKUT NPOCTOH YMCHCHHBIN cnocol ompegele-
HuMA 3axoHa pacnpepeinenua Z, COCTOMT OH B TOM, YTO BCe ACHCTBHA NpPOM3-
BOAATCA Ha ToclefoBaTelIbHOCTAX Penapna

(1076520},

rae k'— mapaMeTp MpMHMMAKWINMHA HATYPAIbHHE SHAYEHHH, 4 ¢ — HOMEp 4jeHa
HOCHEeN0BATENBLHOCTH; 4 IPUHUMALT KOHeYHbe 3Havenud ...,—2, — 1,0, 1, 2,

B paGore mojpoGHo maydenH caydau Z=X", Z= X/Y Z=XY u moxa-
aan ob6mHMH cHOCOG oNpefeileBHA 3aKOHA pacmpejeneHua Z B rTabeinpHOM
page. KpoMe Toro pelleHo HECKOJbKO MPHMEPOB M CPABHEHO PEIIEHUE OJHOIO
13 HUX ¢ oPPeKTHBHHM AHAJIMTAYECKHM pelleHueM, TOJIyYada X0pomyo coria-
COBAHHOCTb.



