M. FISZ (Warszawa)

ROZEKEAD GRANICZNY ZMIENNEJ LOSOWEJ, BEDACEJ
ROZNICA DWOCH NIEZALEZNYCH ZMIENNYCH
LOSOWYCH O ROZEKILADZIE POISSONA

J. Oderfeld zakomunikowal mi interesujaca obserwacje:
zmienna losowa  =wm,—x,, bedgca rdéinica dwodch niezaleznych
zmiennych losowych x, i », o rozkladach Poissona

Aiﬂ —A1 A’g —A2
(1) Plw, =k} =6 Play,= k} =5
gdzie 4,>0, 2, >0 i k=0,1,2,..., ma czesto rozklad zblizony
do normalnego. :

Zagadnienie to w przypadku rézmicy dwoch takich samych
zmiennych (i, = 4,) bylo rozwazane przez Irwina [1]. Stwierdzil
on, ze rozklad réznicy dwoéch takich niezaleznych zmiennych zmie-
rza do rozkladu normalnego, gdy warto§¢ przecietna zmiennej
skladowe] wzrasta do co. W pracy tej zajmuje sie rozkladem gra-
nieznym réznicy dwoch niezaleznych zmiennyeh o rozkladzie
Poissona w przypadku ogdlnym.

Niech @, 1 #, bedag dwiema niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkladach Poissona (1) i niech 2=, —2,. Funkeje charakte-
rystyczne zmiennych @z, i — 2, $3 nastepujace:

@, (1) = €M (e* — 1),

(P—:cz(t) == elz(e——it —1).

Wskutek niezaleznosei zmiennych losowyeh z, i z,, a wiec
takze x, i —x,, zmienna losowa & ma funkecje charakterystyczna

P (t) = (f’xl(t)(p_zz(t) e 611(5'.'—1)-}-22(6—&_1)'

Rozwijajac e*® w szeregi potegowe, po dokonaniu redukeji
znajdujemy
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)b+ + 1) 4 (1) 4

(2) (pw(t) =€
Z (2) wynika, ze wszystkie nieparzyste pémiezmienniki zmien-
nej x sa A, — 1,, a wszystkie parzyste sa 4, 4 4,.
Rozpatrzmy teraz standardyzowang zmienng losowg
2 — (4 — 4y)

X:
Vgt Ay

Z (2) na mocy wzoru
Paz+b(t) = @ (at)e
otrzymujemy funkeje charakterystyezng zmiennej X:

ibt

, B, Gy ap, 1 G (a—d) o
(3) pg(t)=e F (uFRpR 307 Ik @0 T G4ETE S

Z (3) widad, ze dla A, i 1, dostatecznie duzych ¢x(t) rézni sie
dowolnie mato od ¢ 2 a wiec od funkeji charakterystycznej
standardyzowanej zmiennej normalnej.

Weimy z kolei pod uwage zmienng losowsg

Y =2+ %s.
Zmienna y, jako suma niezaleznych zmiennyeh losowych o rozkia-
dzie Poissona, ma takze rozklad Poissona, przy czym wszystkie
poniezmienniki sg 4, + 4,.
Standardyzujgc zmienng losowy y, otrzymamy zmienng
¥ — (A4 43) )
Vi, + 1,

Funkeja charakterystyczng tej zmiennej jest

Y=

B N O S S S "
(4) (py(t) —e 2 {11""-2)1/2 31 11+12 41 (}.1+}..2)3'I2 5! e

Poréwnujge (3) i (4) widzimy, ze rozklad zmiennej X jest dla
tych samych wartodei 4, i 4, blizszy rozkladu normalnego niz roz-
klad zmiennej Y. Rdéznica ta jest tym wyrazniejsza, im mniej sie
réznig A, i 1,. Mozna wiec stwierdzié, ze wspomniana na wstepie
obserwacja Oderfelda jest teoretycznie uzasadniona, gdy 4, i 4,
nie s zbyt mate. '

' Udowodnione twierdzenie pozwala w praktyce stosowaé na-
stepujace przyblizone wzory na gestosé i dystrybuante zmiennej
losowej x:



Rozklad granicemy zmienne] losowej 43

1‘ (n—a)?
(5) Plz =n}n~f(n)=——¢ **  (n=liczba catkowita),
0'1/21:
1 ntliz —(—ap
a2 . ’ .
(6) Ple<n}~F(n)=—— e * dt (n=Lliczba calkowita),
o} 2xn

otrzymane z rozkladu normalnego o wartosei $redniej o =4, — 4,
i warianeji ¢%= 4, -+ 4,. Dla zobrazowania dokladnofei tego przy-
blizenia podajemy dwie tablice dokladnych i przyblizonych
wartodei gestosei i dystrybuanty zmiennej losowej ¢ dla dwu
par wartofeli A;=21,=1,0 oraz A, =2,1,=1. Z tablic I i II
wynika, Ze dla A, + 4, =3 blad przyblizenia nie osiaga wartosei
0,02. Nalezy przy tym zwrdcié uwage, ze bledy przyblizenia ma-
leja szybko w miar¢ oddalania sie od wartosdci.oczekiwanej.

Tablica 1

WartoSci gestosei i dystrybuanty zmiennej losowej x
oraz ich przyblizenia na podstawie wzoréw (5) i (6)

(=Aa=1,5, o*=A+Ag—3).
n Ple=n} f(n) Plz=n}— Pla<n} F(n) Pla<n} —
—fn) ’ —F(n)

—9 0,00001 0,00000 0,00001 0,00001 0,00000 0,00001
—8 0,00004 0,00001 0,00003 0,00005 0,00001 0,00004
-7 0,00022 0,00007 0,00015 | 0,00027 0,00009 0,00018
—6 0,00108 0,00057 0,00051 0,00135 0,00075 0,00060
-5 0,00454 0,00357 0,00097 0,00589 0,00469 0,00120
—4 0,01622 0,01600 0,00022 0,02211 0,02166 0,00045
-3 0,04778 0,05139 —0,00361 0,06989 0,07446 —0,00457
—2 0,11178 0,11826 | —0,00648 0,18167 0,19324 —0,01157
-1 0,19683 0,19497 0,00186 0,37850 0,38641 —0,00791
0 0,24300 0,23033 0,01267 0,62150 0,61359 0,00791

1 0,19683 0,19497 0,00186 0,81833 0,80676 0,01157

2 0,11178 0,11826 —0,00648 0,93011 0,92554 0,00457

3 0,04778 0,05139 —0,00361 0,97789 0,97834 —0,00045

4 0,01622 0,01600 0,00022 0,99411 0,99531 —0,00120

5 0,00454 0,00357 0,00097 0,99865 0,99925 —0,00060

6 0,00108 0,00057 0,00051 0,99973 0,99991 —0,00018

7 0,00022 0,00007 0,00015 0,99995 0,99999 —0,00004

8 0,00004 0,00001 0,00003 0,99999 1,00000 —0,00001

9 0,00001 0,00000 0,00001 1,00000 1,00000 0,00000
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Tablica II

Wartosel gestoéel i dystrybuanty zmiennej losowej =
oraz ich przyblizenia na podstawie wzoréw (5) i (6)
(1122, 2.3= 1, 02=ll+lﬂ_:3)'

n Plz=n n Pla=a}— | plycnp F(n P{mgn}—
i } f(n) ") {o<n} (n) “Fn)

-7 0,00001. 1 0,00001 0,00000 0,60001 0,00001 0,00000
—6 0,00009 0,00007 0,00002 0,00010 0,00009 0,00001
—5 0,00057 0,00057 0,00000 0,00067 0,00075 —0,00008
—4 0,00306 0,00357 —0,00051 0,00373 0,00469 —0,00096
—3 0,01338 0,01600 —0,00262 0,01711 0,02166 —0,00455
—2 0,04624 0,05139 —0,00515 0,06335 0,07446 —0,01111
—1 0,11923 0,11826 0,00097 0,18258 0,19324 —0,01066
Q 0,21171 0,19497 0,01674 0,39429 0,38641 0,00788

1 0,23846 0,23033 0,00813 0,63275 0,61359 0,01916

2 0,18496 0,19497 —0,01001 0,81771 0,80676 0,01095

3 0,10701 0,11826 —0,01125 0,92472 0,925564 —0,00082

4 0,04891 0,05139 —0,00248 0,97363 0,97834 —0,00471

5 0,01839 0,01600 0,00239 0,99202 0,99531 —0,00329

6 0,00586 0,00357 0,00229 0,99788 0,99925 —0,00137

7 0,00162 0,00057 0,00105 0,99950 0,99991 —0,00041

8 0,00039 0,00007 0,00032 0,99989 0,99999 —0,00010

9 0,00009 0,00001 0,00008 0,99998 1,00000 - 0,00002
10 0,00002 0,00000 0,00002 1,00000 1,00000 0,00000

Dla A, =4,=0,5 blad przybliZenia gestosci wymosi 0,00001
dla n=—6 i =26, a osigga maksymalng wartos¢ 0,06682 dla
n=0. Dla i, =41,=3 blad ten wynosi 0,00001 dla n=-—11
in =12, a warto$¢ maksymalng 0,00379 osiaga dla »n =0. Wreszcie
dla 4,=95, 4,=1 blad wynosi 0,00001 dla n=—7 1 n=17,
a maksymalng wartoéé 0,01156 osigga dla n = 2.

Jest jasne, ze w zagadnieniach weryfikacji hipotez statystyez-
nych, wymagajacych zazwyczaj jedynie znajomogei kraticowych czedci
rozkladu, korzystanie z rozkladu normalnego nie budzi zastrzezen.

Panstwowy Instytut Matematyczny
{Praca wplynela dnia 4. 6. 1951 r.)

[1] J. O. Irwin, The frequency distribution of the difference belween two
independent variates following the same Poisson distribution, Journal of the
Royal Statistical Society, 1937.
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M. NI (Bapmasa)

IIPEJEJIBHOE PACIIPEQEJEHHE PASHOCTH [BYVX
HE3ABHCHUMABIX IEPEMEHHBIX PACIIPEJQEJEHHBIX
110 BAKOHY IIYACCOHA

PE3IO MDD

Crryuaiinbie BeJXWYMHB @; U @, HE3ABUCHMH M paCIpPEJeeHH
no 3akoHy Ilyaccona, a WX cpemHWe BEIWYNHBI PaBHEL COOTBET-
cTBeHHO A, M 4,. B pafore nora3siBaercd, 9TO NpeHesibHBIM 3aKO-
HOM PasHOCTH &, — &, — Korfga 4, 1 A, cTpeMATCA K 0eCKOHEIHOCTH —
ABIIFICTC HOPMAILHEIA 3aKOH.

Nz rtabaun I m II cmemyer, uro HiA Lemdeil CTaTHCTUYECKOIt
NPOBEPKM TUIIOTe3 I'T€ YPOBEHbL 3HAUYMMOCTH IO OOBIKHOBEHHIO MAJI,
MOKHO ViKe [JA CpaBHHUTEIBHO He§oJbIINMX 3HaveHM# A, u 4,
MONL30BATECA IIPENENEHEIM paclupefeieHueM.

M. FISZ (Warszawa)

THE LIMITING DISTRIBUTION OF THE DIFFERENCE
~ OF TWO POISSON RANDOM VARIABLES

SUMMARY

The random variables z; and z, are independent and have
a2 Poisson distribution with the respective mean values 4; and 4,.

It is shown that as 4, and 4, eonverge to infinity the distribu-
tion of the difference x,—a, converges to the normal distribution.

It results from tables I and II that when testing statistical
hypotheses on a low significance level one can use the limifing
normal distribution for relatively small values of A, and A,.



