J. GIXMIKUSINSKI (Wroctaw)
O RACHUNKU OPERATOROW

1. Celem niniejszego artykulu?!) jest krotkie poinformowanie,
ezym jest rachunek operatoréw, zwany tez rachunkiem Heaviside a,
jakie jest obecnie stadium jego rozwoju i na ezym polega nowy
kierunek badan, rozwijany przez Grupe Techniczng A Panstwo-
wego Instytutu Matematycznego.

2, W réwnaniu roézniczkowym

(1) St =1

operator 7 traktuje sie jako jeden nierozdzielny symbol; po-

szezegblnym jego literom d,d,t nie przypisuje si¢ samoistnego zna-
czenia, podobnie jak literom s,i,n w symbolu sin.
d
Wprowadzmy dla krétkosei oznaczenie Heaviside’a p =
Wtedy réwnanie (1) mozna napisa¢ w postaci

pr+Ar=1.

Kto$ niewtajemniczony w znaczenie symbolu p, a znajacy
algebre elementarng, mogtby to réwnanie latwo ,,rozwiagzad”, piszac

1
Ne=1 S
Podobnie mozna ,,rozwigzaé’” réwnanie rozniczkowe drugiego
rzedu
dz

(2) ?ﬁm-}—a%:l,

1) Artyku! ten byt napisany w grudnin 1950 r., a Zastosowania Mate-
matyki powstaly w drugiej polowie 1952 r. Niektére ustepy utracily wige
aktualno$é z powodu chronologii. Mimo to oglaszamy artykul bez uzupel-
nien, gdyz jego aktualnodé rzeczowa zachowala sie. (Eedakeja).
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wprowadzajgc symbol p
pirx+ alr=1

i stosujgc prawidia algebry:

(p? + a¥)z = 1,
1
X = .
pz + a2

Tego rodzaju ,,rozwigzywanie” réwnan roézniczkowych wydaje
sie na pierwszy rzut oka bezsensowng zabawa. Zobaczymy jednak,
ze prowadzi ono do latwego ustalenia pewnych zwiazkéw miedzy
catkami tych réwnan. Zauwazmy mianowicie, ze osbatni ,utamek”
mozna rozbié w nastepujacy sposob:

1 1 1
(3) m=~.—( — );
29a\p — ia P+ 1a

w nawiasie wystepuja tu wyrazenia typu 1/(p +41), a wiec takie,
ktore otrzymalismy przy rozwigzywaniu réwnania pierwszego rzedu.

Rozwigzujac réwnanie (1) zwyklym sposobem, znajdujemy
funkecje

)

1 _
$:7(1—6 ’

jako catke speliajacag warunek poczagtkowy «(0)= 0. Poniewaz
poprzednie formalne ,,rozwigzanie” mialo posta¢ 1/(p - A), sprobuj-
- my przyjaé wzor

11
4 —— = (1—e).
(4) =i
Gdy w szczegélndéci A= —ia lub A=ta, to konsekwentnie
bedziemy mieli
1 1 . 1 1 ,
— = — - (1 — &™), — = (1 — ).
p—ta 20 p+ta la

Podstawiajac to do rozwiazania (3) réwnania drugiego rzedu,
otrzymamy

m:__l_[__l (1_.9"5“‘)—71- (1—e“"“)] :12(1—cos<1t).
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Latwo sprawdzié, ze otrzymana w ten sposoéb funkeja
(1 — cosat)/a? spelnia réwnanie (2); ponadto z(0) =2'(0)= 0.

Okaza’ sie, ze znajomosé wzoru (4), ,,wyprowadzonego” z réw-
nania (1), pozwolita znalezé rozwigzanie réwnania drugiego rzedu (2).
Przyklad ten ilustruje metode rachunku operatoréw.

W zupelie podobny sposéb mozna rozwigzywaé réwnania do-
wolnego rzedu. Przy tym obecna forma rachunku operatoréw po-
zwala na znalezienie wszystkich calek réwnanmia, a nie tylko calek
spelniajaeych zerowe warunki poczatkowe. W blizsze szczegély
nie bedziemy tu wehodzili.

Rozpatrzymy teraz inny przykiad, mianowicie réwnanie
czastkowe

0 0

- - . a 0 2/ - - -
Przyjmujac, ze p = %’ mozemy to rownanie napisaé jako ,,zwy-
czajne’’

d

d—l x+pxr=0,

gdzie wystepuje pochodnav tylko wzgledem jednej zmiennej. Znajac
teorie réwnan zwyezajnych, mozemy formalnie napisaé

® =P f,
gdzie f jest dowolng funkcja zmiennej ¢. Stad

A A? .

T = l—f—l—!p—l—2—!p — ..} f=
A 0 iz 0%
=I=1va! o T

= f(t—1).

Latwo sprawdzié, ze funkeja f(t+ 1) jest istotnie rozwigza-
niem réwnania czastkowego (5).

Korzy$é z formalnego traktowania symbolu p polega tu na
tym, Ze znajomo$€ rozwigzania réwnania zwyezajnego pozwolila
znaleZé rozwigzanie réwnania czastkowego.

3. Symbol p nazwal Heaviside operatorem rééniczkowym,
symbol za$§ P operatorem przesunigeia. Terminologia ta za-
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chowala si¢ dotychezas. Czym sa te operatory? Jaka jest ich
matematyczna definicja? —o to Heaviside zupemmie sie nie
troszezyl. Tym, ktorzy mu zarzucali, ze operuje pojeciami, kté-
rych sensu sam nie pojmuje, odpowiedzial: , A czy mam zrezy-
gnowaé¢ ze zjedzenia obiadu tylko dlatego, Ze nie pojmuje do-
kladnie, na czym polega mechanizm trawienia?”

Istota rachunku Heaviside’a lezy w tym, Ze na operatorze p,
ktorego sens matematyczny na razie nas nie interesuje, wykonuje
si¢ dzialania tak jak na zwyklyeh liczbach. Z podobnymi sytuacjami
spotykamy si¢ mieraz w historii matematyki. Dziatania na liczbach
niewymiernych wykonywano o wiele wezeéniej, niz powstalty teorie
Dedekinda i Cantora, ktére tym liczbom nadaly sens mate-
matyczny. Podobnie, liczbami urojonymi i zespolonymi rachowano
od dawna, mimo ze dopiero Cauchy ugruntowat. ich teorie
i podat definicje.

Moznaby si¢ spodziewaé, ze rozwéj rachunku Heaviside’a
péjdzie ta samg droga: ze znajdzie sie takie rozszerzenie pojecia
liczby, ze operator rézniczkowy i operator przesunigcia stang sie
jego szezegblnymi przypadkami i Ze w ten sposéb ugruntuja sie
zasady rachunku. Tego rodzaju rozszerzenie pojecia liczby jest,
jak poézniej zobaczymy, mozliwe. Jednak historyczny rozwéj ra-
chunku Heaviside’a potoczyl si¢ w zupelnie innym kierunku i opart
sig¢ 0 teorie transformacji Laplace’a. ’ '

4. Przez transformacje Laplace’a rozumiemy transformacje
X(s) =f6_s‘x(t)dt.
0
{

Przyporzadkowuje - ona pewnym funkcjom (rzeczywistym lub ze-
spolonym) «(f) zmiennej rzeczywistej ¢ funkeje analityczne X(s)
zmiennej zespolonej s; powiedzielismy ,,pewnym funkejom”, gdyz
oczywiscie musimy sie ograniczyé¢ do funkeyj, dla ktérych rozwa-
zana calka jest zbiezna.

Stosujae transformacje Laplace’a do réwnania rézniczkowego
zwyczajnego o wspélezynnikach statych, przeksztalcamy je w row-
nanie ajgebraiczne. Krétko méwiac, tam gdzie wystepowala po-

- d
chodna Eiw’ zjawia sie po transformacji iloczyn sX, tam za$, gdzie
3

. d .
byla druga pochodna %w, zjawia si¢ iloczyn s*X, itd. Dzieki
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temu otrzymujemy rownanie podobne do réwnan Heaviside’a,
tylko zamiast operatora p wystepuje teraz zmienna zespolona s.
Ale wlasnie dzieki temu, ze s jest zwykla zmienng, a wiec pojeciem
0 Ssprecyzowanym znaczeniu matematycznym, mozemy rachowaé
jak w zwyklej algebrze i wyliczy¢é X jako funkeje s. Ostatnim
etapem rozwigzania jest powr6ét do zmiennej rzeczywistej i, co
daje si¢ uskutecznié przez transformacje odwrotna do transfor-
macji Laplace’a:
x(t) =——1——fes”X(s)ds-,

gdzie calkowanie odbywa si¢ po odpowiedniej linii A na plaszezy-
Znie zmiennej zespolonej s. ‘

Rozwiazywanie réwnani zwyeczajnych o wspélczynnikach stalych
sprowadza sie wiec przez transformacje Laplace’a do rozwigzania
réwnania algebraicznego. Podobnie rozwiazanie réwnania czgstko-
wego o wspotezynnikach stalych mozna sprowadzié przez transfor-
macje Laplace’a do rozwigzania réwnania zwyczajnego. W ten
SposOb obmiza si¢ niejako stopien trudnosei rozwiazania, tak samo
jak to sie dzieje w klasycznym rachunku Heaviside’a. Charaktery-
styezne dla metody transformacji Laplace’a jest operowanie jedno-
czes$nie dwiema klasami funkeyj: klasa () funkeyj zespolonych z(f)
zmiennej rzeczywiste] i klasa (L) funkcyj analitycznych X(s)
zmiennej zespolonej. Rozwigzywanie réwnan rézniczkowyeh spro-
wadza si¢ do trzech etapow: 1° przejscie od klasy (I) do (L);
20 rozwigzanie przetransformowanego réwnania w Kklasie (L)
i 3° powrot z klasy (L) do (I).

Oparcie rachunku operatoréw na teorii matematycznej przyczy-
nilo sie do ogromnego jego rozwoju i doprowadzito do nowych zasto-
sowan. W tej dziedzinie istnieje juz bardzo bogata literatura w roz-
nych jezykach. Przez wprowadzenie transformacji Laplace’a rachu-
nek operatoréw stat sie precyzyjnym i pewnym narzedziem pracy.

Zatracil sie jednak jego pierwotny charakter: operator réznicz-
kowy stal si¢ zmienng zespolong, operator przesuniecia przeobrazil
sie w funkcje analityczng ¢, mimo ze nazwy zostaly dla tradycji
zachowane.

Nadto, pewna wada tegc wujecia jest ograniczenie rachunku
do funkecyj transformowalnych, co zweia zakres jego zastosowan
1 nie pozwala na przykiad dowodzi¢ jednoznacznosei otrzymanych
rozwigzan.
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5. Od powyzszych wad mozna si¢ uwolni¢ wracajac do bezpo-
§redniego interpretowania symboléw Heaviside’a i nadajge im sens
matematyczny przez odpowiednie uogoélnienie pojecia liczby.

Wezmy najpierw pod uwage klase funkeyj zespolonyeh zmiennej
rzeczywistej ¢, okreslonych i eciaglych w przedziale 0 <{t<<oco.
Funkeje te bedziemy zapisywali dodajac na poczatku i na koncu
Klamry {}, na prayklad {8}, [sint}, {a(?)} itd. Funkeje stale
rowng jednosei bedziemy konsekwentnie zapisywali w postaci
{1}; w ten sposéb odréznimy te funkeje od liczby 12), eo dla
naszego rachunku bedzie miato podstawowe znaczenie.

Na rozwazanych funkejach bedziemy wykonywali dwa zasad-
nicze dzialania: dodawania i mmozenia. Dodawanie wykonuje sie
w zwykly sposéb, co mozna zapisaé¢ wzorem

ta®)} + {b()} = {a(t) + B(D)},

dla mnozenia za$ przyjmujemy nastepujaca definicje

4
anwnzbﬁa—ﬂmﬂm}ﬂ.

0

Przykilady:

[t} ={0f t——r)rdr}—{ tsl,

ﬁ{e:l

{1} {eos ¢} = {feosrdr}— {sint}.

«

@—re%J=md—ﬁ—m—2h

?) Réznice miedzy pojeciem funkeji stalej a liczba mozna pogladowo
wyjaénié faktem, ze funkcje stala przedstawiamy na rysunku jako linig prostq,
liczbe za§ jako punkt (na osi liczbowej lub na plaszezyznie zmiennej
zegpolonej). Rozrdéznienie tych pojeé jest wazne nie tylko w rachunku opera-
tor6w, ale takie w mniektérych innych galeziach wspélezesnej matematyki.

]
%) Wyrazenie calkowe [a(t—7)b(v)dr nosi w jeaykach obcych nazwy:

convolution albo resullant (po angielsku), produit de composition (po francusku),
Faltung (po niemiecku) i ceépmra (po rosyjsku). W jezyku polskim zaczyna
sie przyjmowaé nazwa splot.

Zastosowania matematyki 3
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Mozna udowodnié, ze tak zdefiniowane mnozenie ma wlasnogei
zwyklego mmnozenia, a mianowicie jest lgczne, przemienne i roz-
dzielne wzgledem dodawania. Dzieki temu wykonywane rachunki
83 zupeilnie analogiczne do zwyklych rachunkéw algebraicznych.

Odejmowanie i dzielenie definiujemy jak zwykle: jako dzialania
odwrotne wizgledem dodawania 1 mnozenia. Odejmowanie jest
zawsze wykonalne, dzielenie za$ nie zawsze. Na przyklad funkeja {1}
nie da sie podzieli¢c przez siebie; gdyby bowiem wynikiem dziele-
nia byla jaka$ funkcja {@(3)], to mielibyémy

{1} =)} = {1,

czyli wobec definicji mnozenia

{jw(r)dr}= {1},

a to jest miemozliwe, gdyz funkeja po lewej stronie rownosci staje
sie zerem dla {=0, funkcja za$ po prawe]j stronie ma stale wartosé 1.
Podobnyech przykladéw mniepodzielnosei mozna by podaé bardzo
wiele.

Ze zjawiskiem niepodzielnoseci spotykamy sie juz na elemen-
tarnym szczeblu matematyki, mianowicie w arytmetyce liczb cal-
kowitych. Na przyklad liczba 2 nie dzieli sie przez 3. Ale zwréémy
uwage na to, ze wlagnie ta niewykonalno$é deielenia jest srédiem
nowego rodzaju liceb, jakimi sa ulamki. Czy nie mozna by wiee
i w naszym przypadku uogélni¢ pojecie funkeji tak, zeby dzie-
lenie w wyzZej omoOwionym sensie bylo zawsze wykonalne (z wy-
jatkiem dzielenia przez {0})? ‘

Owszem, mozna to zrobié zupelie podobnie jak w przypadku
liczb calkowitych. Wystarczy wprowadzié wulamki typu

{a ()]
o)
i okredli¢ na nich dodawanie i mnoZenie przez réownosei
{a(®)} n e} _ {a@}{a@} + {bm)} {o(t)]
oo} {d@) (o)} {a(e)

{a®)} {e) _ la@}e@)
pa} {am)  {pe}ae)

H
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Ulamki tego typu nie zawsze juz beda funkcjami, s3 one nowym
pojeciem matematycznym; nazwiemy je operatorami. Mozna dowiesc,
ze obejmujg one wszystkie operatory Heaviside’a i ponadto wiele
innych. W ten spos6b operatory zyskuja bezposredni sens matema-
tyezny i jednoczesnie prawo obywatelstwa w rachunkach algebra-
icznych. '

Latwo mozna uzasadnié, ze wulamek, w ktorym lieznik i mia-
nownik sg jednakowe, nalezy zidentyfikowaé z liczbg 1:

Podobnie nalezy przyjac |
{2a(1)) 0 {3a(t)}

e} 77 e}
i ogélnie, jezeli y jest dowolny liezbg zespolong,
{ra(®)}
{a(®)

Stad wynika, ze operatory sg nie tylko uogélnieniem pojecia
funkeji, ale jednocze§nie uogdlnieniem pojecia liczby.

6. Zauwazmy, ze funkcja {1} ma te wlasno$é, ze pommnozona
przez dowolng funkeje {a(t)} powoduje jej scatkowanie

{1He)} = { f a(r)dr};

wynika to po prostu z definicji mnosenia. Funkeje {1} mozemy
nazwaé operatorem catkowym. Jej odwrotnosé nazwiemy operatorem
rézniczkowym i oznaezymy przez

1

8§ = —

1

Operator s ma te wlasnodé, ze pomnozony przez funkcje {f(t)}
rézniczkowalng i réwng zeru dla t= 0 powoduje jej zrdzniczko-
wanie

s{ft)) ={f o) -
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Mozemy to sprawdzié¢, piszac

{—;—} (o) = 7 o),

czyli

{f)} = {1 o) = { of f’(r)dr} :

Ciekawe jest to, ze tak zdefiniowany operator s mozna tez
stosowaé do funkeyj nierézniczkowalnyeh i o dowolnej wartosei
w punkeie t = 0. Mozna by powiedzieé, ze dzigki niemu kazda
funkcja, nawet nierézniczkowalna, staje si¢ rézniczkowalna. Ten
pozorny paradoks wyjasnia sie tym, Ze pochodna funkeji nierdz-
niczkowalnej nie bedzie juz funkeja, leez operatorem; funkcja
taka jest nierézmiczkowalna w zakresie funkeyj, rézniezkowalna
za$§ w zakresie operatoréw.

Funkeja |H,(¢)}, okredlona przez réwnosei

0 dla 0t<A,

Ha(t)-_—{
t—A dla 0<ALHt,
daje po pomnozeniu przez s taks funkeje {h,(t)}, ze

0 dia 0<t<4,
1 dla 0<iglt.

Mamy wiec

H,(1)

LAGIES S{Hz(t)} = { {i} }

A HA0) hue)

l _______ |

. | 5 2
0 A 0| ! T
Wykres funkeji {Hj(t)}. Wiykres funkeji {ha(2)}.

~ Funkeja {r,(8)} nosi nazwe funkeji Heavisz‘de"a'; jest ona
nieciggla w punkcie {=A1. Mamy tu tego rodzaju przyklad, ze
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funkeja ciggla po pomnozeniu przez s staje si¢ nieciggla. Funkcje
nieciggle sg tez operatorami i zostaja automatyeznie wigezone do
rachunku, mimo ze punktem wyjscia teorii byly wylaeznie funkecje
ciggle. '

Wspomnijmy jeszeze, ze mnozac funkcje Heaviside’a jeszcze
Taz przez s, otrzymujemy operator przesuni¢cio '

e = s{h,(3)},

nie bedagey juz funkeja. Ma on te¢ wlasnodé, ze pommozony przez
dowolng funkeje powoduje przesuniecie jej wykresu o diugosé i
w dodatnim kierunku osi i.

A

=

t

Y~

0 i ‘ 0|
Wykres funkeji {f(2)}. Wykres iloczynu e—$*{f(1)}.

Wlasno$é te mozna latwo wyprowadzi¢ z definicji funkeji
Heaviside’a. Pominiemy tutaj dowéd, jak réwniez uzasadnienie
oznaczenia ¢,

Précz operatoréw catkowego i rézniczkowego oraz operatora
Przesunigecia istnieje wiele innych operatoréw. '

7. Podstawy rachunku operator6w opartego na opisanej kon-
strukeji utamkowej, zostaly podane w pracy: Jan G.-Mikusifiski,
Sur les fondements du caloul opératoiret). Jest tez w pray-
gotowaniu obszerniejszy podrecznik, ktéry ukaze sie w jezyku
polskim. :

Rozwiniecie analizy matematycznej, w ktorej operatory graja
taky role jak liczby w analizie klasycznej, oto bogaty program
Przysziodci. Badania w tym kierunku przeprowadza sie obecnie
W Grupie Technicznej A Paristwowego Instytutu Matematycznego.

8. Wyjadnijmy jeszcze, jaki jest stosunek rachunku operato-
0w do matematyki stosowanej. Gléwne pole zastosowan tego ra-
chunkuy stanowig réwnania rézniczkowe zwyczajne i czastkowe.
Réwnania te g szezegblnie wazne w pewnych zagadnieniach fizyki
—_—

‘) Studia Mathematica 11 (1949), str, 41-70.
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i elektrotechniki. Rozwigzywanie ich metodami klasyeznymi (to
znaczy bez uzycia rachunku operatoréw) prowadzi czesto do nie-
wygodnych i ucigzliwych rachunkéw. Dlatego Oliver Heavi-
side, inzynier angielski, dazyl do stworzenia latwego i praktycz-
nego algorytmu, diatego tez wspélezesni technicy tak chetnie sie
nim postuguja. Pierwszym celem rachunku Heaviside’a nie jest
dokonywanie nowych odkryé, lecz uproszczenie i zmechanizowanie
masowych rachunkéw, ktére twérezo pracujacy technik spotyka
w swojej codziennej pracy. _

Nowe ujecie rachunku operatoréw, ktére wyzej naszkicowa-
lismy, daje w zastosowaniach dalsze mozliwoei uproszezen rachun-
kowych, a ponadto stwarza nowa problematyke o charakterze
teoretycznym. Mozliwe jest, Ze spelni ono jeszcze inne zadanie
i przyczyni sie do rozwigzania nowych, nieopracowanych jeszcze
zagadnien,

W odrodzonym Panstwie Polskim, gdzie technika i przemys!
dzwigajy si¢ z zacofania i zaniedbania, rachunek operatoréw ma
duze widoki rozwoju i mozna wierzyé, ze kiedy$ bedzie mogl
dolozyé cegietke w odbudowie jego dobrobytu i potegi.

Panstwowy Instytut Matematyczny

(Praca wplynela dnia 15. 12. 1950 r.)

N. T.-MUKYVCHUHCKUH (Bponnas)
Ob OIIEPATOPHOM HCYHUCJEHHH
PE3I MBS

P .
CumBos guddepeHuupoBanus PRRL mudgepeHInaATbHbIA Olle-

paTop, 4acTo BeleT cefA B HCUMCIEHHAX KaK anreGpamdecKas BeaM-
unHa, Giarogapsa 4eMy MOJKHO BBIIOIHATL HA HeM HelcTBUA HKaK
Ha OOLIKHOBeHHHIX unciax. Takum o6pasoM MOKHO IOJLYYaTh MHOTO
HOBBIX OIEPAaTOPOB. ITO CBOHCTBO B GOJNBIIOIl CTENEHU MCIOIb30BAI
O. Heaviside, BEIONHAA pa3iinyHble NCYUCTEHNA, IPUMEHAIOMNECH
B djieKTpoTexHuke. IMcumeaenua oTu ObuIMm 9ncTO GOpMANbLHEI
U aBTOp He Oecrnorouinca 00 MX MaTeMaTHYeCKOM OGOCHOBaHMH.
AHanoruyeckM NeicTBHA HA HPPALUOHAJIBHBEIX M MHHMHEX YHCIAX
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BHIIOMHANNCH Mpemae Jumb §@opMadbHO, TOpa3no paHbile, UYeM
BOBHUKIIN TeOPHH, YTOUHAKIIUE MaTeMaTHYeCKH#l CMBICH 3THX
quCelt.

Hcropuueckoe passutue ncunciiennsa Heaviside’a nepBoHavYanbHo
He TIONLIO [0 HANPABIEHHI0 0000mMeHWsA NOHATHA 4YUCIa, JWINb
000CHOBRIBAJIOCh HA Ipeobpaszoanun Jlammaca. Ilpu TakoM nmogxone
OnepaToOpPHOe WCYMCIeHHEe CTAJl0 NMPENV3MOHHBIM OpYIHMeM HCCIefo-
BaHUA, HO U BMeCTe C TEM MMOTEPSII0 CBOIl IEPBOHAYANBLHEL XapaKTep,
B BUNY MOABIEHMA AHAIMTHYCCKUX (YHKUOMIA HA MECTO IPEmHUX
onepatopoB. HpoMe Toro HOBHI NMOXXOM CY3WI TPaHMUIB IpUMEHe-
HUA HCYMCIEeHHA K TaK Ha3bBaeMBIM IIpeo0pasyeMblM QYHKUMUAM.

OT 3THX HENOCTATHKOB MOKHO OCBOBONUTLCS, BO3BPAILAACH K He-
NOCPeICTBEHHOMY WHTEePIpeTHPOBaHUI0 CcUMBOI0B Heaviside’a myTem
COOTBETCTBYIOIET0 0606IEeHNsA MOHATHA YHCNIA. 9TO HOBOE 06001Ie-
HIfe OXBATHIBAET HE TOJNBKO KOMILIEKCHEIE YMCJIA U BCe onepa'rtﬁfl
Heaviside’a, HO TakKe QYHKIMM M MHOrO APYIMX MaTeMaTUYECKUX
noHATU. MOKHO IOCTPpOMTH KaK ajreGpy, Tak KM aHalU3, B KOTO-
PHX oIlepaTophl UTrpaloT AHATOTHMYECKYI PONlb, KAKYIO MrpalT 4YH-
cla B KJIACCHYECKOM aHAJM3e.

Ucuncienue onepaTopoB HAXOMUT IIMPOKOE NPUMEHEHNE B pas-
JIMYHBIX OTPACIAX TEXHUKH, B OCOGEHHOCTH B 3JIEKTPOTEXHUKE,
U JaeT BO3MOJKHOCTH YNPOIATh MHOTO CIIOMHBIX HMCUMCIIEHH.

J. G.-MIKUSINSKI (Wroclaw)
ON THE OPERATIONAL CALCULUS
SUMMARY

d
The differentiation symbol Z i. e. the differential operator,

often behaves in calculations like an algebraic quantity; conse-
quently, it is possible to perform operations with it just as with
ordinary numbers. In this way a great many of new operators are
obtained. O. Heayviside made extensive use of this property to
carry out various calculations applicable to electrical engineering.
Those calculations were purely formal: the author was not con-
cerned with their mathematical foundation. Similarly, operations
with irrational and with imaginary numbers used to be performed
only formally, long before the appearance of theories defining the
mathematical sense of those numbers.
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The historical development of Heaviside’s calculus did not,
at first, tend towards a generalization of the number concept, but
was based on the Laplace transform. Treated thus, the operational
calculus became a precision tool of research but lost its original
character, because the place of former operators was taken in it
by analytical functions. Moreover, the new treatment restricted
the applicability range of the caleulus to the so called transform-
able functions.

It is possible to avoid the above disadvantages by turning
again to a direct interpretation of Heaviside’s symbols by means
of an appropriate generalization of the number conecept. This new
generalization comprises not only complex numbers and all Heavi-
side’s operators, but also funections and many other mathematical
concepts. It is possible to construct both an algebra and an ana-
lysis in which operators play the same part as that played by num-
bers in classical analysis.

The operational calculus has an extensive application in
various branches of technical knowledge, especially in electrical
engineering and makes it possible to simplify a great many
cumbersome ecalculations.



