L. LUKASZEWICZ (Warszawa)

ELEKTRONOWY ANALIZATOR ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ,ARR” I NIEKTORE JEGO ZASTOSOWANIA*

‘ 1. Wstep

Jednym z najwazniejszych zadan techniki jest wmozliwienie czlo-
wiekowi wykonywania czynnosei przekraczajacych znacznie jego wiasne
sity. W dotychezasowym rozwoju techniki czynnosei te byly przede wszyst-
kim natury fizycznej, ostatnio jednak pojawily sie maszyny,ktére z ogromng
sprawnofeig wspierajg czlowieka réwniez w czynnofeiach umystowych.
Do maszyn tych nalezs przede wszystkim elektronowe aparaty mate-
matyezne, umozliwiajagce rozwigzywanie nawet bardzo skomplikowanych
réwnan w niewiarogodnie krétkim czasie. Dzigki ogromnej szybkosei
przebiegéw elektrycznych aparaty te pozwalaja na osiggniecie takiej
szybkosci rachowania, ze wiele réwnan, wymagajacych nieraz paromiesigez-
nej pracy licznego i wysoko wykwalifikowanego personelu Wyposazonego
we wszystkie dotychezas znane przybory rachunkowe, z ich pomocs
wykonuje si¢ niemal natychmiastowo. Trudno jest dzisiaj, zaledwie w kilka
lat po uruchomieniu pierwszych wigkszych modeli elektronowych apara-
tow matematycznych, jeszeze bardzo dalekich od doskonalodei, sgdzié
o dal§zym ich wplywie na rozwéj cywilizacji a zwlaszeza produkeji ma-
terialnej. Jedno jest tylko pewne, ze zwigkszg one wybitnie zasieg
Ppoznania przyrody i kierowania nig.

Zastosowanie analizy matematycznej do wiekszosei zagadnien prak-
tyeznych wymaga tylu rachunkéw, ze przezwycigzenie ich bylo do nie-
dawna prawie niemozliwe. Tak np. wielokrotnie udawalo sie ulozyé réw-
nanie rézniezkowe rzadzace badanym przebiegiem, lecz dyskusja tego
réwnania lub znalezienie konkretnych rozwigzan bylo zadaniem tak
skomplikowanym i trudnym, ze nie ‘tylko praktycy, lecz réwniei teore-
tyey-specjalidci stawali przed nim bezradni. Powyzszy stan rzeczy powo-

* Niniejszy artykul stanowi rozszerzenie referatéw, ktére autor wyglosil na
zjeZdzie poS§wieconym zagadnieniom pomiaréw elektrycznych zorganizowanym przez
Politechnike Wroctawska w dniach 12-15. XII.52r., w Polskim Towarzystwie Mate-
matyeznym w Warszawie oraz na Seminarium Pracowni Elektrotechmkn Teore-
tycznej Polskiej Akademii Nauk w Warszawie.
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dowat czesto niecheé praktykéw do teorii, bezuzytecznej ich zdaniem
w przypadkach bardziej konkretnych, jak réwniez oderwanie sie wielu
teoretykéw od zagednien bardziej praktycznych, od ktérych czuli sie
oddzieleni’ nieprzebytym murem rachunkéw. Dopiero stworzenie nowej
galezi techniki, jaks jest budowa elektronowych aparatéw matematycz-
nych, zmienilo w sposéb zasadniczy problemat zastosowan matematyki
do praktyk.

Podajemy opis elektronowego aparatu matematycznego budowanego
_obecnie przez Instytut Matematyczny PAN w Warszawie ze specjalnej
subwencji Polskiej Akademii Nauk. Zaprojektowal go autor niniejszego
artykulu czlonek Grupy Aparatéw M.t:m:tycznych Instytutu. Aparat
“ten, ze wzgledu na zastosowanie, nazwany zostal ARR (Analizator Réw-
nan Rézniczkowych)t).

2, Realizacja funkcji

Za pomocy, analizatora ARR mozemy badaé funkeje okreslone
w przedziale 0<<z <1, ograniczone warunkiem |%(2)|<<1 oraz ciggle z wy
lgczeniem skonezonej liczby (w praktyce co najwyzej kilku) punktéw
w ktérych mogs mied @
skok. Przyklad jednej ) u uy
z takich funkeji przed- '
stawia rys. 1.
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Rys. 1. Przyklad funkeji Rys. 2. a) Przebieg napieeia odniesio-
u (x), ktéré mdz‘emy badaé nego do funkcji przedstawionej na rys.1;
za pomoca ARR. W punk- b) Przebieg napigcia ,podstawy czasu”
cie z, funkeja ma ,skok” tj. funkeji u(f)=? (w przedziatach T)

Kazdej z okre§lonych powyzej funkeji przyporzgdkowujemy na-
pigcie elektryczne, ktérego przebieg w czasie i, mierzony zawsze W sto-
sunku do jednego i tego samego potencjatu, przedstawiliSmy na rysunku 2a,

1) Podezas drukowania niniejszego zeszytw budowe ARR zakonczono i apa:
rat funkejonuje od czerwea 1954 r. Redakcja. ’
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Jest to wiec napiecie zmieniajgce si¢ periodyecznie co okrés T --v, przy
czym w przedziatach T przebiega wedlug funkeji () (zakladajae T=1
oraz #,=1), natomiast w przedzialach v przyjmuje warto$é réwng zeru.
Przedziaty T stuzg do wladeiwego rozwigzywania réwnan, w przedzia-
lach 7 sprawdza si¢ do zera vszystkie napiecia w celu przygotowania
nastepnego’ ,przedziatlu rozwigzujacego®.

Napigeia przyporzadkowane funkeji mozemy w analizatorze ARR
obserwowadé na oscyloskopie. Oscyloskop jest to urzadzenie elektronowe,
majgce ekran o frednicy np. 14 cm, na ktérym jest widoczna plamka
§wietlna (rys. 3). Plamke te wywoluje waski strumieri elektronéw, pada-
jacy na tylng powierzehnie ekranu, pokrytg mass fluoryzujaca. Poloze-
nie plamki na ekranie wyznaczajg wielkosci napieé u, i , przylozonych
do zaciskéw wejsciowych X i Y oscyloskopu. Napiecia te powoduja pow-
Stanie pola elektrostatycznego, przez ktére przebiega strumien elektro-
néw, wskutek czego wspdlrzedna pozioma plamki, przy odpowiednio
ustawionym i wyskalowanym ukladzie wspélrzednych ekranu, przybiera
warto§é rowng u,, wspélrzedna pionowa za§ — warto§é “u,.
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Rys. 3. Schematyczny ry- Rys. 4. Zdjecie fotograficzne obrazfl
sunek ekranu oscyloskopu. oseylograficznego pewnej funkeji « (f)

Jezeli napigcia u, i %,83 zmienne w czasie, plamka na ekranie zakregla
krzywsy opisang réwnaniami o =wu, (t), ¥y =u,(t). Jezeli w szczegélnodei do za-
cisku Y przylozymy napigcie reprezentujace pewng funkcje y =wu(t), do za-
cisku X za¢ napigcie o przebiegu przedstdwionym na rysunku 2b, Teprezen-
tujace funkeje 2 =wu, (t) =t, woéwezas plamka na oseyloskopie w kazdym kolej-
Dym przedziale T' bedzie kreglila obraz funkeji y=wu(x). Poniewaz okres
T+ wynosi w ARR 40 msek. ., obraz ten powtarza sie 25 Tazy na
sekunde, dzigki czemu, podobme jak na filmie, ofrzymujemy zhi-
dzenie nieruchomego i nie migajgcego rysunku na ekranie. Na ry-
Sunku 4 przedstawiono zdjecie fotograficzne obrazu oscylograficznego
Pewnej funkeji %(t).



86 L. Lukaszewicz

. 3. Uklady rachujace

Napigcia odniesione do funkeyj, sa wytwarzane i przetwarzane
w ukladach rachujgcyeh, ktore realizuja odpowiednie operacje matematy-
czne?). Najwazniejsze z nich opis‘.ujemy ponizej. Celem tych opiséw jest za-
poznanie czytelnika jedynie z uproszezons zasadg dziatania uklad6w rachu-
jacych i z tego powodu pomineli§my w nich wszelkie szczegély techni-
czne. Ponadto dalsze rozwazania ograniczamy Jedyme do zaleznosei
obowiazujacych w przedz1a,la.ch czasowych T.

3.1. Uklady sumujace. Uklad sumujqcy jest to urzaddzeme o n
zaciskach wejéciowych i jednym wyjsciowym oraz tej wlasnosei, ze gdy
do zaciskéw wejsciowych przylozymy odpovnedmo napiecia u,(f),us(t),..

, Un(t), woOwezas na zaeisku wyjsciowym pojawi si¢ napiecie

(1) ' uﬁ{-l(t):a{lul(t)_i_---+anun(t)7

gdzie a,,...,a, $3 to odpowiednio przez nas dobrane . wielkosci state,
. "niezalezne od .

Symbol grafiezny ukladu sumujgcego przeds-
tawia rysunek 5. Symbol ten mozna uwazad
réwniéz za zapis zaleznosei (1) w ,jezyku ana-
lizatora’.

. Zasade dzialania ukladu sumujgcego objasnia
schemat na rysunku 6. Napiecia u,,...,u, wcho-
dza na potencjometry (tj. .regulowane dzielniki' napieé), ktére za po-
mocy galek, zaopatrzoiych we wladciwe skale, ustawiamy w ten spo-
$6b, zeby na odczepach potencjometréw, zazna- .
czonych na rysunku 5 strzatkami, otrzymaé na-. “Sau R

Rys. 5. Symbol graficz-
ny ukladu sumujacego

piecia odpowiednio réwne a,%,,...,a,%,. Jezeli
opornoéé R jest duzo. wieksza od opornosei poten- A
-cjometrow, wspélezynniki «a; sg wzajemnie hie- —
mal niezalezne, tj. zmiana jednego z nich mie ° |
wplywa na wielko§é pozostaltych. Napiecie u,,, W =TT
jest $rednig arytmetyczng napieé a,u;, a wiec dpp- R
7 ) , 1 7 '
Uy y 1= kzlakuk, gdzie .ap= In—,’ak'. Rys. 6. Schemat obja-

niajacy zasade dzialania
ukladu sumujacego

?) Rachowanie przez realizacje operacyj lub réwnan matematycznych nalezy
odréznié od rachowania przez analogie, ktére polega na tym, Ze dla zbadania
przebiegéw w danym ukladzie fizyeznym budujemy inny uklad fizyczny, rzqdzony
tymi samymi zalesnofciami matematycznymi co dany, a ktérego przebiegi daja
sie stosunkowo latwo obserwowaé lub mierzyé,
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Gdyby$my ukiad sumujgcy pozostawili w postaci tak uproszczonej,
jak to przedstawia rysunek 6, mialby on wiele zasadniczych wad, powo-
dujgecych jego praktyezna nienzyteczno$é. Wartosei wspélezynnikéw a;
musialyby zawieraé sig w granicach od ¢ do 1/n,-a wiee w szezegdlnosei
nie rozporzadzaliby$§my wspélczynnikami ujemnymi. Gdyby$my ponadto
do wyjscia takiego ukladu przylaeczyli wejscie innego ukladu rachujacego,
np. podobnego ukladu sumujgcego, wplyneloby to na wielko§é wszystkich
wspo6lezynnikéw. Usunigeie tych wad jest mozliwe dopiero przy zasto-
sowaniu lamp elektronowych, dzieki®ktorym wspélezynniki ¢, mozemy
dobieraé w szerokich gramicach, np. —10<{a;, <10, wartodci ieh za$ sg
niezalezne od tego, co przylaczamy do wyjseia ukladu sumujgcego.

3.2. Uklady calkujace. Uklad calkujacy jest to urzadzenie majace
dwa zaciski, wejsciowy i wyjéciowy, oraz te¢ wlasnos§é, ze gdy do zacisku
wejdciowego przylozymy napigcie u,(f), wowezas na zacisku wyjsciowym
pojawi sie napiecie

¢
(2) uz(t)=Kf %y (7) dr +uy,

0

gdzie K i u, 53 to odpowiednio przez nas dobrane wielkosoi state niezaleine
od t. Wielko§é wu, przedstawia oczywiscie warto§é u,(t) w chwili t=0,
tzh, wy=u,(0).

R
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Rys. 7. Symbol gra- Rys. 8. Schemat objas-
ficzny ukladu calkuja- niajaey' zasade dzialania

cego ukladu calkujacego

Symbol graficzny ukladu calkujacego przedstawia rysunek 7. Symbol
ten mozna uwazaé rowniez za wyraz zaleznofei (2) w ,jezyku analizatora”.

Zasade dzialania ukladu catkujacego przedstawia schemat na ry-
sunku 8. |

Wartosci elementéw E i ¢ dobieramy w ten sposéb, zeby napiecie
[#4(t)] bylo zawsze duzo mniejsze od napiecia |u,(t)|; prad () réwna sie
wtedy w przyblizenin u,/R: '

wy(t) — ua(t)  wit)

.t= ~ .
t(t) R R
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Uwzgledniajac réwnanie kondensatora

. a _
i(t) =07tu2(t)

oraz zakladajac, ze w chwili {= 0 kondensator C jest roztadowany, a wige
%5(0) =0, otrzymujemy

[ t
az(t)=%fi(r)drm%Gful(r)dz.
[ 0

Dodajac do 7,(t) wielkosé stala u,(0) (tj. napiecie przyjmujace war-
t086 zero w okresach v oraz u,(0) w okresach T') otrzymujemy na wyjéciu
ukladu catkujacego Dapigcie

1 i
Uy ()= Uy (1) + % (0) ‘ﬁf Uy (7)dv+u5(0).

o

Wielko$é stala dodajemy za pomocg ulladu podebnego do ukiadu
sumujacego. Stala K w réwnaniu (2) dobieramy przez odpowiednig re-
gulacje R. )

Poniewaz mnapiecie |%,(f)] powinno byé bardzo male w poréwnaniu
z |4, (t)], gdyz w przeciwnym przypadku wyniki nie bylyby dostatecznie
dokladne, konieczne wige jest nastepnie odpowiednie wzmocnienie napie-
cia u,(f) za pomocy wzmacniaczy elektronowych.

Przestawiajac B z C na rysunku 8 uzyskujemy, jak latwo spraw-
dzié, uklad rézniczkujgcy. Jednak z powodéw, w ktére blizej wnikaé
nie bedziemy, w analizatorach réwnan rézniczkowych na ogél nie sto-
suje sie ukladéw rézmiczkujacych i uzywa sie niemal wylgeznie ukladéw
calkujacych.

3.3. Generatory funkeji. Generator funkeji jest to urzgdzenie
majace zacisk wejsciowy i zacisk wyjsciowy oraz te wlasnogé, ze gdy do
zacisku wejdciowego przylozymy mnapigeie u,(t), wéwezas na zacisku
wyjciowym uzyskamy napiecie

o (8)=F[4:(0)],

gdzie f(z) jest dowolnie z géry dang przez nas funkcjg, okreslong w prze-
dziale —1<2<1, ograniczong w tym przedziale warunkiem |f(z)|<1 oraz
ciagla z wylaczeniem skorczonej liezby (w praktyce co najwyzej kilku)
punktéw, w ktorych maze mieé skok. Symbol graficzny generatora funkeji
przedstawia rysunek 9,
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Zasade dzialania generatora funkeji przedstawia rysunek 10. Przy-
pusémy, ze chcemy wuzyskaé za pomocy generators funkeji relacje

ug(8)=f [, (2)],
gdzie funkcja y=f(#) jest wyrazona wykresem
przedstawionym na rysunku 10a. W tym celu spo-
rzadzamy ciemng przestong o zarysie przebiegajacym Rvs. 9. Svmbol
wedlug funkeji y=f(») i umieszczamy ja na tle ekra- gz ny g engmtom f:::
nu oscyloskopu w sposéb pokazany na rysunku 10b. keji
Na wprost ekranu znajduje si¢ komérka fotoelek-
tryczna B, ktérg na rysunku 10b, dia przejrzystosci narysowano nieco
ponizej oscyloskopu Na komérke t@ pada §wiatlo z plamki §wietlnej na
ekranie, jesli tylko nie jest ona zasloni¢ta przez przeslone.

Swiatlo to wzbudza w komérce napiecie elektryczne, kidre zostaje
wzmocnione we wzmachiaczu W i przylozone do zaeisku Y oscyloskopu.
‘Wzmocnienie to jest takie, ze gdy swiatlo pada na komoérke, tj. plamka
-$wietlna nie jest zaslonigta
przez przeslone, napiecie na
zacisku zmniejsza sig i odehy-
la plamke Swietlng w kierun-
ku przestony, gdy za$ plamka,
Swietlna jest za przeslons,
napiecie na zacisku Y zwiek-
8za sie, odchylajac plamke do
goéry wkierunku niezastonigtej
" @2 czedei ekranu. W rezultdeie

4 _ o ) b o punkt swietlny umieszcza sig
Rys. 10. Zasad.:.a, dzialania generatora funkecji: a) 44 brzegu przestony, bedae
Wykres funkeji y=f(z); b) Generator, sklada- N .
N - . przez nig czefciowo zaslo-
Jacy sie z oscyloskopu, przeslony o zarysie R A A
y=f(z), fotokomérki B oraz wzmacniacza W LUEEYM. Poniewaz wspolrzed-
na pozioma plamki jest okres-
lona przez wielko$é napiecia u,’ przylozonego do zacisku X, napiecie u,
okreslejace wspélrzedng pionows plamki musi byé réwne f(u,), gdyz,
jak podali$my to poprzednio, plamka utrzymuje si¢ zawsze na brzdgu
przeslony.
W szezegblnym przypadku, gdy w,(f)=t, ofrzymujemy wu,(t)=f(¢),
% wigc napiecie wyjsciowe generatora przebiega wedlug funkeji danej
Przez mas z géry przez odpowiednie uksztaltowanie brzegu przestony.

1'% u,

3.4. Uklady mnozace i dzielace. Uklad mnoiqey jest to urzgdze-
nie o dwéch zaciskach wejéciowych i jednym wyjdciowym oraz o tej wiasno-
sei, ze gdy do zaciskéw wejéciowych przylozymy napiecia u,(t) oraz u,(t),
wowezas na zacisku wyjsciowym pojawi sie napiecie wu,(t)=wu,(t) us(t).



90 I.. Lukaszewicz

Symbol graficzny ukladu mnozgcego przedstawia rysunek 11.

Ultad dziclgey jest to urzadzenie o dwoich zaciskach wejsciowych
i jednym wyjsciowym oraz o tej wlasnosci, ze gdy do zaciskéw wejscio-
wych przylozymy odpowiednio napiecia u,(f) oraz ug(t), pray czym u,(t)
jest stale dodatnie lub stale ujemne i |u,(8)|<<|us(t)],
woéwczas na zaciskn wyjsciowym pojawi sie na-
pieeie u, (1) = u,(t) [ug(t).

Symbol graficzny ukladu dzielacego przedstawia
Rys. 11. Symbol gra- Tysunek 12.

fiezny ukladu mnoza- Poniewaz zasada dzialania ukladu mmnozgcego

cego jest dos¢ skomplikowana, wiec opis jej pomijamy.

4 Zaznaczamy tylko, ze postugujemy sie tutaj tech-

A g ~ nika napieé o wysokich frekwencjach (rzedu 10%Hz),

- ktére modulujemy napieciami przedstawiajacymi
7074

czynniki. Takie napiecia modulowane’ ,pomnozyé”’
Rys. 12. Symbol gra-” jest stosunkowo latwo; otrzymany w ten sposéb
ficzny ukladu dziela-  loczyn” prostujemy za pomoca detektora, podob-
cego nie jak w odbiorniku radiowym.

Uklad dzielacy jest zespolem skladajacym sie z ukladu mnozgcego
i specjalnego ukladu sumujgcego .polgczonych w sposéb przedstawiony
na rysunku 13. Do zespolu tego przykladamy napiecie u, oraz u,.

Napiecie na wejsciu ukladu sumujgeego ozhaczamy przez u;, na
wyjscin za$ ukladu mnozacego przéz u, Uklad sumujacy dodaje na-
piecia 1w, oraz u, i sume t¢ mnozy przez liczbe A, wobec czego

< Uy=A (%, 41y).

. Alugtug)=uz
Lpo——
Uklad mnozacy tworzy z napieé u, i ug | +> '
iloczyn
Ug=Usy Us3- Upelig=ily
Z tych dwéech réwnan otrzymujemy Uy} ) M
. Uy Rys. 13. Zasada dzialania
v Ug=— us—1/4 : ukladu dzielgcego.

Wielko$é A dajemy takg duzg, zeby u, z dostateczng dokladnoseis
réwne bylo — u,[u,.

Dla poprawnego dzialania ukladu dzielacego musza byé spelnione
dwa warunki:

Uy
A0, Ty

|
|1
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Pierwszy z tych warunkéw jest niezbedny dla zachowania statecz-
nosci ukladu (jego uzasadnienie wybiega daleko poza ramy niniejszego
artykulu). Drugi warunek oznacza po prostu, ze napi¢cie u, nie moze
wyj$é poza dopuszczalne granice zalozone w rozdziale 2.
Uklad mnozacy mozna by tez uzyskaé opierajac sie na tozsamosei

1
UyUy= Y [(“1-‘!‘“2)2‘(’“1 _“2)2]-

Dla uzyskania iloczynu u, przez u, nalezy wiec najpierw utworzyé
ich sume oraz réznice za pomocg ukladéw sumujgcych, oba te wyniki
podniesé do kwadratu na generatorach funkcyjnych, a w koncu kwadraty
te odjaé od siebie i podzielié przez cztery. Jak widaé, powyiszy sposéb
realizacji mnozenia jest, technicznie biorge, dos$é zlozony i dlatego tez
nie bywa na ogél stosowany.

Dla uzyskania ilorazu «,/u, mozna réwniez wykonaé najpierw trans-
formaecje u;=1/u, na generatorze funkecyjnym, a nastepnie pomnozyé
%, przez u; na ukladzie mnozacym.

4. Przyklady zastosowania do rozwigzywania réwnan rézniczkowych

4.1, Réwnanie rézniczkowe liniowe o wspoélezynnikach stalych.
Podamy teraz kilka przykladéw obja$niajacych sposGb rozwigzywania
réwnan rézniczkowych zwyczajnych za pomocg opisanych poprzednio
ukladéw rachujgcych analizatora.

Wezmy pod uwage réwnanie funkeji niewiadomej u(t)

(3) WL au +-bu=f(t)

przy danych jej wartosciach poezatkowyceh u’(0) i u(0).

Dla rozwigzania tego réwnania polaczmy uklad sumujacy, uklady
calkujgce i generator funkecji wedlug schematu przedstawionego na ry-
sunku 14.

Niechaj napiecie wejsciowe pierwszego z ukladéw calkujaeych be-
dzie u”(t); wowezas napigcie wyjsciowe tego ukladu jest réwne

f v’ (v)dr+u’ (0)=w'(t),
0

gdzie warto$é u'(0) ustalamy przez odpowiedni dobér stalej calkowania
rozpatrywanego ukladu calkujacego. Napiecie wyjsciowe drugiego ukladu
catkujgcego réwna sie

[ () e+ (0) =u(d),

gdzie znéw u(0) ustalamy przez odpowiedni dobér statej calkowania.
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Generator funkeji dostarcza nam napig¢cia o danym przebiegu f(t).
Uklad sumujaey tworzy z napieé u’'(¢), w(f) oraz f(t) napiecie

F(t)—au'(t) —bu(t),

ktore przykiladamy do wejscia pierwszego ukladu catkujacego. Jak wy-
nika z rysunku 14, napiecie to musi byé jednocze§nie réwne u'(¢),
2 tym samym jest spelmione réwnanie (3).
Napiecie «(t), przedstawiajgce rozwig-
zanie tego roéwnania dla danych war-
todei poczatkowych, mozemy zaobser-

. ) wowzé na oseyloskopie. Podobnie mozemy
—< /f‘ , obserwowaé w'(t) i u'(s).
f(8)-au'-bu f(t)\] W poprzednio przedstawionym ukla-

Rys. 14. Schemat polaczen ukla- -giiwrzzﬁw-f::}:cfﬂarzgzsny wsp6lozyn-
déw rachujacych analizatora w poczaétkowy ch
celu rozwiazania réwnamia (3)  1M0Zna uzyskaé bardzo Htwo - ‘przez rogu-
lacje odpowiednich potenc]omeﬂrow wukla-
dzie sumujgeym i ukladach catkujgcych. Poniewaz, jak to wyjasnialiSmy
w rozdziale 2, anal’zator powtarza cale rozwigzanie okolo 35 razy na se-
kunde, wplyw zmian w réwnaniu na przebieg rozwigzania mozemy obser-
wowaé, praktycznie biorge, jednoczednie z wprowadzeniem tych zmian.
W ten sposéb w ciggu kilku minut mozemy zanalizowaé cale rodziny
‘krzywych calkujacych dane réwnanie i np. sfotografowzé ciekawsze
rozwigzania na wspélnej kliszy. Jak widaé, analizator daje moznogé
»Syntetycznego” rozwigzywania réwnam.

Rysunek 14 wyraza réwnanie (3) w jezyku analizatora. Wyraz
ten ma te cenng ceche, ze daje jednoczesnie schemat polgczer ukla-
déw liezaecych analizatora potrzebny do rozwigzywania tego réwnania.
Tak wiec sztuka robienia powyzszych polgczen jest rOwnowazna z umie-
jetnodeia wyrazenia badanego réwnania w jezyku analizatora.

4.2. Rownanije rozniczkowe nieliniowe. Jako drugi przyklad roz-
patrzymy nastepujace réwnanie rdézniczkowe niéliniowe, wystgpujace
czesto w zagadnieniach drgan elektrycznyeh lub meehanieznych:

(4) u"+f(u)u'+g(u)=0.

Schemat polaczen ukladéw rachujgecych dajacy rozwigzanie tego réw-
nania przedstawiono na rysunku 15. Poniewaz réwnanie jest drugiego
rzedu, potrzebne sg dwa uklady calkujace, ktére laczymy szeregowo.
Oznaczajac funkecje okreslajaca napipeie wejsciowe pierwszego z tych
ukladéw przez w'(f)), otrzymujemy kolejno funkeje w'(f) oraz wu(t),
ktérych wartofei poczatkowe dobieramy wedle danyeh warunkéw.
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Za pomocy generatoréw funkeji, oznaczonyeh na rysunku literami f oraz
g, otrzymujemy wyrazenia flw ()] i g[u(f)]. Uklad mnozacy tworzy
z funkeji flu(f)).i w'(¢) iloczyn flu(f)]u'(f). Wreszeie uklad sumujacy
daje na wyjseiu wyrazenie

—flu(®)]u(t) —g[u(0)], >« o

ktére, na zasadzie schematu rozwiazuja-
tego, musi byé jednoczesnie réwne u’(t).
W ten sposéb funkcja w(f) spelmia réw- ,
nanie (5). . gl <l
W podobny sposéb ultadamy sf}he' Rys. 15. Schemat polaczen ukla-
maty rozwigzujgce dla innych r6wnan g4w rachujacyeh, potrzebny do
zaré6wno linjowych jak nieliniowycH. rozwigzania réwnania (4)
Jest to mozliwe zawsze wtedy, gdy ba- ' .
dane réwnanie jest rozwiklane wzgledem najwyzszej pochodnej oraz
daje sie napisaé za pomocy operacji, jakimi rozporzadzamy w analizatorze.
Z3a dalsze przyklady moggy shuzyé np. réwnania

ZM-~7.

y' +irsing=0, ¥ +f(y")g(t)+y=0.

4.3. Przyklad analizy sieci elektryecznej. Dla zbadania za pomocs
analizatora wlasnodei ukladéw fizyeznych czesto .jest zbedne nawet
wypisywanie réwnan rézniezkowych rzgdzgcych tymi ukladami.. Jako
przykiad bezposredniego zlozenia elementéw rachujacych bez wypisy-
wania réwnan rézniczkowych podamy analize sieci elektrycznej przedsta-
wionej na rysunku 16.

Za funkeje niewiadome przyjmujemy przebiegi natezen pradéw w kon-
densatorach i napieé w cewkach, tj. w naszym przykladzie i,(t), ¢;(t) oraz
u4(t), Napieeia na kondensatorach i natezenia pradéw w cewkach otrzy-
mujemy przez calkowanie funkeji niewiadomych z odpowiednimi wspél-
czynnikami i statymi poczatkowymi; w naszym przypadku

[ k4
1 7. 1,
Ut = f ()t (0),  Byl)= ~ f i (1) A+ g (0),
0, C, :
0 [
(5) b
1 .
i5(t)= ff“a(f)df+’fa(0)~
0
Zgodnie z tym wielkogeci 4,, %,, u; powinny znalezé si¢ na wejsciach

ukladéw catkujgcych, natomiast %,, u,, 93 na wyjsciach, tak jak pokazano
na rysunkun 17.
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Natezenia pradoéw i napiecia badanej sieci zwigzane s3 nastepuja-
cymi prostymi zaleznofeciemi:

hy

— %

by =10g=1%y, I3=1g Uy =y — U

Roéwnania powyzsze wraz z (5) wyznaezaja jednoczednie zachowanie
sie sieci. Realizacje tych réwnan przedstawia rysunek 17. Zasada dzia-
lania catodei ukladu jest widoczna wprost z tego rysunku.

Zlozywszy uklady rachujgce analizatora jak na
rysunku 17, mozna juz np. latwo zbadaé, jaki bedzié
przebieg napiecia u,(t) po przylozeniu do sieci okres-
lonego pradu 4,4(f), bez wzgledu na to, ezy bedzie
to stan ustalony, ézy nie. Dosé prosto mezna réw-
niez odpowiedzie¢ na trudniejsze pytanie: jakie po-
winny byé wartosci €y, C, oraz L, aby napiecie u,(t)
przebiegalo w okredlony sposéb po przylozeniu i,(t) 2
Wystarczy w tym celu zmieniaé przy catkowaniu
wspoétezynniki 1/C,, 1/0, oraz 1/a i obserwowaé na oscyloskopie wywolane
tym zmiany napiecia u,(f). Poniewaz zmiana -wspélezynnikéw jest bar-
dzo latwa, gdyz polega na regula- \
cji potencjometré6w, mozna w dodé "v°'—+\ ipmiy=ty

>
krétkim czasie zbadaé zachowanie v 7
>
{
>

Rys. 16. Badana sied
elektryezna

u=L Sigdt

sie sieci w szerokich granicach
zmiany parametrow.

W podobny sposéb mozemy +\ b Fie wed St
badaé¢ réwniez bardziej skompli- I—//
kowane sieci elektryeczne, zar6wno
liniowe jak nieliniowe. Mozemy np. l_ .4
przyjaé, ze cewka L na rysun- 4 Uy—Us=lly is~Tfudt

ku 16 ma rdzen zelazny i ze in- :
dukeyjnosé jej zalezy od wielkosei
natezenia pradu przez nig prze- Rys. 17. Schemat peigezen ukladéw ra-
plywajacego. W tym przypadku chujacyeh, sl.uiacy do za:nali'zowa.nia, sieci
schemat rozwiaézuj@cy przedsta- elektrycznej, przedstawionej na rys. 16

wiony na rysunku 17 nalezaloby zmodyfikowaé przez odpowiednie dolg-
czenie do niego ukladu mnozacego i generatora funkeji.

5. Inne zastosowania analizatora

Précz rownan rézniczkowych mozemy na analizatorze prze-
prowadzaé i inne obliczenia. Podajemy tutaj kilka takich prazy-
klad6w.
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5.1. Uklady algebraicznych réwnan liniowych. Przypusémy, ze
cheemy rozwigzaé uklad algebraicznych réwnan liniowyeh, o réznym od
zera wyznaezniku wspélezynnikéw przy niewiadomyeh:

n
(6) l;ajkwlﬁ—i—b,-:() (?.:1,2,...,’”/).
=1

W tym celu utwérzfny uklad réwnan rézniczkowych funkeji niewia-
domyeh X, ()

(7) lglakak(t)—!—b]“i‘ﬂX;(t):O (j:1,2’...,n).

gdzie pu jest pewnsg staly wiekszg od zera. Jak widaé z tych réwnan,
jezeli dia wszystkich j jednoezesnie

(8) X;(t)—~0 dla t->o0,
to tym samym

gdzie x; s3 pierwiastkami réwnan (6).

Dla spelnienia warunkéw (8) potrzeba i wystareza, jak wiadomo,
zeby macierz wspélezynnikéw a;; byla definitywnie dodatnia, tj. zeby
wszystkie pierwiastki A réwnania charakterystycznego tej macierzy

|a,-k—16,-k|= 0 (ﬁjk= ¢ dla; j#k oraz 6jk=1 dla: j=k)

mialy ezedé rzeczywisty wiekszg od zera.

Majge wiee do rozwigzania ukiad réwnan algebraicznych liniowych,
najpierw przez odpowiednie ustawienie réwnan, numeracje niewiadomych-
i ewentualnie inne operacje przeksztalcamy macierz wsp6blezynnikéw
przy niewiadomych na macierz defini-

tywnie dodatnig.. Nastepnie wykonuje- 1”ﬁ>ﬁ”""’"”f7"’“"> %

my polgezenia ukladéw rachujacych
analizatora potrzebne do rozwigzania
odpowiadajscego réwnania rdzniczke-
wego (7). + ’[baxf*ﬂzzlﬁizs\ )
Polgezenia takie w przypadku n=2 / / .
przedstawia rysunek 18.
Jezeli warto$é u jest dostatecznie - o, ==
mala, to turkefe Xy() po caasie 1=T 7% 19 Schomat polres de for
osiggng wartodei zblizone do pierwiast- padku n=2
kéw ukladu réwnar. Jesli w nastepnym
kroku za wartosei poczatkowe funkeji X, (f) wezmiemy wartosci znalezione
na pierwiastki, to funkeje te nie powinny prawie réznié si¢ od statych.
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Przedstawione tutaj zastosowanie analizatora ma te zasadnicza nie-
dogodnodé, ze przeksztalcenie maecierzy wspélezynnikéw na macierz
definitywnie dodatnig bywa czesto zadaniem bardzo skomplikowanym
i wtedy mefoda si¢ nie oplaca.

5.2. Analiza wielomianéw algebraicznych. Aby zbadaé¢ przebieg
wielomianu

1
9 — @™ - - o @ .. 4 ay,

n! {n—1)!

laczymy w szereg uklady catkujace w sposéb przedstawiony na rysunku 19.
Do wejécia pierwszego ukladu przykladamy wielko$é staly réwna a,.
Stalg calkowania tego ukladu dobieramy réwng a,, przez co jego napigcie
wyjéciowe wynosi a2 --a,. Stalg catkowania drugiego ukladu dajemy réw-
ng a,, wobec czego jego napiecie wyjsciowe wynosi a,»2/2 a,24-a,. Poste-
pujac dalej podobnie, na wyjsciu ostatniego ukladu ecalkujgcego otrzy-

mujemy wielomian (9).
Wspélezynniki wielomianu dobieramy przez odpowiednig regulacje
potencjometréw okreflajacych stale calkowania. Mozemy rozszerzyé zakres
" wspolezynnikéw wielomianu da-

10 ... X . .
% Sl fapriaea, _{>"’"L‘,‘"" jac przy calkowaniu wspélezyn-
mrgg niki rézne od jednosei.

Rys. 19. Polaczenie ukladéw calkujacych w celu P.rzez Zal&cze?le Wy-ié(fia'
uzyskania wielomianu (9) ostatniego z ukladéw calkujg-

cych do oscyloskopu otrzymu-
jemy na nim obraz wielomianu (9), co umozliwia np. ustalenie
.przyblizonego polozenia jego pierwiastkéw.

5.3. Analiza harmoniczna. Dla znalezienia funkeji harmonieznej
okresowej f(f) o okresie podstawowym T'=1 poslugujemy si¢ wzorami
Eulera-Fourier’a:

1 i
an=20ff(t) cos 2z nidt, bn=2off(t) sin 27 n ¢ dt.

Napigcie o przebiegu f(¢) wytwarzamy za pomoca generatora funkeyj-
nego, napigcia o przebiegu cos2znt lub sin2znt mozemy otrzymad np.
jako rozwigzanie réwnania rézniczkowego

u"+4mnu =0

z odpowiednimi warunkami poczgtkowymi.

Przez elektronowe pomnozenie f(f) przez 2 cos2znt Iub 2sin2mni
oraz scalkowanie tego iloczynu w granicach od 0 do 7, etrzymujemy
szukane wspélezynniki szeregu Fouriera funkeji f(f).
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6. Dokladno$é wynikéw i zakres dzialania

Dokladnosé uzyskiwanych wynikéw zalesy przede Wszystklm ‘od
precyzji dzialania ukladéw rachujacych. W analizatorze ARR niedoklad-
nosci dzialania ukladéw sumujacych i calkujacych nie sg wigksze niz
0,59% najwigkszego mnapiecia wyjéciowego, natomiast w generatorach
funkeji i ukladach mnozacych niedokladno$ci w przypadkach nieko-
rzystnych mogg dochodzié do 29,. Dokladno$§é uzyskiwanych rozwig-
zan zalezy od ilosci- i rodzaju ukladéw rachujacych wchodzgeych
w schemat rozwigzujaey danego réwnania, jak réwniez od ‘tego,
w jakim stopniu réwnanie to jest czule na wszelkiego rodzaju niedeci-
stofci. Ogélnie biorge, dokladnodé¢ ARR’a wystarcza dla celéw technicz-
nych, gdy obiektem badanym jest uklad fizyezny, ktéry nie jest zbyt
wrazliwy na zmiany parametréw.

W analizatorze ARR przewiduje sie 8 ukladéw sumujgeych po 10
skladnikéw, 8 calkujacych, 6 ukladéw mnozacych, 6 generatoréw funkeji
i 4 generatory funkeji specjalnych (liniowych i sinusoidalnych). Caty
analizator bedzie mial okolo 600X 200X 70 cm i bedzie zawieral okolo 400
lamp elektronowych. Jest to stosunkowo niewiele, jezeli zwazy si¢ duze
mozliwoéei analizatora. Wydaje sie, ze przyjeta ilo§é ukladéw rachujgcych
wystarezy do zastosowain praktycznych, w przeciwnym za$§ przypadku
analizator moze wymagaé powiekszenia.

7. Zakoiczenie

W poprzednich rozdzialach wykazano, ze dzialanie analizatora ARR
opiers sig na stosunkowo prostych zasadach. Obstuga ARR’a jest nieskom-
plikowana, szybko$é zaé§ uzyskiwania rozwigzan bardzo duza, dzieki cze-
mu aparat ten moze oddaé¢ duze uslugi np. przy analizie zjawisk fizyez-
nych lub projektowaniu urzagdzen technicznych. Poniewaz ARR jest wy-
konany niemal wylaeznie z elementéw znormalizowanych, koszt jego
budowy jest stosunkowo niewielki. Dzigki temu aparat tego typu moze
byé dostepny dla szerszego kregu interesantéw.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela ‘dnia 16. 3. 1953 .

Zastosowania Matematyki 1T
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J, IVKATIEBH Y (Bapmana)

SJERTPOHHBIN AHAJIH3ATOP JUHOPEPEHIIHAJNBHBIX YPABHEHHH
»ARR” I HEKOTOPBIE EI'O IPUMEHEHHUA

PESIOME

Crarpl NPUBOJWT B COKpameHHON ¢opMe BarkHelimiue NPUHUUNL AeHCTBUA
n cdepy npuMmeHeHMH aHanmsaTopa HxuUPPepeHnmanbHHX YpasHenu# ,ARR”, co-
opysenHoro I'pynmo#t MaremaTudecknx Amnmaparos Mar. Hacruryra Ioabckoit
Axagemun Hayx B Bapmase. AHajausaTop NOCTPOEH Ha NPHHIMWNE T. H. ,,0deKTPH-
9ecKOM peanusauun’’ 3aKIA0IA0ONEHCA B TOM, UTO AiA KAHHOTO YPABHEHHA COCTABIAEM
SIIEKTPHYECKYIO CHCTeMY, NOBeJeHNE KOTOpoli NOXYMHACTCA 2TOMY YPABHEHHIO, & 3a-
TeM MOBefeHMe STO M3MepsAeM. Biarofaps onucaHHEQMY aHAJN3ATOPY MOMKHO OYEHH
6ncrpo pemarh OCHKHOBeHHHIe JdnHeliHne AuddepeENMaNbHEE YPABHEHUA K "HEKO-
TOopHe HeAuHeWHHE ¢ HOrPEHmIHOCTHI0 B OOIUM ClAyYae He MPEeBHCIIAIHIEH HECKOJb-
KHUX HPOLEHTOB.

L. LUKASZEWICZ (Warszawa)

BELECTRONIC ANALYSER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS “ARR” AND
SOME OF ITS APPLICATIONS

SUMMARY

The author gives a brief account of the operating principles and range of appli-
cations of the differential equatios analyser ‘“ARR”, which is now being constructed
by the Division of Mathematical Instruments of the Mathematical Institute of the
Polish Academy of Sciences in Warsaw. The analyser is built on the principle of the
so-called ,,electrical realisation’’, which consists in forming for a given equation an elec-
tric system whose behaviour is governed by that equation, and then measuring
characteristics of that system. The analyser described here makes possible a quick
solution of ordinary linear -differential equations and some non-linear ones with an
error not exceeding, on the whole, a few hundredths.
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