F.MISZTAL (Warszawa)

METODA PRZYBLIZONEGO ROZWIAZYWANIA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH CZASTKOWYCH

Réwnanie o pochodnych czastkowych, w ktérym szukana funkcja
zalezy od n zmiennych, mozna rozwigza¢ w przyblizeniu zastepujae po-
chodne wzgledem niektérych zmiennyeh przez odpowiednie réznice skori-
czone. W przypadku szezegélnym, gdy zastapimy pochodne wizgledem
n—1 zmiennych przez réznice skonczone, réwnanie sprowadzi si¢ w roz-
wazanym przedziale do réwnania rézniczkowego zwyczajnego.

Drzielge obszar, w ktérym jest okreflone réwnanie rézniczkowe czgst-
kowe, na skonezong liczbe przedzialéw i stosujac do kazdego z nich opi-
sang metode otrzymujemy uklad réwnan rézniezkowych zwyezajnych,
ktory mozna rozwigza¢ sposobami klasyeznymi. Jesli funkeja okreslona
cidle przez dane réwnanie rézniczkowe czastkowe jest ciggla w calym
obszarze, to jest ona okreflona w przyblizeniu przez uklad réwnan otrzy-
many w podany sposéb. Przyblizenie jest tym lepsze, im mniejsze 83 od-
chylenia funkeji w przyjetych przedzialach od przebiegu liniowego miedzy
jej wartosciami na krajach przedzialow.

Proponowang metode oméwimy szezegbélowo na przykladzie!) na-
stepujacego réownania:

1 0z 9z
(1) O +a i 0,

przyjmujge dla uproszezenia, ze zachodzi ono w obszarze od =0 do r=x,
i od y=0 do y=y,. Dzielac przyjety obszar na skonezong liczbe n1
przedzialéw (paskow) o szerokosei y,=y,—y;=...=Yo— Yp=4y 1 zaste-
pujge pochodne czgstkowe wzgledem y wzdluz kazdej z prostyeh y=1y;
przez odpowiednie réznice skoriczone, otrzymujemy przyblizony uklad »
réwnan rézniczkowych zwyczajnych

&z, Az, a .

ax? =% =—20a Ayz_ =— —A‘gf (Bip1— 22 +20) =

(2a) i
=—a* (g —22%+2_,) da i=1,2,...,n,

1) Mozliwe jest uogélnienie metody i oszacowania jej bledu. Zapraszamy Czy-
telnikow do zrobienia tych dwéch krokéw uzupelniajgcych. (Redakeja.)
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przy czym wzdluz prostych ograniczajgcych obszar (y=0 ¢ y=1y,) funkcje
2(x,0)=2, i 2(z,y,)=2" s3 okreflone przez warunki brzegowe.

Podobny uklad réwnant (spotykany w niektérych zagadnieniach
fizyeznych) mozna otrzymaé na nieco innej drodze. Calkujae mianowicie
réwnanie (1) wzgledem y w granicach od 0 do y; (¢=1,2,...,r) mamy

Yotz 0z, 0z,
e Ay =—af— ——].
dy dy

oz’

Zastepujae nastepnie calke po lewej stronie réwnania przez sume iloczy-
néw (dz[da*) Ay (i=1,2,...,r) oraz pochodne po prawej stronie przez
odpowiednie réznice skonczone, otrzymujemy uklad » przyblizonych
liniowyeh réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu

a

2y =— -A—y_{ ((zo— 2)— (2, — zz)) = “az((zo- 2y) — (51— zz)),

2+ 5 =—d((20—2)— (22— zs))’

.........................

a'ta 4o o= — (5 —a)— (2—2"),
lub, w ogélnej postaci,
T r dzzi

(2¢) 2 = e =—a(t—2)— (&—2%,1)) dla  r=1,2,...,m,

=1 i=1
przy czym wielkosei 2° oraz z, sg okreslone przez warunki brzegowe.

Rozpatrujae w dalszym ciggu drugi z otrzymanych ukladéw réwnan
(2b) zalézmy na razie, ze obie wymienione wielkosci brzegowe sg stale,
czyli ze z,—const oraz 2°=const.

Mnozge przy tym zalozeniu réwnania (2b) z wyjgtkiem jednego,
np. ostatniego, kolejno przez stale czynniki p,,p;,...,0,_; (p,=1) i do-
dajgc je wszystkie do siebie stronami, sprowadzamy ten uklad do jednego
réwnania, przy czym stawiamy warunek, by mialo ono postaé

(3) kver' +Fozy + .ot Epo = 00 (By2 + Koo+ oot K2+ ko Zy),

czyli n . "
2 k; tjl:; = gaz-(z kiz; + kozo),
i=1 i=1

(]

Zastosowania Matematyki 11 27
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gdzie
k, zpl+p2+"'+pn—l+1’ oki=p1 4+t +Pu1 12,
ky =po+p3+...+pp_1+1, ok = py—p1,
ki =pitpiat. . +Paar+1l, ok =pi—piy,
kp_1=pu1+1, 0Ky 1 =Pp_1—Pn_2;
k, =1, oky =1—p,_,
OrYazZ

okoZo= —(p1+P2+ ... +Pp_1+1)2,—2" =const.

Z warunku postawionego przy réwnaniu (3) wynika » réwnan

PitPat.o+Paatl  PotPat..c +HPaatl

(4) 5=
P+t P+ 2 Pr— M

- Ppoat+1 _ 1
?ﬂ-l—?n—z 1-— Pna ’
ktore dla kazdego czynnika p; wyznaczajg n warto$ci®): pi,Piy...sPin-
Wistawiajac te wartosei kolejno w réwnanie (3) otrzymamy = tej
samej postaci réwnain liniowyeh

(5) klfz{"l‘kzizé'"*‘---+kniz;;,j=Qiaz(klfzrf‘kzjzz“f‘---+knjzn+ko§o);
ezyli
hd n
Zkti da? =g (Zkijzi+kozo) dla j§=1,2,...,n
=1

i=1

Wyrazenie w nawiasie po prawej stronie kazdego z réwnan (5) w tej
postaci (k,Z,=const) po dwukrotnym zrézniczkowaniu wzgledem z staje
sie tozsameosciowo réwne stronie lewej; podstawiajae wiee zamiast tego

wyrazenia (%) otrzymujemy

&*u;
(6) -W? = u;'-——" 0; a’u,- = afuj.

1) Metodg ta mona sprowadzié dowolny uklad réwnah typu

n dzﬂ o
2 Ao =tent D eyu da  j=1,2,...n
=1 dw f==l ’

do jednego réwnania postaci (3).



Metoda przyblizonego rozwiqrywania réwnan 419

Ogélnym rozwigzaniem tego réwnania jest
7) u=0,;6" +0ye”

W ostatecznym wiee wymku, Po wyznaczenin stalyeh Oy i Cy z wa-)
runkéw brzegowych, otrzymujemy n réwnah liniowych (dla j=1,2,...,n),

=kyo ko2 +...+k ,z,,—l—kozo—Zk,,,z,—{—kozo—

1=1

=0y 1 Cpe™ =@;(x),

z ktérych mozna wyznaczyé przebieg funkeji 2;=%;(x) wzdluz linii (réw-
nolegltych) ¥=91,%s;--+,Yn-

W warunkach innych niz w opisanym przypadku, w ktérym zalozo-
no, ze w réwnaniach (2) mamy z,=const oraz z,,,=const, rozwigzanie
réwnati (5) bedzie zalezalo od postaci funkeji okredlajacej te wielkosei.

Przyblizong metod¢ rozpatrzong na przykladzie réwnania (1) mozna
stosowaé, jak to bylo wspomniane na poczgtku, w ogéle do dowol-
nych réwnan o pochodnych ezgstkowyceh réznych rzedéw, gdzie szukana
funkcja jest zalezna od wielu zmiennych. Tak na przyklad dla réwnania

6’2 L B 0z - 8z —o
o | amoyt ' oy

mielibysmy, podobnie jak w rozpatrzonym przykladzie, uklad zwyklych

réwnan rézniczkowych

d*z; Mz dy Ay

=0
ar* ' Ayt dx Ay

‘albo

d?z; 1 1
dw; + v (Bip1— 24— 2_1)+ Y (%32 341+ 32— 2;_4)=0

dla i=1,2,...,n ’
W. przypadku réwnania

Fu  Pu + 62u_0
o Vo ToE "
kiedy szukana funkcja u jest zalezna od trzech zmiennych, dzielge dany

obszar na n+1 réwnych przedzialdéw (Ady) wzdluz y i na m-41 takich
27*
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przedzialéw (4dz) wzdluz 2, otrzymaliby$Smy uklad nm zwyklyeh réwnan
rézniczkowych

d2 Wi; N A 2’“1;7' Az Ui; _

de* Ay A2 -

1 1
=— A—'yi ("(i+1);' — 2uy; + “(1_1)7') T AE (ui(1+1) — QU — ”i(;_l))

dla ¢=1,2,...,n, j=1,2,...,m, gdzie u;=u(z,y;,2).
W obydwéch przypadkach warunki brzegowe daja dalsze réwnania:
w pierwszym 2, w drugim n-t+m-4.

X Y
I% W = —— 0—{—0—- —— fg—
&N °1 l E
E ' 2 ! — | =
sl © I <. =
ESIE N : -
< ! | - =
X N T O O D -
_QI 0§ symetrii —f 4
|
L1
o

Rys. 1. Schemat symetrycznej i symetryeznie obeciazonej pryzmatycznej belki
cienkodciennej o prostokatnym przekroju jednoobwodowym

Opisana przyblizona metoda moze byé w wielu przypadkach bardzo
dogodna, zwlaszeza w uzupehmieniu wykre§lnym jako metoda numeryezno-
-wykreflna. Wyznaczajac, np. w rozpatrzonym przypadku réwnania (1),
analityeznie przebieg funkeji z;=%;(x) wzdluz kilku linii réwnolegiych
Y1,Y2,... MOZNa nastepnie wykreslnie wyznaczyé dowolng liczbe krzywych
przebiegu z(z,y) wzdluz dowolnyeh linii poprzecznych, otrzymujge w ten
sposob siatke wykreséw okreslajaeych wielkos$é z(x,y) w calym obszarze
réwnania (1). Czesto juz rozlozenie réwnania (1) na dwa lub trzy zwykle
réwnania rézniczkowe daje dostateczng dokladnosé, co najprosciej bedzie
pokazaé na przykladzie liczbowym.

PRZYKEAD. Za przyklad moze stuzyé przypadek z teorii sprezystosei
przedstawiony na rysunku 1. Jest to cienkoscienna belka pryzmatyczna
o jednoobwodowym przekroju prostokatnym, z jednej strony podparta
sztywnie w czterech punktach naroznych, a z drugiej strony obcigzona
momentem zginajageym w plaszezyznie xy.
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Wobec symetrii konstrukeji i obeigzenn mozna rozpatrywad tylko
polowe powloki, np. wierzchniej, zaznaczonej na rysunku.

W rozpatrywanym przypadku dla naprezen normalnych (¢) w prze-
krojach poprzecznych takiej jednolitej powloki, z warunku ecigglosei
przemieszezen wynika (w zakresie stateeznogei) réwnanie (zob. [1])

) Po G Fo_,
' ot E oy
gdzie E i G oznaczaja stale sprezystodci materialu powloki.

Jezeli zalozymy, ze powloka jest zakonezona w narozach wzdluinymi
elementami wprowadzajgeymi sily skupione, tak uksztaltowanymi, ze
zapewniaja one stale naprezenia wzdluz jej naroznych brzegéw réwne o,
to otrzymamy dla niej nastepujace warunki brzegowe:

o(0,y)=o0, o(%,y)=0,
(10)
da(z,0)

ay =0, o(®,Yo)=0p.

Stosujac w tym przykladzie opisang metode i dzielae cala powloke
na 5 przedzialéw o réwnych szerokofeiach b, wyznaczymy przebieg na-
prezen o, i o, wzdiuz linii podzialu jej symetrycznej polowy 1 i 2 (rys. 1).
Rozkladamy wiec réwnanie (9) na dwa zwykle réwnania rézniczkowe dru-
giego rzedu:

dzal " 2
dr? =0, =a (0,— ay),
(11)
d261 d262 r Iz 2 . 2 1 (;
TE T g =t =dle—a), glie «=15- 4.

W tym przypadku, wobec warunku brzegowego do/0y=0 dla y=0,
odpada w obydwéch réwnaniach wyraz ¢,— o, =0 oraz wedlug warunku
o=0, dla y=y, ostatni wyraz w drugim réwnaniu o, ,= 63=0¢"=q,.

Mnozgc drugie réwnanie przez czynnik p oraz dodajgc obydwa do
siebie otrzymujemy

(12) (p+1)0;" + po;’ = a?(oy + (p—1) 63— poy).
Stagd wynika dla ezynnika p réwnanie
p+1 1

1 p—1
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o dwoéeh pierwiastkach

1 5
n=7 + -'/2— ~1,618, py= —0,618.

_V5
2

ml»—a

Podstawiajge « w r6wnania (12) za wyrazenie w nawiasie i ré6zniczkujae
je dwukrotnie wzgledem z otrzymujemy

Cu ok 2
s =u'=—— u=au,

43 @ pr1
a stad rozwigzanie ogélne w postaci
u= 0+ Cye™™.
Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych wedlug (10)
z=0, 0,=0,=0y, u=9~0,
r=x,, 0,=0,=0. U= —Pay,
wstawiajage kolejno wartosei p, i p,, dochodzimy do zwigzkéw

A Sinh dlw

=0y + (p1 —1) oy — p16p= "‘Pl'i"o—smhalﬂ;0 = —p16,Py,
(14)
sinh g,z
= —1 —_— = — —_— == — @,
4y = 01 + (P2— 1) 63— P30, P20y sinh ay7, P20y Ps.

Po rozwigzaniu ostatnich réwnan otrzymujemy ostatecznie

oy pf pg

=1 D, + - Py =1—-1,170,+0,17F,,
Oy D1 — P2 P1— Pa

F] y 3

G I ¢1+ = Py=1—0,724 D, — 0,276 D,.
Gy Dy —Pq pz

- Przyjmujge w rozpatrywanym przykladzie calkowity szerokosé
powloki b,=175 em (rys. 1), tj. b=b,/5=15 cm, mamy

— & 0,0408 em™!
]/E 15 1/8 OE0e em

O ~0,0252 em™!, @y = - A 0,066 cm™
H’1+1 Vo + 1

Réwnanie (9) mozna rozwigzaé w zalozonych warunkach brzegowych
réwniez metodg rozwinigcia w szereg Fouriera. Dla poréwnania podamy
to rozwigzanie w gotowej postaei (zob. [1]):

=
-
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c 4 « sinha,z (—1)®92  pmy
16 — 14 LSO —=
(16) A T+ 7 Z sinh o, z, n cos 29,
gdzie L
w=""1/9 moi,e,..).
2%,

Poréwnujge to rozwigzanie z drugim z réwnan (15) znajdujemy w roz-
patrywanym przypadku {2y,=b,=175 cm, y=22,5 cm)

T

=122

ny 3
ty  €OS—— ==CO8 - M.
2Y 10
Latwo mozna sie przekonad, ze szereg w réwnaniu (16) jest powoli
zbiezny dla x=x, i w poblizu tej wartodei, natomiast w dalszych.przekro-
jach jego zbieznos$é bardzo szybko si¢ polepsza.

/ ’
4 125.
Ay 100
/ (3P
4
7 <
}os 0 4
S 06 o
§0.4 y. | y| ’525 +
) 50
%) " 0
Q}/ 'il o yl\ .

Rys. 2. Wykresy napreien normalnych (o) w przekrojach
poprzecznych powloki belki przedstawionej na rysunku 1

krzywe wyznaczone z réwnania (16) i proste
okreélone przez warunki brzegowe,

— — — — krzywe wyznaczone z réwnania (15),
krzywe wyznaczone wykreflnie,

2,>300 em

Na rysunku 2 umieszezono razem wykresy naprezen normalnych
(¢/o,) W poprzecznych przekrojach powloki rozpatrywanej w przykladzie
belki, wyznaczone z réwnan (15) i (16) oraz wykreflnie. Widaé, ze krzywe,
wyznaczone metoda przyblizong na podstawie réwnan (15), odbiegajg
tylko nieznacznie na malych odcinkach w poblizu nieobcigzonej krawedzi
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powloki (x=x,) od wykreséw otrzymanych z réownania (16). bedgcego
scistym rozwigzaniem réwnania (9).

Praca cytowana

[1] F. Misztal, Wprowadzanie wzdlusnych sil skupionych w ecylindrycznych
konstrukcjach powlokowych za pomocq elemeniéw o réwnomiernej wytrzymalobei, Archi-
wum Budowy Maszyn 1 (1955), str. 3-54.

v’

Praca wplynela dnia 13. 1. 1955 .

©. MENTAJD (Bapmana)

METOJ NPHBJIHXEHHOIO PEIMIEHHA NUOPEPEHIIHA/IBHBIX
YPABHEHH R C YACTHBIMH I1POH3BOJHEBIMH

PEBIOME

B crarse mpejcTaBieH METOX, HO KoTopoMy B HuddepenuuaibHHX ypaBHEHHAX
€ YaCTHHMY NPOUSBOAHHMMY, ONpeReJAnuX PYHKUUIO 7 HePeMeHHEX, TPON3BORHEE
10 HEKOTOPHM M3 3TUX NEePeMOHHHX, B 0CO0EHHOCTM WO n—1 TMepeMeHHHX, MOKHO
3QMEHATH B ONPeleNEeHHHX NpefeliaX COOTBETCTBYIOIUMMM KOHEUYHHIMH pa3HOCTAMM.
B aToM 4aCTHOM CIy4Yae MOMHO, TAKHM O00pPABOM, NOIYYUTH CUCTEMY NPHCIUMEHHBIX
00BHIKHOBEeHHHX AuPPepeHINaNbHHX YPAaBHEHUN, KOTOPYIO YyiHe MOKHO PEUIUTH KIACCH-
YECKIMI METOXAMH. ]

TpegmaraeMuit MeTOX PacCMOTPeH HA HPMMEpe YDABHEHMA

atz 0%z
(*) — +a

—Z =0,
ozt ay?

onpeneneHHoro B obmacru =0, x=x, 4 y=0, y=y,. Heaa gaunyio obaacts Ha n+1
PABHHX HHTEPBAIOB, WOJy4YaeM CHCTEMY OOHKHOBEHHHX AuddepeHLUANBPHHX ypas-
HeHMH BHUJA

o =— ((B— =) — (3,—2,,,) upu r=1,2,. . .n.

B cratbe paerca MeTOX NMpuBeAEHUA dTOH CUCTEME K OJHOMY YDPaBHEHMIO BHAA

d*z,

" n
ki—.‘"' = :12( k‘z + k050)9
a 3aTeM K Ccucreme ypaBHeHﬂﬁ BUAA

o, B % - .
Zk,,d'—: =a’(2k,,z‘+ ko o) mpu j=1,2,...,m,
= & =1
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ofmuM peleHWeM KOTOPHX ABIAECTCA CHCTEMA JHMHEHHHX ypanHeHWi

2 z‘-i-k.,zo—Ol,ei‘—{-O’,,e"’F opu j=1,2,....n

=

MpuBsegennmit METOX WIIIOCTPHPYETCA UMCIAGHHLIM HpUMepOM, INpH4eM ua-

BECTHO TOYHOE PEUIeHNE YPABHEHNHA (*) NPH 3aJaHHEIX TPAHUYHHX yenosuax. Ha atom

ApuUMepe WONYYEHO II0 NpPeJCTABICHHOMY METORY YAOBJICTBOPUTEIBHOE MpHONNIKe-
HUe PperieHns. ' o

¥F.MISZTAL (Warszawa)
METHOD OF APPROXIMATE SOLUTION OF PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

The paper presents a method according to which in an equation with partial
derivatives defining a function dependent on « variables the derivatives with Tespect
to some variables, and in a particular case with respect to n—1 variables, can be
replaced in stated intervals by the corresponding finite differences. In this particu-
lar case, we obtain a system of approximate ordinary differential equations solvable
by means of classical methods.

The method suggested is illustrated on the equation

0‘:’ az,
(*) -—_z + a'_j =0,

given in the region from x= 0 to x=2x, and from y=0 to y=y,. Dividing the given
region into n-+1 equal intervals we obtain a system of n ordinary differential equa-
tions of the form

r dzz‘

ol (20— 2,) — (2,— 2,,,)) for r=1,2,...,n.

=1
The paper contains also a method of reducing this system to one equation of
the type
2 k‘%}- = q? (Zk z‘—{— koZo)

and subsequently to a system of the type

i’k‘,‘;;‘=& (Zk,z,-}-k.,_z.,) for j§=1,2,...,n,

i=1

whose general solution is the system of linear equations

3 ky#itkozo = Oyef+ Oye™®  for  j=1,2,....n.

f=]

A numerical example for the case where we have the exact solution of equation
(*) with.given boundary conditions shows that the method presented gives a good
approximation to the solution.
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