M. WARMUS (Wroclaw)

0 PEWNEJ METODZIE N UMERYCZNO-GRAFICZNEJ,
ZILUSTROWANEJ PRZYKIADEM Z KINEMATYKI
SILNIKOW W UKIADZIE V I GWIAZDOWYCH

Wiele zagadnienn technicznych sprowadza sie do takiego ukladu réw-
nant elementarnych (algebraicznych, trygonometrycznych itp.), ze —
mimo elementarnego charakterz samych réwnan — rozwigzanie ukladu
jest polgczone z duzymi trudnosciami numerycznymi. W takich przypad-
kach czesto szuka. si¢ niewiadomych funkeji lub ich wartosei w postaci
szeregéw potegowych czy trygonometrycznych, z ktérych bierze sig dwa
lub trzy pierwsze wyrazy, a poniewaz ocena bledu, czy tez dowdd zbiez-
nofei szeregu sg zazwyczaj ucigzliwe, to po prostu sie je opuszcza. Latwo
podaé przyklady, w ktérych takie niedozwolone uproszezenia prowadzg
do zupelnie blednych wynikéw.

Rys. 1. Ukiad korbowy V Rys. 2. Uklad korbowy gwiazdowy

Niniejsza praca jest przykladem pokonywania trudno$ci numerycz-
nych w rozwigzywaniu pewnego ukladu réwnan. Gléwnym jej celem jest
Pokazanie pewnej metody numeryczno-graficznej na konkretnym przy-
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kladzie technicznym. Nie jest natomiast jej celem zalatwienie wszystkich
trudnosci kinematycznych, na jakie natrafiaja konstruktorzy silnikéw
lotniczych i samochodowych. Mimo to, metody opisane w niniejszej
pracy mogg byé dla tych konstruktoréw pozyteczne w pewnych eta-
pach ich obliczerl. Zagadnienie techniczne rozwigzywane w tej pracy
pozwala przedstawié na przykladzie metode, ktéra moze znalezé zasto-
sowanie i w innych zagadnieniach.

W silnikach w ukladzie V i gwiazdowych stosuje sie uklady korbowe
przedstawione na rysunkach 1 i 2.

Bezposrednio z korbg 04 jest polgezony tylko korbowdd gléwny AB,
korbowody boczne C;D; (i=1,2,...) 83 polgczone z kdérbowodem gltéw-
nym sworzniami C;. Schemat takiego ukladu jest na rysunku 3.

Rys. 3. Schemat ukladu korbowego z korbowodem bocznym

0§ OB jest osig cylindra gléwnego, o§ OD; osig cylindra i-tego, OA
jest korbg walu gléwnego, AB korbowodem gléwnym, z ktérym odeinek
AC; jest zwigzany sztywno, C;D; jest korbowodem ¢-tym. Litera r oznacza
diugodé korby 04, L i L; — dlugosei korbowodéw AB i C.D;, a; — dlu-
gosé odcinka AC;, »; — wspélrzedng sworznia D;, ktérym korbowéd
laezy CO;D; sie z tlokiem i-tego cylindra; a oznacza kat, ktéry korba OA
tworzy z osig OB cylindra giéwnego, a; — kat, ktéry korba 04 tworzy
z osig OD; cylindra ¢-tego, 8 — kat, ktéry korbowdd gléwny AB tworzy
z osia OB cylindra gléwnego, f; — kat, ktéory korbowéd C.D; tworzy
z osig OD; cylindra ¢-tego, y; — kat, ktéry of OD; cylindra i-tego tworzy
z osig OB cylindra gléwnego, 8; — kat, ktéry odcinek AC; tworzy z kor-
bowodem gléwnym AB, wreszcie y; — kat, ktéry odcinek AC; tworzy
z kierunkiem osi OD; cylindra iYego. Wszystkie katy s3 zorientowane,
zwrot dodatni przyjeto jak na rysunku 3.
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Z rysunku 3 odezytujemy z latwoscig nastepujace zwigzki:
1) @ =108+ a; cosy;+ Lyeosfy,  ay=a—y;,  yi=f—v;i+4;,
L;sin ;= —rsina;—a;siny,, Lsinf=—rsina.

Przez wprowadzenie nowych wielkosei

&;
L’

zastepujemy uklad (1) przez nastepujacy uklad réwnan:

r a;

,
(2) & }»i=fi', A=T’ =T Pi=vi—0;

3) &= 4; €08 a;+ 77, cO8 ;08 B, a=a—y;,  Y=B—a,
sin f;= — A;sina; — 7, 8in g;, sin = — Asina.
Stad mozna obliezyé §&; jako funkcje kata a:
&=Fi(a@)=12; cos p; cos a+(4; siny; — Az, sing;) sina+

+; cos ;1 —A2 gin?a +Y/1— M2,

gdzie

M =1, siny; cos a+ (An; cosg;—2A; cosy;) sina-+ 7; sing; V1—2%sin%a,
albo jako funkcje kata o;:
.

§=F;(a;))= (4~ An; sing; sin y;) cos a;— An; sing; cos y; sina; +

(5)
+71 0089 Y1 — A% sin®(a;+ ;) +V 1 — N2,

gdzie
N =2n; cosg; sin y; cos a;+ (An; cosy; cosp;— 4;) sina; -+
+1; sing; Y1 — 4% sin?(a; + ).

Dla uproszczenia obliczen zaklada sie zazwyeczaj ¢;=0 i rozwija
funkecje &,=7f;(a) albo &= F;(a;) W szereg potegowy lub trygonometryczny,
zachowujac jedynie pierwsze trzy wyrazy!). Przy tych obliczeniach nie
szacuje sie reszty, a wiee nawet nie wiadomo, z jaks dokladnoscia obli-
cza sig szukane wielkodei. Zalozenie ¢,=0, nie zawsze zresztg robione,
krepuje konstruktoréw, przyznaé jednak trzeba, ze przyjecie ¢;#0 bar-
dzo utrudnia obliczenia. Rozwiniecie funkeji f;(a) danej wzorem (4) lub
funkeji F,(e;) danej wzorem (5) w szereg potegowy lub trygonome-
tryczny jest bardzo zmudne i daje diugie i skomplikowane wyrazenia
na wspélezynniki. Jesli nawet ograniczyé sie tylko do trzech pierwszych
Wyrazgw szeregu, to jui otrzymuje sig wzory dhugie i zawile.

1) Por. C. B. Biezeno und R. Grammel, Techknische Dynamik, Berlin 1939,
str. 889..
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Jednym z wazZniejszych zagadnieni, jakie napotyka konstruktor
w obliczeniach silnika w ukladzie V lub gwiazdowego, jest wyznaczenie
polozenia punktéw zwrotnych i skoku tloka w kazdym cylindrze. W opisy-
wanym ukladzie korbowym obliczenie polozenia punktéw zwrotnych
i skoku tloka dla eylindra gléwnego nie przedstawia zadnyeh trudnosei.
Analogiczne obliczenie -dla cylindré6w boeznych jest znacznie trudniejsze.

W dalszym ciggu podano nowg metode obliczenia polozenia punktéw
zwrotnych dla cylindré6w bocznych z dowolng dokladnoscia, bez zaloze-
nia, ze @;=0.

Punkty zwrotne &, i &, (pierwszy z nich nazywaé bedziemy gdr-
nym, a drugi dolnym punktem zwrotnym) moina obliczyé z ukladu (3)
po dolgezeniu don warunku

a6
da = da;

Warunek ten po obliczeniv pochodnej dé&;/da z réwnan (3) i pe upo-
rzgdkowaniu daje si¢ ujaé w postaé

A; 08 8 sin (a;— B;) — An; cos a sin(yp; — ;)= 0,
co po wprowadzeniu nowego symbolu #;= An;/A;= a;/L przechodzi w

(6) sin (0, — ) = — 5 osasin(p—f)  (cosf£0)

W celu wyznaczenia zatem punktéw zwrotnych, nalezy rozwigzaé
uklad réwnan
) a=a;+y;, sinf=-—Asina, P;=F—g;,
7
cos B

sin ;= -4, sina; —n; siny,, sin (a; —f;)= cosa sin(y;—f;),
gdzie 4, 4;, n;, n;y s, @; 83 dane, a a, a;, B, f;, y; szukane, i podstawié otrzy-
mane wartodei o, §; i v; do pierwszego réwnania (3). Poniewaz warunek
(6) jest warunkiem koniecznym, ale méglby byé warunkiem niewystar-
czajgeym do istnienia ekstremum funkeji &;=7;(a) czy funkeji &= F,;(q;),
wige nalezy sprawdzié, czy uzyskane rozwigzania ukladu (7) sg rzeczy-
widcie wartodciami parametréw w punktach zwrotnych.

Metoda przeze mnie proponowana jest metods iteracyjng. W pierw-
szym réwnaniu (7) podstawiam za o warto§é przyblizons tego parametru
(za pierwsze przyblizenie mozna na przyklad 'przyjaé o;=0 dla gor-
nego punktu zwrotnego, a a;=180° dla dolnego punktu zwrotnego) i ob-
liczam ¢. 7 nastepnych réwnan obliczam kolejno 8, v; i f;. Wreszcie
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z ostatniego réwnania obliczam q;, przyjmujac zs «, f, f;, y; wartosei
z poprzednich réwnan. Uzyskang warto§é o; przyjmuje za wyjsciowe
przyblizenie w nastepnym cyklu iteracyjnym: wstawiam jg do pierwszego
réwnania (7), obliczam stad a, z nastepnych réwnan obliczam nowe
wartodei B, y; if;, a z ostatniego nowa wartodé «;, ktora znowu przyj-
muje za wyjéciowyg do dalszej iteracji itd. Jezeli sie udowodni, ze ta-
kie postepowanie iteracyjne jest zbiezne, to mozna je przerwaé, gdy sie¢
dojdzie do wartodei parametrow dostateeznie bliskich wartodciom gra-
nicznym tychze parametréw. Jezeli zbieznogé iteracji jest szybka, to po-
stepowanie iteracyjne konczymy, gdy réznica miedzy dwiema kolejny-
mi wartosciami parametru a; staje si¢ mniejsza od zgdanej dokladnosci.

Zanim podam przyklad obliczenia polozenia punktéw zwrotnyech,
oméwie wazng Sprawe zbier\loéci opisanego procesu iteracyjnego i udo-
wodnie, ze proces ten istotnie daje polozenia punktéw zwrotnych. Zaczne
od wstepnyeh oszacowan. Niech bedzie — jak zazwyczaj —

0,222 <1< 0,323, 0,200 < 7,< 0,620,

80 g, < 00.
0,250 < 4, <0477, 0,177 <7,< 0,420, SPS

Z drugiego réwnania ukladu (7) mamy

[sin 8] <1< 0,323,
skad
{81<<18°50°40".

Zatem z trzeciego rownania (7) wylika
—18°50'40 " <1;<26°50°40 ", —0,27998 < —1n; siny;<0,20026.
Stad na podstawie czwartego réwnania z ukladu (7) wynika
—0,75698 = —0,27998 —0,4'77 <sin §;<0,20026 +0,477=0,67726,

czvhi
—49012/00" < §; <42°37'50 ",
a stad
s — Bil < 7600240 .

Poniewaz cos f>c0s18°50'40 ">0,94639, wige z ostatniego réwnania (7)
otrzymujemy
0,420
sin (a; — —————5in76°02'40 " <0,43070
[sin (a; —B;)| < 0,94639 511 y ’
ezyli
la;— ;1 <25°30°50” lab  |a;—180°—pB;]<<25°30'50 ",
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Z tej nieré6wnodei i poprzednio uzyskanego oszacowania dla §; otrzy-
mujemy

—T74%°42'50"<a;<68°08'40” lub  105°17'10" <a,; < 248°08'40".
Pierwsza z tych nieréwnoéei odpowiada gérnemu a druga dolnemu punk-
towi zwrotnemu.

Uzyskane powyzej oszacowania mozna jeszcze znacznie poprawié.
Ze wzgledu na symetrie silnikéw gwiazdowych mozna zalozyé, ze
40° < 9;<<160°. Zalézmy teraz na przyklad, ze

—74°42'50" <a; <— 40°00°00".
Witedy
—34%42'50" < 2 120°00°00 "

wedlug pierwszego réwnania. Z drugiego réwnania otrzymujemy
—18°50'40"<<4<10°36'00 ",
a z ftrzeciego
—18°50"40 " <9;<<18°36°00".
Obliczamy nastepnie z czwartego réwnania ukladu (7), ze
—2007'30"< B; < 41°19'50",
a z ostatniego réwnania, ze
—22038'50"<a; —f;<<11°06'00” lub  168°54'00"<a;—p;<<202°38'50".
Z ostatnich trzech nieréwnosei wynika, ze
—24°46'20"<a;<52°25°50" lub  166°46'30" <a;<<243°58'40",
a obie te nierdwnosci sa sprzeczne z zaloZeniem
—T74%42'50" <a; < —40°00°00".
A zatem q; nie moze leze¢ w tym przedziale.
Postepujac analogicznie dalej otrzymalem nastgpujace oszacowania:
1) Dia gérnego puni{tu zwrotnego:
—20°00'00 " < ;<< 20°0000 7, —18°50'40 "< << 0°00°00 ",
—18°50'40 " < 9;<8°00°00 ", —14°26'50" < §,<<21°18'40",
—15°36'10 " <a; —B;<<16°37'50".
2) Dla dolnego punktu zwrotnego:
131°0000 " < a; << 200°00°00 “, —2053'50" < < 18°50°40",
—2053'50" <1, <<26°50'40 ", —39°47'30" < §;< 11°13°00",
16505720 <a; —B; << 20400240 "
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S5 to juz oszacowania dosyé dobre, choé nienajlepsze. Mozna jednak
otrzymaé znacznie lepsze w mniejszych przedzialach dla danych para-
metréw. 1 tak na przyklad, zakladajac, ze 40°<y;<90° co zachodzi
zawsze W przypadku silnikéw w ukladzie V i w przypadku niektérych
tylko cylindréw silnikéw gwiazdowych, moglem juz otrzymaé drogy
szacowania pochodnych typu de;/0L;, 0a;/0p; (tzn. uwazajae «; dane
przez réwnania (7) za funkeje znanych parametréw r,L,L;,a;;7:,9;)
nastepujace nier6wnosei:

—5000'00" <a;<9°00°00",  —18950'40"<f<—T7°21'00",
1805040 " <1, < 0939700, —205800" < §,< 10°38'30 ",
—8011'30" <a;—B;<3°37'50".

Majac oszacowania szukanych parametréw mozna przystapié do
dowodu zbieznosci proponowanego procesu iteracyjnego.

Niech bedzie dana funkeja a;=g;(o;), okreslona przez réwnania
a=a;+y;,  sinf=—Aisine,  y;=f—g,
7

sin B;= — A; sin a;—#; sin y;, sin( a@;—pB;)= E'—;-B cosa sin (y; —B;),

(8)

ktére ofrzymujemy z ukladu (7) zastepujac w ostatnim réwnantu symbol
a; przez symbol a;. Jezeli zatem o;=aq;, jest pierwiastkiem ukladu réwnan
(7), to mamy &;o=g;(a;) =0y, jezeli natomiast a;, jest jedynie przybli-
zeniem pierwiastka ukladu réwnan (7), to a;,=g;(a;) jest nastepnym
z kolei przyblizeniem tego pierwiastka w procesie iteracyjnym.

Jezeli istnieje taka liczba ¢, ze

Coda;

(9) { <g<l1

1

a;

w calym rozpatrywanym przedziale zmiennej g, to proces. iteracyjny
jest na pewno zbiezny. .Istotnie, niech Aa; oznacza przyrost funkeji
a;=¢;(a;) odpowiadajacy przyrostowi Adq; zmiennej a;. Na mocy (9)
jest zatem '

(10) |d6;| <g|dayl.

Niech teraz o{”,ef!,a,... bedzie ciggiem kolejnych przyblizen pier-
wiastka g;=a;, ukiadu (7) i niech a{” =g;(«{), a{’ =g;(af"), af® =g;(af*),. ..
Jak wynika z opisu procesu iteracyjnego, jest -

(11) a®=a P dla n=1,2,...
Niech tdalej . :
Aa‘gn)r_ agn) _'_ai'n—-l), Aﬂ’_":aé”’——aé"’i) dla - 7I/=1,2,.. .
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Jest zatem na podstawie (11)
Ao =4a"? dla n=2,3,...
i na podstawie (10)

(12) 4V <q|da™ | dla n=2,3,...
Wynika stad, ze szereg
(13) a® + Ao+ AaP ...

jest zbiezny. Zbieznoéé za$ tego szeregu jest rownowazna ze zbieznodcig
ciggu
o, dP=af+4af’, oP=aof"+ 40"+ 4af,

ktérg nalezalo wykazaé. Cigg ten jest ponadto zbiezny do pierwiastka
ukladu (7), poniewaz na podstawie (11)

lim of = lim a{

N—>00 n—>00
Jest to zarazem jedyny pierwiastek tego ukladu w rozpatrywanym prze-
dziale zmiennodci a;, poniewaz z nieréwnosei (9) wynika, ze w danym prze-
dziale moze lezeé co najwyzej jeden punkt taki, ze a;=ae;. Wobec tego
znaleziony pierwiastek odpowiada wladnie wartosei parametru o; w gor-
nym punkeie zwrotnym, jesli nier6wnodé (9) udowodnimy w ealym prze-
dziale dajacym oszacowanie warto$ei a; w gérnym punkcie zwrothym
(2 wiee na przyklad w przedziale —20°<a;<20° uzyskanym w wyzej
opisanych oszacowaniach), i podobnie znaleziony pierwiastek bedzie
wartoseciag parametru o; w dolnym punkeie zwrotnym, jesli nierdwnosé (9)
udowodnimy w calym przedziale dajacym oszacowanie wartosci o; w dol-
nym punkcie.zwrotnym (a wiee na przyklad w przedziale 131°<a;<<200°
uzyskanym w Wwyzej opisanych oszacowaniach), poniewaz wartosci pa-
rametru o; w punktach zwrotnych muszg byé pierwiastkami ukladu (7),
a w danym przedziale ofrzymujemy tylko jeden pierwiastek.

Jak widzimy, przez udowodnienie nier6wnofei (9) w calym przedziale
dajacym oszacowanie wartosci a; w szukanym punkcie zwrotnym, uzysku-
jemy nie tylko dowdd zbieznosci postepowania iteracyjnego, ale ponadto
dowdd, ze warunek (6) jest wystarczajacy do istnienia ekstremum funkeji
danej wzorem (4) lub (5).

Nalezy zatem udowodni¢ nieréwnosé (9).

Pochodng da;/da; obliczamy z réwnan (8), rézniczkujge je wagle-
dem q;. Mozna ja napisaé w postaci

ag | dB;
dﬁi Pda +Qdai
dai o ~__—1'?/—_— !
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gdzie
P=sin g sin(a;—f;) + 7; cos a cos (y;—p;),
Q= cos 8 cos(a;—f;) —; cosa cos(y;—p;),
R=cos8f cos(a;—f;)+7; sina sin(y;—B;),
ag A ag; A s
. —_—_-—cosﬂcow, da: =Fsﬁ;(—cos<1i+ c:sﬁ cosa COSY;).

Szacujge te wyrazenia udowodnilem nier6wnogé (7) w przypadku,
gdy 40°<y,<100% Otrzymalem mianowicie oszacowania:

1) dla gérnego punktu zwrotnego
da;

3 ' < —0,07744,

a;

—0,98351<

2) dla dolnego punktu zwrotnego
i
da;

* <0,89534.
da;

0,02257<

Oszacowania te s3 obliczone z grubsza i mozna by je zaostrzyé, lecz
wymaga to dof§é zmudnych rachunkéw.

Obliczent dla pozostalego przedzialu 100°<y,;<<160° nie przeprowa-
dzalem, ale na podstawie wykonanych rachunkéw moge przypuszczad,
ze i w tym przypadku nieréwnpsé (9) pozostanie prawdziwa.

Pozostala jeszeze do omoéwienia sprawa dokladno$ei przyblizen
otrzymywanych. opisang metody iteracyjng.

Roéznice miedzy szukanym pierwiastkiem o; ukladu (7) a jego k-tym
z kolei przyblizeniem «f mozna na mocy (12) latwo oszacowaé jako reszte
R, széregu (13). Mamy bowiem

| Byl = | 4oV + Aol 4 [ < | 4oV 4 | daff I ... <

<|4aP|(g+a2+g*+...) =1 4afP|- 1——4-5'

Ale Ao =af® — oY, skad ostatecznie

(14) B <l a3 2
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Poniewaz obliczenie liczby ¢ przez szacowanie pochodnej da;/da;
zgodnie z wzorem (9) jest bardzo Zmudne, mozna w obliczeniach prak-
tycznych korzystaé z wzoru przyblizonego na te pochodng i przyjaé

jafv—af | oft—afD |
I~ — — = — — .
D — oA T T o]

Wzor (14) mozina wtedy zastgpié przez przyblizony wzér

(a’,("‘) - a‘gk—l) )2
P T

(15) | Rl w5

Podam teraz przyklad obliczenia polozenia punktéw zwrotnych.
Niech

A=0,25, 2,=0,35, 2,=0,38, ;=60°% g¢,=—5"
Obliczamy najpierw
An
= _hi =0,27143.
Zia wartodé wyjéciowsy do iteracji przyjmujemy: a;=0° dla gérnego

punktu zwrotnego, a,=18Q° dla dolnego punktu zwrotnego.
A oto obliczenia iteracyjne dla gérnego punktu zwrotnego:

Z pierwszego réwnania ukladu (7) obliczamy, 7e ¢ = 60°,

z drugiego ” ) ” w B =—12030715",

z trzeciego ” » ” o Py = —7°30'15","
z czwartego ” » y Be=" 2950'407,

z pigtego ” " N , @ = 1024'50".

~ Na tym kofczy sig pierwszy eykl iteracyjny. Za warto$é wyjsciows
do drugiego eyklu iteracyjnego bierzemy otrzymana z pierwszego cyklu,
tj. a;=1°24'50".. "

Z pierwszego rdéwnania ukladu (7) obliczamy, ze a = 61°24'50°,
z drugiego' ” ” 2 » B =—12°40'50",
z trzeciego " ” ” o W; = —7°40'50",
z czwartego = ., .y , . Bi=  2025'00",
z pigtego ” ” »” y @ = 1°04'45".

Wartosé  a;=1°04'45" bierzemy za wyjsciows do trzeciego cyklu
iteracyjnego i otrzymujemy kolejno

\

a=61°04'50", f=-—12938'20", y,=—7°38'20",
B;=2931'00", a;=1°09'30".
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Osfa.tnia z tych wartoéci bierzemy za _Wyjéciowa do czwartego z kolei

cyklu iteracyjnego i otrzymujemy kolejno
a=61009'30", f=-12039°00", y;=—T7939'00",
B;=2°29'40", a,=1°08'25".

Oszacujmy blad ostatniego przyblizénia, a;=1°08'25". W tym eclu poshu-
zymy sie wzorem (15). W symbolach tego wzoru otrzymali§my’w naszych
obliczeniach ¢{? =1°04'45", af?=1°09'30", of?=190825". Mamy zatem

(1°08'25" —1°09'30 ")2
[1009'30" —1°04'45"| —|1°08'25" —1°09'30 "

A oto obliczenia dla dolnego punktu zwrotnego:

ALY A~ 207,

7 pierwszego réwnania ukladu (7) obliczamy, ze o =240°00'007,
z drugiego ” ) ”» » B = 12°30'157,
z ftrzeciego ” » ” o ¥, = 17°30'15",
z czwartego ” ,, ” o By =—6°33'45",
z pigtego ” » ” » @ =176°41°15"..

Ostatnig z tych wartosei bierzemy — analogicznie jak to bylo dla
gérnego punktu zwrotnego — za wyjsciowa do drugiego cyklu iteracyj-
nego. Otrzymujemy kolejno

a=236°41'15", f=12003'30", ¢,=17°03'30",
B;=—T°34'05", @, =176°04'25".
W trzecim z kolei cyklu iteracyjnym otrzymujemy
' a=236°04'25", B=11°5820", ;=16°58'20",
Bi=—T7°45'10", a;=175°57'40".

Oszacujmy blad ostatniego przyblizenia, tj. a;=175°57'40". W symbo-
lach wzoru (15) otrzymaliSmy w naszych obliczeniach

a?=176%41'15", a?=176°04'25", oP=175°57'40".

Z wzoru (15) obliczamy — analogicznie jak w przypadku gérnego punktu
zwrotnego — |R;|a1'31". '

Chociaz opisana wyzej metoda iteracyjna daje na ogdt ciag przybli-
zen szybko zbieiny, jednak wymaga dosé duzej ilosci rachunkéw. Znaczne
uproszezenie procedury uzyskuje si¢ stosujac nomogram. Metoda nomo-
grafiezna ma jednak zazwyezaj te wade, 'ze jest za malo dokiadna.
W danym przypadku mozna skorzystaé z bardzo prostego nomogramu
0 duzej dokladnodei. Oto opis togQeaip jpogramu  Wraz ze sposobem
uzycia w postepowaniu iteracyjnyA® %
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Uklad réwnah (7) zastepujemy przez nastepujacy réwnowazny:

(8) a=a;+y;, (g) sing;={;,
(b) sinf=—A4sing, (h) m=v;—p;,
(¢) vi=B—g¢, -
(16) (d) o= —4 sine;, @) singg=-E2%% gz,
(e) wy=—n;siny;, S
() L=t oy, (1) ay=0;-+6;.

Proste dodawania (a), (c), (f), (h), (j) wykonuje si¢ bez uzycia nomo-
gramu. Nomogram jest zaprojektowany dla zaleznosci (b), ale rozwigzuje
réwniez réwnania (d), (e), (g), (i}. W jednym cyklu iteracyjnym wyko-
nujemy zatem 5 dodawan i pieciokrotnie korzystamy z tego samego
nomogramu,.

Nomogram (rys. 4) sklada sig z trzech czeéei: w ezesei I jest umieszezo-
na skala logarytmiczna sinuséw kgtéw wypisanyeh, pocigta na réwne
odcinki, w czesei IL jest podana taka sama skala, tylko dwa razy
zmniejszona (na skutek tego jest ona dwukrotnie powtérzona) i w wie-
kszym przedziale katéw, wreszcie w czedei III jest podana zwykla
skala logarytmiczna, pocieta réwniez na réwne odeinki. Nomogram
jest zatem zwyklym nomogramem o ftrzech drabinkach réwnoleglych
dla zaleznosei

log sinz=1ogy-}-log sinx,

jezeli skale T uwazaé za skalg @, skale II za skale 2z, skale III za skale y,
jedynie z tg réinica, ze skale pocigto na réwne odeinki.

Omoéwie teraz sposob korzystania z nomogramu w proponowanym
procesie iteracyjnym.

Wz6r (16b). Dane A i a, nalezy znalezé 8. Na skali I odnaj-
dujemy punkt odpowiadajgey danemu katowi |a|, 2 na skali III
punkt odpowiadajacy danej wartodei 4. Punkty te laczymy linia prosts.
Szukang wartodé B odezytujemy na skali IT w punkecie przeciecia sie
tej prostej z tym odcinkiem skali II, ktory opatrzony jest numerem
réwnym sumie numeréw odcinkéw skal I i ITI, na ktérych to odeinkach
poprzednio zaznaczono punkty odpowiadajace danym wartosciom |a|
i A; odezytanej wartodei § dajemy znak przeciwny niz mial sina. Niech
na przyklad 1=0,25 i a=61°25'. Punkt odpowiadajacy warto$ci 61925’
odnajdujemy na skali I na odeinku, ktéry z prawej strony opatrzony
jest numerem 5, a punkt odpowiadajacy wartosei 0,25 na skali ITT na od-
cinku, ktéry z prawej strony jest opatrzony numerem 3; zatem szukana
wartosé g lezy na skali II na odeinku, ktéry z prawej strony jest opatrzony
numerem 5--3=8, w punkecie przeciecia z prosta, laczaca dane punkty
na skalach I i III. Odezytujeiny f= —12940’.
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‘Powyzszy przyklad korzystania z nomogramun narysowano na samym
nomogramie.

Jezeli dany kat a nie lezy w przedziale (0°,90°), nalezy go zastgpié
przez kat z tego przedziatlu o tej samej wartosci bezwzglednej sinusa.
Jezeli natomiast dany kat o lezy w przedziale (0°,90°), ale jest
taki maly, ze nie ma go na skali I, to mozna na przyklad zamiast
wzoru sinf=—2sina uzy¢ wzoru przyblizonego sinl0f=—2 ginl0q,
albo obliczyé B bez uzycia nomogramu ze wzoru przyblizonego
f=—12a.

Wzér (16d). Gdyby na skali II opréez podziatki logarytmicznej
sinuséw kat6w umiescié rowniez podzialke logarytmiczng zwykly, to sposéb
korzystania z nomogramu bylby taki jak w poprzednim przypadku, je-
dynie z tg réznica, ze szukang wartosé odezytywalibysmy nie na podzialce
logarytmicznej sinuséw, lecz na podzialce logarytmicznej zwyklej. Aby
ulatwié orientacje, na skali IT nie umieszczono podziatki logarytmicznej
zwyklej, a wzér (16d) rozwigzuje sie jako wzér g,8in90°=—2;sina;.
Najpierw znajdujemy punkty na skalach I i IIT odpowiadajace danym
wartodciom ¢; i 4;, potem lgczac je prosty znajdujemy na skali IT punk$
przecigeia z odcinkiem o numerze réwnym sumie numeréw odecinkéw,
na ktérych byly dane punkty o; i 4;; nastepnie laezymy linia prostg zna-
leziony w ten sposéb punkt skali IT z punktem skali I odpowiadajacym
katowi 90° (jest to sam poezgtek skali I) az do przeciecia z odcinkiem
skali III, opatrzonym numerem réwnym réinicy numeréw odecinkéw
skal II i I, na ktéryech lezaly ostatnie dwa punkty z poprowadzong przez
nie prosty. Szukang warto$é g¢; odezytujemy w otrzymanym punkcie
skali ITI. Schemat takiego postepowania podajemy na rysunku 5.

Wz6r (16 ¢). Postepowanie analogiczne, jak w przypadku wzoru (16d).
Wzér (16 g). Wzér ten rozwigzujemy, jak w przypadku (16b) piszac
go w postaci
sin ﬂi = C,: 8in 90°.

Wzér (16i). Zachowujac stale regule, ze dla trzech odpowiadajacych
sobie punkt6éw skal I, IT i ITI numery odcinkéw tych skal sg zawsze takie,
ze numer odcinka skali II jest sumg numeréw odeinkéw skal I i III,
wz6r (16 i) rozwigzujemy w nastepujacy sposéb: Na skali pierwszej znajdu-
jemy punkt odpowiadajgcy danej wartodci kata a (mianowicie na podzialce
cosinuséw, tzn. po tej stronie drabinki, po ktérej katy sg pisane w nawia-
sach), a na skali III punkt odpowiadajacy danej wartofei #;, laczymy
te punkty prostg i znajdujemy odpowiadajacy im punkt skali IT. Ten punkt
skali II lgczymy teraz prosta z punktem skali I (podziatka cosinuséw),
odpowiadajacym danej wartosei kata B, az do przecigcia ze skalg IIL.
Znaleziony w ten sposéb punkt skali I1T laczymy prosta z punktem skali I
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(skala sinuséw), odpowiadajacym danej wartofei kata 7. W przecigeiu
tej prostej ze skalg IT odezytujemy szukany kat ¢;. Schemat postepowania
podajemy na rysunku 6.
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. Nomogram podany na rysunku 4 mozna z powodzeniem stosowaé
nie tylko w opisywanym procesie iteracyjnym, ale i w wielu innych meto-
dach numeryecznych. Dokladnodé zaprojektowanego nomogramu mozna
oczywidcie zwiekszyé przez. zwugkszeme ogolne] dtugosei skal i zwigkszenie
Precyzji wykonania.

.
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M. BAPMYC (Bponuas)

OB, O}ZHOM YHUCIEHHO-TPAOHYECKOM METOJE,
IIOHCHEHHOM OPAMEPOM U3 HIJHEMATIJI{'PI J[BPII"ATEJIEIZ
TIJIIA V H 3BE3JJOOBPA3HAIX MOTOPOR

PESIOME

IIpepgnaraemas paGora — o6pasely B OpPeORONEBAHUN YUCIEHHHIX BaTpyaHe-
HUY OpW pemleHME KOHKPETHOH CHCTEMEH YpaBHeHHMH:

a=a,—y,, sinf=—Aisine, y,=f—g,, .

(1)

sinp,= —A,sing,—7,siny,, sin(g,—p,)= e cose sin (y,—B,), .
. cosf :
rae l,l(,n‘,ﬂ‘,"y‘,cp‘ AaBHHeE, a a, a4, B, B, v, HCKOMELE. Taxyio cucreMy moaydaem
Haupmmep nmpu HCCIeKOBAHHH TOYEH BOBBPATA B GOKOBHX NUIMHApPAX ABHTATedeH
T™MnA V ¥ 3Be8Z006PAZHHX MOTODPOB. .

- Tnapmam meab PaGoTH BAKMOYAETCA B ONHCAHWM UYHACIEHHO-TPadUIECKOr0 Me-
T0Xa B DpUMEHEHHH K 5TOMY KOHKPETHOMY TeXHHYeCKOMY mpuMepy. OGLUHO CHCTeME!
-YPaBHeRnu#t Tuma (1) pemaioTes  DpUGIEMEHHO CleNyOEM oGpasoM: mmeM Hewus-
BeCTHHE (yHKNME BWAM WX BHAYEHHASA B BHAE CTENEHHOTO AIM TPUrOHOMETPHYECHOrO

Zastosowania, Matematyki I N 6
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psiXa, a moroM OepeM ABa MJM TpU HepBHe ero 4jeHa;. a TaK KaK OIeHKa morpeil-
HOCTH HIH JOKABATENbCTBO CXOANMOCTU PAAA OGHIYHO rPOMOBJIKY, MONPOCTY ONyCKaeM
nx. Jlerko npMBeCTH NPUMepHI, KOT[a TAKKEe HEJOMYCTAMbIE YIPOIUEHHA BeAYT K BIONHO
JOMHHM pesyidbraTam. Haa pemieHus. cucremn (1) aBrop mpegsaraerT nTepanmoHHBIK
meToR. JloKasHBAeT CXOXMMOCTH JTOTO0 METO[A, OJHO3HAYHOCTL PpeUleHMA, U Haer
OLIFHKY TOTPeITHOCTH HOJydaeMmoit HTepauuell mpubammeHuli.

Htepanuio MOKHO NPOMBBOAUTH YHCIEHHO UIM TpafuuecKH, NOJb3YAch HOMO-
rpaMMOM ypaBHenusa sinz=uw siny. Tak, Kak OGHKHOBEHHHE HOMOTPAMMHI OTJIMYA-
I0TCA CAMIIKOM MAaJjol TOUHOCTHIO OTYETOB, ABTOP NPHMEHAET HOMOIPDaMMBEL C BHICOKOM
TOYHOCTHI0 COGCTBEHHQOro mnaobpereHMA. IJTO HOMOTPAMMH € MAPAJIEJIbHHEIMU IIKa-
naMm, WBTOTOBJeHHHE u3 OOHKHOBEHHHX HOMOTPAaMMOB, C TpeMA MNAPANACNLHBIMHA
HIKAJaMH TIyTeM AEJCHHMA 2TUX IIKAJ Ha PaBHHeE YACTH U PACHOJIOMEHMA STHX dacTyeil
napanieilbHo B orx‘pené.neﬁﬂblx_(ncqncneﬂﬂem) paccrofAHNAX.

M. WARMUS (Wroclaw)

ON A NUMERICAL-GRAPHIC METHOD ILLUSTRATED BY AN EXAMPLE
FROM THE KINEMATIOS OF TYPE V AND RADIAL ENGINES

SUMMARY

The paper is an example of overcoming numerical difficulties in solving a de-
finite system of equations:

a=a,+y,, sinf=-—Asina, y,=f—o,,

1)

ginf,= —A, sina,—n, siny,, sin(q,—pf,)= cosa sin (y,—f,),
where 4, 4,, 7, 7 Vi> ;> are known and a, a,, B, B;, ¥,, are sought.

Such a system is obtained, for instance, when seeking dead centres in side cy-
linders of type V and radial engines.

The main object of the paper is to show a numerical-graphic method on the
above definite technical example. Usually equation systems similar to (1) are sol-
ved approximately as follows: we seek the unknown functions or their values in the
form of power series or trigonometrical series, from which we then take the first two
or three terms; and, since an error estimaté or a proof of convergence of the series
is usually very troublesome, it is simply omitted. It is easy to give examples in
which such unwarranted simplifications lead to entirely false results. In .order to
solve equation (1) the author suggests an iteration method, proves the convergence
of this method, the uniqueness of the solution, and. also gives the estimate of
errors pbtained by the iteration of approximations.

The iteration can be performed numerically or graphically, use being made
Jf the nomogram of the relation sinz=z sin y. Since ordinary nomograms give insuffi.
cient accuracy of readings, thte author uses high aeccuracy nomograms of his own
design. They are nomograms with parallel scales, formed from ordinary nomograms
with three parallel scales by d1v1dmg those scales into equal parts and placing those
parts in certain calculated intervals.
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