J.LUKASZEWICZ i H.STEINHATUS (Wroctaw)
O MIERZENIU PRZEZ KALIBROWANIE

Mierzenie przez kalibrowanie narzuca si¢ tam, gdzie nie ma okre-
§lonego parametru porzadkujacego. Najlepszym przykladem sg turnieje
tenisowe lub szachowe; nie tylko nie ma tu skali, ale nawet jest watpliwe,
czy mozna jg okreglié. Dlatego przyjmuje sig, na przyklad w rozgrywkach
tenisowyeh o tytul mistrza, ze mistrzem zostaje ten, kto pobil wszystkich
innych bezposrednio lub poérednio. Gdy 4 pobil B, a B pobil C, to A jest
lepszy od B i lepszy od O i nie dopuszcza si¢ do partii A«—C (ktérej wynik
moégiby uniemozliwié wyznaczenie mistrza).

Zasieg mierzenia przez kalibrowanie jednak jest szerszy: czasem jest
wygodnie poréwnywaé zamiast mierzyé tam, gdzie istnieja jednostki
miernicze i skale. Gdy trzeba ustawié¢ kilkanascie oséb wedlug wzrostu,
robi si¢ to latwiej bez listwy mierniczej niz z jej pomocg. Nie zapominajmy
wreszcie, Ze typowe mierzenie za pomocy skali sklada si¢ z dwéeh krokow:
poréwnanie przedmiotu P z innymi (A<P<B) i orzeczenie ilosciowe
o P na tej podstawie. Checemy tu wyraZnie rozdzielié te dwa kroki.

Latwo wykazaé, ze gdy ustawiliSmy 2™—1 os6b wedlug wzrostu,
to wystarczy nastepng osobe poréwnaé z m osobami sposréd ustawionyeh,
aby wstawié ja we wladciwe miejsce w szyku zlozonym z oséb juz usta-
wionych. Na przykladzie m=3 postepowanie tak wyglada: Jest 2" —1=
=2%—-1="7 086b juz ustawionych. Jedna z nich, S, zajmuje miejsce §rod-
kowe i z nig przede wszystkim poréwnujemy nows, 6smg osobe. Jezeli
nowa ja przewyzsza, to zadanie sprowadzi sie do znalezienia dla nowej
0soby wiadciwego miejsca wiréd trzech oséb tworzacych skrzydlo wyzszych
w szyku siedmiu os6b, a jezeli okaze sie nizsza od 8, to trzeba bedzie dla
niej znalezé miejsce wsréd trzech oséb skrzydla nizszych. W kazdym
razie jedno poréwnanie redukuje problemat wstawienia nowej osoby W
szyk z 2™ —1 (tutaj 7) os6b do problematu wstawienia jej w szyk z 2" 1—1
(tutaj 3) os6b. Jezelim=1, to 2" —1=0 i cel jest juz osiggniety. Jezeli
m>1, to liczba 2™~'—1 jest nieparzystaiznowu istnieje osoba srodkowa
w skrzydle, tak ze drugi krok jest analogiczny do pierwszego. Po m—1
(tutaj po 2) poréwnaniach mamy por6wnaé nows osobe juz tylko z 2™~ ™~ —
—1=1 osobg, a do tego trzeba jednego poréwnania, razem Wwiec m (tu-
taj 8) por6wnan. Gdy ilo$é ustawionych juz oséb n nie jest liczbg ksztattu
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2kf1, wtedy do wstawienia nowej osoby wystarezy m poréwnan, gdzie
2™ __1 jest najmniejszy liczbg ksztattu 2F—1 wiekszg niz n.
Do wstawienia nowej osoby w szyk zlozony z
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14, 15,...
juz ustawionych oséb, wystarczy wi¢e odpowiednio
12,2, 3, 3, 3,3,4,4, 4, 4, 4, 4, 4, 4,...
poréwnan.
Z tego wynika, ze do ustawienia

1,2,3,4,5 6, 7, 8, 9,10,11,12,13,14,15,...
086b wystarczy odpowiednio

~0,1,3,5,8,11, 14,17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, 45,...
poréwnan.

Wzér N=1-+kn—2% gdzie k=1-[log, n], podaje liczbe N poréwnan
wystarczajacg zawsze do ustawienia n os6b; tutaj [r] oznacza czesé
calkowity liczby » ([7]=7, [7,1]1=T).

J. Slupecki udowodnit (ale nie oglosilt dowodu), ze liczba N nie
da si¢ zastapié przez mniejszg. Nalezy to tak rozumieé, ze nie ma zadnej
metody poréwnywania n oséb, ktéra by zawsze (to znaezy niezaleznie
od konkretnego zbioru oséb) doprowadzala co najwyzej po N—1 kro-
kach do ich ustawienia. Pamietajmy, Ze nie wolno tu korzystaé z innych
informacji, jak te, ktére daje poréwnywanie, i jezeli ,,na oko” widzimy,
ze karzel jest nizszy od olbrzyma i opieramy si¢ na tym, to juz si¢ to liczy
za jedno poréwnanie.

Wszystko, co powiedzieliSmy dotad, jest tylko wstepem do innych
rzeczy, majacyech znaczenie praktyczne. Najlepszym przykladem bedzie
pomiar grubosci walkéw stalowych (np. osi rowerowych).

Wyobrazmy sobie uklad 15 okraglyeh otworéw wywierconych pre-
cyzyjnie w stalowej plycie i tworzgcych szereg o Srednicach rosngcych
od lewego otworu nr 1 do prawego nr 15. Ten uklad otworéw ma stuzyé
do klagyfikacji walkéw. Obrabiarka, ktéra je produkuje, nie daje ide-
alnie jednolitego fabrykatu i chege pusdecié walki w dalszy tok obrébki,
montazu lub sprzedazy, musimy caly partie rozsegregowaé wedlug gru-
bodei sztuk. Przy tym uwaza sie, ze frednica s walka, nie mieszczacego
sig w otworze r-tym, ale mieszczgcego sie w otworze (r-+1)-ym, spelia
nieréwnogci

(1) d.<s<d, (r=0,1,2,...,15; dy=0, dy=o0).
Jezeli wyznaczymy liczbe r spelmiajacg (1), to wyczerpiemy caty informa-

cje, ktérg uklad moze daé o waltku. Do tego — jak widzieli§my poprzednio
— wystarczy m préb, gdy liczba n otworéw jest ré6wna 2™—1. Przy 15
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otworach wystarczg zatem 4 proby (2*—1=15). Postepowanie opisaliSmy
juz na przykladzie ustawiania oséb wedlug wzrostu.

Gdy liczba n nie jest ksztaltu 2™-—1, nalezy uzupemmié otwory przez
symboliczne zaznaczenie ,,§lepych”, tak zeby laczna liczba prawdziwych
i §lepych miala ksztalt 2™ —1. Na przykladzie n=8 wyglada to tak: Naj-
blizszg liczbg ksztaltu 2™ —1 przewyzszajacq 8 jest 15, wiec trzeba dodaé
7 otworéw §lepych (847=15). Zaznaczamy je kétkami, z ktérych cztery
umieszezamy w przedluzeniu lewym a 3 w przediuzeniu prawym ukladu
otworéw. Postepujemy teraz jak przy umieszczeniu nowej osoby w szyku
z 15 0s6b i moze si¢ zdarzyé, ze trzeba bedzie walek wyprébowaé na je-
dnym lub kilku glepych otworach; wtedy poréwnanie bedzie symboli-
czne: przyjmujemy z gory, ze walek miedci si¢ w kazdym §lepym otwo-
rze prawym, a nie miedci si¢ w zadnym §lepym lewym. Tym sposobem
liczba prawdziwych préb nie przekroczy nigdy 4, ale moze czasem oka-
zaé sig réwna 3 lub 2. W przykladzie n=9 nalezy dodaé po trzy slepe
otwory z lewej i prawej strony — postepowanie analogiczne znajdzie
czytelnik latwo dla kazdego okredlonego .

Poprzednio opisana metoda prowadzi przy » otworach (np. n=15)
do informacji (1) o kazdym walku z osobna, wiec pozwala rozbié partie
na n-+1 klag (w przykladzie na 16 klas).

Mozna ja udoskonali¢ przez wprowadzenie orzeczen, to jest liczb o;
(j=1,2,...,m,n+1) polozonych miedzy liczbami d,:

(2) 0<0,<d<0, <8< 03<... <y 1< 0, <, <0, <00,

Udoskonalenie polega na orzeczeniu s=o, ;, gdy stwierdzono, ze jest
d,<s<d,,,.

Powstaje zadanie okreflenia liczb o;. Przypudémy, ze wszystkie s
lezg w przedziale (a,b) i ze f(s) jest ich gestodeip rozkladu, to znaczy,
ze frakeja walkéw o §rednicach zawartych miedzy w a » jest dla wszelkich
przedzialéw (u,v)

(3), f f(s)ds.

Rozwigzemy takie zadanie: Jakie orzeczenie o zmniejsza do minimum
oczekiwany biad bezwzgledny

b
(4) I(0) = [ |s — olf(s)ds 1
OdpowiedZ jest nastepujaca: Liczba o ma spelniaé warunek
[ b
(5) J1(s)ds = [ f(s)ds,
a o

czyli ma byé mediang kolektywu frednic s.
15%
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Oto dowdd: Wyrazenie (4) doprowadzamy do postaci

I(0) = f[s—olf(s)ds f(o—s s)ds+f(o—s)f(s)ds=

=o[ff(s)ds+!f(s)ds] —fsf(s)ds—fsf(s)ds
Rézniczkujae funkeje I(o) otrzymujemy

I’ (o) =ff(8)d8 + Iff(S)les +o[f(0) + f(0)] — of (0) — of (0) =

o ] o b
= [1()ds + [ f(8)ds = [ {(s)ds — [ }(s)ds.

Warunek (5) jest wiee warunkiem na to, by znikala pochodna I'(0).
Warunek ten jest spelmiony w jednym punkcie lub w calym odcinku,
bo lewa strona réwnosei (5) jest funkejg niemalejacy, a prawa funkejy
nierosngcg zmiennej o. Poniewaz za$ blad bezwzgledny I(o) dazy do +oo
przy o dazgecym do oo, wiec warunek (5) wyznacza minima bledu bez-
wzglednego.

Udowodniliimy wiee, ze mediana daje niewiekszy blad bezwzgledny
niz jakiekolwiek inne orzeczenie.

Przyjmujge w warunku (5) a=d,, b=d,,, otrzymujemy uklad n+1
warunkéw na orzeczenia optymalne o;:

0541

(6) ff(s)ds- ff 8)ds (7=0,1,2,...,n).

0541

Teraz wyobrazmy sobie, ze orzeczenia 83 narzucone z gory, a szu-
kamy frednic otworéw d;; otrzymamy wtedy warunki

(7) d;=gq;, gdzie ¢;=(0;+0;,,)/2 (1=1,2,...,m).

Konieczno$é warunku (7) wynika z tego, ze przez przesuniecie wymiaru
d; z ¢; do g;+¢ przypisujemy watkom o érednicach s spelniajgcych nie-
réwnoéé

G<s<gte

frednice o; zamiast o, ,, wiec zwiekszamy bledy orzeczen na tych walkach
nie zmieniajae bledéw na innych; lacznie wiec oczekiwany blad bez-
wzgledny roénie (nie maleje).

Gdy znamy gestosé f(s) rozkladu, wtedy mozemy postawié zagadnie-
nie wyznaczenia ukladu otworéw i orzeczen — przy danym xn. Trudnogé
zadania bedzie zalezala od tego, czy dysponujemy tablicami catki nie-
oznaczonej funkeji f(s).
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Gdy dane sy frednice otworéw, a szuka si¢ orzeczen, wowezas wy-
starezy rozwigzaé réwnania (6) ze wzgledu na niewiadome o;,, (j=0,1,
2,...,n). Gdy dane sg orzeczenia, a szuka si¢ $rednic, wtedy (7) jest bez-
posredniz odpowiedziz. Gdy trzeba wyznaczyé optymalnie i S$rednice
otworéw i orzeczenia, wtedy trzeba rozwigzaé uklad 2n+1 réwnan o ty-
luz niewiadomych, zlozony z réwnan (6) i (7) — jest to dostepne, gdy

8
mamy tablice funkeji F(s)=[f(t)dt.
[}

Totez gdy, na przyklad, rozklad srednic jest normalny, mozna to
zadanie wykonaé efektywnie. Dla n=15 obliczyla L. Zubrzycka z Grupy
Zastosowan przyrodniczych i gospodarezych Instytutu Matematycznego
PAN nastepujaca liste liczb d; i o;, z ktérej otrzymuje si¢ szukane d;
i o; mnozac wszystkie liczby listy przez odchylenie $rednie, a potem
dodajac do tak ofrzymanych iloczynéw srednig partii:

0,=—3508 0,=—0878 o, =0118  oj,=1,184
d=—2800 d,=—0,743 d, =0238  d,=1,371
0,=—2,092  o0,=—0,608 0,,=0358  o},—1,558
d,=—1,825  d,=—0483  d,—0,483  d,—1,825
0;=—1,558 0;=— 0,358 03, = 0,608 015= 2,092
d=—1371 d=—0238 d,=0,743  d=2,800
0j==—1,184 o0,=—0,118  0,,=0,878  o},=3,508
do=—1,031 d,= 0,000 d,—1,031

Gdy nie znamy rozkladu, musimy go wyznaczyé empiryeznie’
Mozna na przyklad przyjaé uklad otworéw wedlug norm zwyczajowych’
a nastepnie rozsegregowaé za pomocy tego prowizorycznego ukladu
reprezentacyjng i dosyé licz-
ny partie prébng. To juz da
nam zarys funkeji f(s) i po-
moze znalezé jej wyraz ma-
tematyczny, a wtedy wybie-
rzemy %, orzeczenia i $redni-
ce otwor6w zgodnie z teoriy
poprzednio naszkicowang.

Mierzenie przez kalibro-
wanie obejmuje takze nie-
ktére pomiary podzialksy.
Przypusémy, ze mamy rozse-
gregowaé partie pretéw nie- .
jednolity co do dlugodci sztuk. Praktyczne wzgledy ograniczajg liczbe klas
n; niech bedzie na przyklad n=10. Na listwie mierniczej umiedcimy kreski




230 J. Lhukaszewicz i H. Steinhaus

poprzeczne odpowiadajace ukladowi diugodci, a miedzy kreskami napi-
szemy orzeczenia — nowosfé polega na tym, ze cechujemy nie kreski,
jak zwykle, lecz przedzialy miedzy kreskami. Przez to rezygnu-
jemy z szacowania decymalnego, lecz od razu otrzymujemy najlepsza
klasyfikacje o tej dokladnosci, jaka jest pozgdana, zamiast wahaé sie
przy kazdym pomiarze nad zbedng decymaly, ktéra péiniej zatrze
zaokrgglenie narzucone przez liczbe klas. Pisanie cech w waskich prze-
dzialach ulatwia znany chwyt graficzny (ktérego skuteeznodé zwickszyé
mozna przez wyzyskanie drugiego brzegu listwy).

Zauwazmy, ze orzeczenia moga byé tu dokladniejsze niz przy pemiarze
zwyklym.

W calym artykule poshugiwalimy sie bledem bezwzglednym. Nie
jest to konieczne — przeniesienie na fredni blad kwadratowy nie nastre-
cza trudnodci: warunek (7) nie ulegnie zmianie, a zamiast (6) wystgpi
warunek okreflajaey o;,, jako odcigty €rodka pola ograniczonego przez
s=d; ,, o§ zmiennej s i krzywa y=f(s).

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wlynela dnia 2. 4. 1954 r.

U, IVEAMEBUY a I IITARNHXAVS3 (Bponnas)
OF H3MEPEHHH METOIOM RAJHUBPOBKH
PESIOME

WsMepeHne MeTOXOM KAINGPOBKU 3aKI0YAeTCH B COPTHPOBKE IPeAMETOB Cpa-
BHHBAaHHEM HX C COOTBETCTBYIINMM KOMIIEKTOM KaamGpoB. Bciam mmeerca 2™ —1 ka-
aabpoB, TO LIA BaYMCHEHMA KAKFOTO mpegMeTa K ofHoMy u3 2™ niaccoB ompe-
AelleHHHX BTEMHU KauunGpaMm, ROCTATOYHO HpOUSBECTH M CpaBHeHui.

INpeanomomumM, YTO KIAcCCUPUIMPYEM INpefMeTH OTHOCATENbHO HEKOTOPOH
BEeIHYMHL, HAOPUMED BAJWKH OTHOCHTEILHO HRUHAMETPa §, M UTO YCTAHOBIEHH Ka-
aubpu dj<dp<...<dn. Balmk, KOTOPOro HAHMAMeTP YZROBIETBOPSET HEPaBEHCTBOM

d7'<s<d7'+l (j=091""’n; d=0, dn+l=°°),

OpAYnCIsAeM K KIaccy 8=oj. Ougaemas a6CoON0OTHAA NOTPEIMHOCT B KiIaccaduranun
GymeT MMHEHMANLHAS, €CHIM NPUMEM 84 OCHOBY KIacCRQEKANUM YMCHA 0j yHOBIETBO-
paomnae ycuosuio (6), rae f(s) — HIOTHOCTH pacHpefieleHus AUAMETPOB § B m3Mepae-
MO¥# HapTHUH.

Eenn [aHH 9UCHA 07, TO MAEAMYMA OKHMLAeMO# aGCONIOTHON HOTPEIMIHOCTH B KIac-
cuuKaNEm JOCTHPHEM, HPWHEMAT B KavecTBe KauxmbpoB d; apumermuecKme cpe-
AHHE EBYX COCENHUX YHCEI 07

di=(0j40;11)/2 (j=1,2,...,n).
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3HaA HIOTHOCTH pacupefedeHuds f(s) MoKeM ANA HPOUSBOJIBHOrO 7 OHpefe-
auTh n—1 KanmuGpoB ¥ m YACeN of yROBIETBOPAIOMMX JTHM JBYM YCIOBHAM.

B pa6ore mpEBeXeHH B HAYecTBe IpWMepa 4mecia of KA n=16 H Aasd HOPMAIb-
HOTO PacHpefelieHNA [UaMeTpOB.

J. LUKASZEWICZ and H. STEINHAUS (Wrootaw)

ON MEASURING BY COMPARISON

SUMMARY

Measuring by comparison consists in classifying objects by comparing them
with a suitable set of gauges. If there are 2™ —1 gauges, then m comparisons suffice
for the assignment of every object to a suitable class within the 2 classes determined
by those gauges.

Suppose that objects are classified with regard to a certain quantity, e.g. rods
with regard to their diameter s, and the gauges d; <dy<...<dy, are determined. A rod
whose diameter satisfies the inequality

d]<8<dj+1 (?'=0,19--°,'n’; d0=0, dn+l=°°)

is said to have its s==o0;. The expected absolute error of the label will be smallest
if we take as the labels o; the numbers satisfying equations (6) where f(s) is the density
of distribution of the diametfers s in the measured lot.

Given the labels o;, we shall obtain the smallest expected absolute error of the
labels taking as the gauges d; the arithmetic means of adjoining labels

dj=(oj+of+l)/2 (i=1,2,...,n).

Knowing f(s), we can — for an arbitrary » — choose n—1 gauges and = la-
bels satisfying simultaneously the two conditions.

The paper gives, by way of example, the values of these numbers for n=16
and for the normal distribution of the diameters.
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