E. MARCZEWSKI i H STEINHATUS (Wroclaw)
O ODLEGZOSCI SYSTEMATYCZNEJ BIOTOPOW

1. Podobienstwo zespoléw roslinnych. Przyrodnicy spotykaja sie
w roéznych badaniach z problematem podobienstwa systematyeznego
biotopéw. Np. botanicy uwazaja za podobne takie zespoly roélinne,
ktére mato sie réznig co do gatunkéw w nich wystepujacych. Tak wige
dwa lasy takie, ze kazdy gatunek spotykany w jednym roénie takie
1 w drugim lesie i, na odwrét, kazdy rosnacy w drugim wystepuje w pierw-
szym, uwazajy za podobne w najwyzszym stopniu, natomiast takie dwa
lasy, ktére nie wykazuja ani jednego gatunku wspoélnego — za komplet-
nie niepodobne. Usitowali oni ujaé to pojecie podobienstwa iloSciowo.
Nazwijmy a liczbe gatunkéw wystepujacych w zespole roflinnym 2,
nazwijmy b liczbe gatunkéw wystepujacych w zespole B, nazwijmy za
literg w liczbe gatunkéw wspélnych obu zespolom. Wtedy wzor

(1) 8 = Y wla+w/b)

okregla podobiefistwo systematyczne s zespolow 2 i B. W pierwszym
z dwéch opisanych skrajnych przypadkéw mamy wtedy s = 1, a w dru-
gim ¢ = 0. :

Jeden z autor6w niniejszej pracy zapoznal sie z tg definicja z koricem
wojny i skrytykowal ja jak nastepuje: Kolo Nicei rosng na obszarze
10-morgowym same fiotki uprawiane ze wzgledu na olejek do perfum,
a kolo Jasla jest 10-morgowy las, w ktérym wéréd 1000 gatunkéw roslin-
nych mozna tez znaleZé fiotki. Nazwijmy 2 plantacje nicejska, B las
podkarpacki i zastosujmy wzér (1). Bedzie ¢ =1, b = 1000, w =1,
8 = 1(14-0,001) = 50,05°/,, a wigc podobiefistwo obu obszaréw jest
niemal dokladnie 50°/,. Ale podobiefistwo s obliczone wedlug (1) nigdy
nie jest wigksze niz 100°/,, bo w/a nigdy nie przekracza 1. Dlatego 50°/,
nalesy uwazaé za niemale podobierstwo — tymezasem jest widoczne,
ze podobieristwo roflinne obu zespoléw jest znikome. Jest jednak jeszeze
inna wada wzoru (1). Intuicyjne pojecie podobieristwa chce, zeby silne
Podobienstwo A do B i B do € pozwalalo wnosié o jakim§ niezbyt matym
podobieristwie A do €. Wezmy jednak zesp6t B i podzielmy go na dwie
czefci U i G, tak zeby w 2 i € bylo po 50 gatunkéw, ale zeby nie
bylo gatunkéw wspélnych. Wtedy podebieristwo 2 do € bedzie wedlug
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(1) zerem, podobienstwo 2 do B bedzie 75°/, i € do B 75°/,. Tu wiec
wystepuja silne podobienstwa 2 do B i B do €, a towarzyszy im zupelny
brak podobienistwa 2 do €. Ten drugi paradoks wzmacnia jeszcze argu-
mentacje przeciw definieji (1).

2, Inna definicja podobienstwa. Odleglosé. Podamy teraz inng
definicje, wolng od powyzszych zarzutéw:

W
§ == e e
a+b—w

Mianownikiem jest tu liezba wszystkich gatunkéw dostrzezonych w 2
i B, tj. takich, ze kazdy wystepuje w 2 lub w B. Definicja (2) jest rachun-
kowo wygodniejsza, bo wymaga tylko jednego dzielenia — to nie jest
obojetne, gdyz botanicy obliczaja podobienstwa setek par obszaréw.
Po wtére, podobienstwo plantacji fiotkowej z lasem wypada wedlug
(2) 1 promille, zgodnie z intuicja. W przykladzie zespotu € podzielo-
nego na 2 i B bedzie teraz podobieristwo A do € 530°/,, € do B 50°/,,
2A do B 0°/,; to juz nie przeczy intuieji, bo zupelnie niepodobni rodzice
2, B mogy mieé dziecko € podobne w 50°/, do matki i w 50°/, do ojca
i wyda si¢ to kazdemu naturalne, natomiast trudno byloby zrozumied,
zeby dziecko bylo podobne do kazdego z rodzicoéw w 75/, a oni zupelnie
niepodobni do siebie. '

Przeciw wzorowi (2) mozna by wysungé¢ pewien nowy zarzut: gdy
w 2 rosnie np. jeden tylko gatunek roslin, 2 B jest pustynia, gdzie nic
nie roénie, wowezas wedlug (2) mamy s = 0. Oba te zespoly sg skrajnie
ubogie, czy stusznie wiec uznaé, ze nie ma miedzy nimi zadnego podobien-
stwa ? Chyba jednak slusznie: mozna przeciez powiedzieé¢, ze nie ma
podobienstwa miedzy zyciem a S$miercig.

WprowadZzmy odlegltoéé systematyczng r zespoldw: im zespoly sa
podobniejsze, tym sg blizsze, im mniej podobne, tym dalsze (oczywi-
§cie, ta odleglo§é nie ma nic wspélnego z wzajemnym polozeniem bada-
nych zespoléw roélinnych, np. z ich odlegloscia geometryczng). Najpro-
§ciej bedzie mozna to uezynié piszac r = 1—s. Tak wiec odleglto§é bedzie 0,
gdy podobiefistwo bedzie stuprocentowe, bedzie 1, gdy podobienstwo
bedzie zerowe. _

Podobienistwu s okre§lonemu wzorem (1) odpowiadaé bedzie odlegto§é

1(w w)
(3) r=1———+—,

(2)

2\a b

a podobienstwu zdefiniowanemu przez wzor (2) — odleglosé

(4) 1 w _ a+b—2w
N at+b—w o a-t+b—w
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We wzorze (4) licznikiem jest liczba gatunkéw wystepujacych w jed-
nym i tylko jednym z dwéch badanych zespoléw, a mianownikiem —
liczba wszystkich gatunkéw wystepujacyeh w tyeh zespolach. Ozna-
czajgc przez A zbiér wszystkich gatunkéw wystepujacych w 2, a przez
B zbi6r wszystkich gatunkéw wystepujacych w B i uzywajae termino-
logii algebry zbioréw, moiemy powiedzieé, ze mianownikiem jest liczba
elementéw sumy zbioréw A i B, a licznikiem liczba elementow roznicy
symetrycznej A i B. Oznaczajac odleglo§é A i B przez o(4, B), liczbe
elementéw zbioru X przez m(X) i uzywajac symboliki algebry zbioréw,
mozemy wiee wzér (4) napisaé w innej formie:

5 4,B) = ™A—B)
(5) e(4, )—m(A—i—B)

Definicja (4), czyli (5), da sie przedstawié graficznie jak naste-
puje. Przedstawmy rozwazane zespoly roflinne — gcislej méwige dwa
zbiory gatunkéw ro§lin 4 i B — jako obszary na plaszezyznie tak, by
kazdy gatunek odpowiadal jednostee pola. Tak wiec kazdy z naryso-
wanych obszaréw 4 i B ma tyle jednostek pola, ile reprezentuje gatun-
kéw; réwniez czesé wspélna ma tyle jednostek pola, ile oba zespoly majg
wspdlnych gatunkéw. Przy tej interpretacji odleglo§é (4) jest réwna
stosunkowi pola obszaru zakreskowanego pojedynczo na rysunku 1 do
pola catego zakreskowanego obszaru.

Odlegloéé ¢ powinna spelniaé

nastepujace postulaty, jedli ma ﬂ] .

odpowiadaé intuicji (i byé w zgo- \‘. gy

dzie ze zwykly terminologig mate- ] —\

matyczng): : —
1. o(4,B) >0, przy czym ‘ < —/

e(4, B) =0 wtedy i tylko wtedy, \E

gdy A = B, ZM-267
-2. o(A, B) = o(B, A) (tzw. Rys. 1

warunek symetrii), :

3. ¢(4, B)+¢(B,0) = o(4, C) (tzw. warunek trbjkata).

Widaé od razu, ze odleglogé (5) spelnia warunek 1 (ktérego sens
jest widoczny: odleglo$é systematyczna dwéch zespoléw rodlinnych
jest nieujemna, a zerem jest wtedy i tylko wtedy, gdy nie réznia sie one
pod wzgledem gatunkéw), a takze warunek 2.

Speliony jest tez warunek

1. o(4,B) <1, przy czym po(4,B) =1 wtedy i tylko wtedy,
gdy 4 i B nie maja elementéw wspélnych.
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Inaczej mowige: odleglosé jest maksymalna (100°/,, czyli 1) dla zespo-
16w bez gatunkéw wspdlnych i tylko dla takich. Réwniez odleglo§é zde-
finiowana wzorem (3) spelnia warunki 1, 1’ i 2. Istotna réznica miedzy
dwiema definicjami ujawnia sie przy badaniun warunku tréjkata. Odle-
gloéé (3) nie spelnia go, co wynika z podanego poprzednio przykladu,
w ktorym odleglo$é od A do B réwna si¢ 1, od B do O tez %, podeczas
gdy od 4 do C az 1. ‘

- Otdéz odleglo§é (5) spelia warunek tréjkata, co udowodnimy za
chwile i co jest gtéwng racja przemawiajgca za tg definicjg.

Postugujac sie nig. 8. Kulezynski obliczyl dendryt 128 obsza-
row roslinnych, na ktére mozna podzielié ziemi¢ — ten dendryt potwier-
dza intuicyjny poglad na ich pokrewienistwa pod wzgledem ekologii
roshin. '

3. Warunek tréjkata. Udowodnimy, ze
(6) e(4, B)+o(B, 0) = o(C, 4).

Trzy dowolne zbiory A, B, C rozbijajg uniwersum na 8 czeéei co
' do przynaleznoseci dowolnego ele-

mentu: kazdy element uniwersum

moze nalezeé lub nie nalezeé do 4,

przy czym te relacje wylaczajg sie

v wzajemnie; podobnie jest z przy-
A naleznosciaz do B i do C — jest

- zatem 23 mozliwo§ci. Graficznie

mozna je przedstawié jako 8 ob-

szarow (7 tréjkatéw krzywolinio-

wych i obszar zewnetrzny, rys. 2).

Rys. 2 Oznaczenia pél na rysunku
malymi literami greckimi pozwa-

lajg tez¢ sprowadzi¢ do twierdzenia arytmetycznego o liczbach nieujem-
nych:

ata’ +p+p. BrF+y+y  vtvdatd
ata' +f+p+y+d  BHp+y+ytats T y+y fatd +h+6]
Napiszmy |

«+a=a, pf+B=08 y+y=c,
a0 = u, B+0 =0, 7+a=w7
a twierdzenie to przyjmie postaé

a-t+b b+e < c+a
at+tb+w ' btet+u ctatw

()
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(oczywidcie uzyte. tu oznaczenia ¢ i b nie maja nic wspélnego z oznacze-
niami w § 1 1 §2), to znaczy _
(a+b)(b+c+u)(ctatv}+(b+e)(ct+atv)(atbtw) >
. = (et a)(at+b+w)(b+4-ctu),
& PO uproszezeniu
(a+b)(b-+e¢)(c+a)t (a+ b)(b+ ) v+ (a-+b) uv+-
' +(b+e)(a+b)v+ (b+c)ow = (e+ a)wu,
czyli
(a+0)(b+¢)(¢+a)+2(a+b) (b4 o) v+ (at b)uv4- (b+c)ow > (¢ +a)wu.
Po uwzglednieniu (7) ostatnia nieréwnosé przyjmie postaé
(8) (a+b)(b+e)(e+a)+2(atb)(b+e)(B+ 8)+
+(a-+0) (at ) (B+ 8)+ (b+0) (B+ 8) (y+ 8) = (¢-+a)(y+ 8)(a+ ).
Nier6wnofé te mozina — po rozwinigciu wzgledem poteg 6 — napi-
saé¢ w postaci
P4 Qo+ RS > p+gd+roe,
0t6z
P > (a-+b)(b+-c)(e4a) = ac(c-+a) > ay(e+a) = p,
Q = 2(a+b)(b+e)+ (a+b)(a+p)+ (b-+e)(f+7y) = 2ac+aat oy >
= cat+ay+ey+aa = g,
= (a+b)+(b+¢) = atec.=r.
Z tych poréwnan wynika — wobec 6 > 0 — nieréwnosé (8), a wige
i teza (6). .
Z poréwnania wyrazéw wolnych wynika, ze nieréwnosé jest ostra
w przypadku ogélnym, to jest tym, ktéry przedstawia rysunek: wtedy
bowiem litery greckie i lacifiskie wszystkie przedstawiaja liczby dodat-
nie. Znalezienie warunku koniecznego i dostatecznego na ostro$é (6)
byloby interesujace, bo gdy (6) zamienia sie na réwnosé, mozemy mowié
0 kolineacji zbioréw A, B, C i stwierdzié, ze jeden z nich lezy miedzy
pozostatymi. ‘W zastosowaniach biologicznych moze to mieé interpre-
tacje (np moze ozpaczaé droge ewoluey]n@ zespolow)

4. Odleglosc ZblOI‘OW. Oczy\wsele koncepc;e odleglogci, zdefinio-
wanej wzorem (5), mozna stosowaé do dowolnych zbioréw skonriczonych:

m(4— B)
m(A+B)’

gdzie m oznacza moc (ézyli liczbe elémentéw)‘ zbioru.

Q(AyB) =
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Oznaczajac przez 1 przynalezno$é danego elementu do zbioru,
a przez 0 nieprzynaleznoié, mozemy ulozyé tablice 1, gdy np. zbiér
A sklada sie z elementéow a,b,c¢ i d

TABLICA 1 (w lesie 2 rodnie sosna, dgb, brzoza i olcha),
a zbior B z elementow b, ¢, d i ¢ (w lesie
| @ b ¢ @ e |m B roguie dab, brzoza, olcha i §wierk),
A 1 1 110 Tak wiecm(A -~ B) =2,m(A-+ B) =5,
B 01111 a zatem p(4, B) =§-
A=B | 100012 Koncepcje te mozna dalej uogdlnié
A+B |1 1 11 1|5 ’

rozpatrujac zbiory A i B nieskoniczone,
a nawet nieprzeliczalne, & za m przyj-
mujgc pole, objetosé lub inng miare (ogdlnie: miare abstrakcyjng)(?).

5. Odleglosé¢ funkeyj i jej zastosowania do zespoléw roslinnych.
Dalszym uogélnieniem, interesujacym praktycznie i teoretycznie, niech
bedzie odleglto§é funkeyj, analogiczna do opisanej odleglosci zbioréw.

Niech wige f i g beda dwiema funkejami o tej samej przestrzeni
zmiennej niezaleznej, w ktorej jest okre§lona pewna miara m. Mogg to
byé na przyklad dwie funkcje okreflone w odeinku <0,1>, w ktérym
jako miare m rozwaza si¢ zwykla dlugo§é, mogs byé funkcje okre§lone
w zbiorze zltozonym z pieciu elementéw: a,b,c,d i ¢, w ktérym jako
miare m rozwaza si¢ liczbe elementéw itd. Wzgledem miary m mozna
catkowaé; odleglo§é funkeyj f i g nieujemnych definiujemy wtedy wzo-
rem

(9) elf, 9) =

f1f—gldm
[ max(f, g)dm’

i ogélniej — juz bez zalozenia o znaku funkeyj f i ¢ — wzorem

B J1f—gldm
(10) e 9) = T, 1), i —gham

Gdy przestrzen ma skonczong 1iczb§ elementow, calkowanie prze-
chodzi w sumowanie. Niech np. w przestrzeni zlozonej z pigciu elemen-
tow a, b, ¢, d i ¢ beda okre§lone funkeje f i g jak nastepuje

fla) =4, [f(B) =2, [f(e}=3, (@) =1, [f(e)=0,
g(a) =0, g¢gb)=2, g(c}=1, g(d)=2, g(e) =35,

(*) Trzeba tu przypomnieé, ze w wielu pracach rozwazana byla tzw. odleglosé
Frécheta, Nikodyma i Aronszajna zbioréw, okreSlona jako licznik wyrazenia (5),
tj. miara réznicy symetrycznej zbioréw. Por. np. P. R. Halmos, Measure theory,
New York 1950, str. 168 i 169. '
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co mozna, z my§lg o zastosowaniu wzoru (9), ujaé w tablicg 2. Odezy-
tujemy na niej b s
el(fy9) = = 7"

TABLICA 2 I to pojecie ma interpretacje dla

gatunkéw roflinnych. Funkcje f i ¢

aboedelJ charakteryzowaé beds te same dwa

/ 4 2 310 lagy 2% i B, co w tablicy 1, ale wy-

g 2 2 ; f Z 19 stepowanie poszczegélnych gatunkéw

/-9l . ¥ jest teraz schérakteryzowane takze
max(f,g) | 4 2 3 2 5§ 16 . ) . .

: ilofciowo: w pierwszym lesie przy-

padaja na kazdych 10 drzew: 4 sosny,
2 deby, 3 brzozy i 1 olcha, a w drugim 2 deby, 1 brzoza, 2 olchy i 5 §wier-
kéw. Sg to dane(?) z Wroclawskiego Rejonu Laséw Panstwowyeh (nad-
leénictbwo Migkinia: oddzial 41, pododdziat d i oddziat 98, pododdzial g).
Oczywidcie odleglo§é (5) jest szezegblnym przypadkiem odleglosei
(9): wystarczy za funkecje f i ¢ wzigé funkcje charakterystyezne zbioréw
4 i B (tj. funkeje réwne 1 w danym zbiorze, a 0 poza nim),
Mozna tez i na odwrét: sprowadzié w pewien sposéb do odlegloécl
(5) odleglosé (9) (a takze (10)), a dzieki temu sprawdzié dla me] waru-
nek tréjkgta, skoro dla (5) zostat juz wezedniej sprawdzony (3).

6. Zasada wzajemnoSci. Definicja podobienstwa (2) oraz odlegto-
§ci (4) ma jeszeze inng interpretacje. Mozna mianowicie postawié sobie
W botanice (a takze i w innych badaniach, w ktérych wystepuja bio-
topy, & nawet w badaniach lingwistycznych lub jeszeze odleglejszych
od biologii) problemat poniekad odwrotny. Na przykladzie laséw mozna
go sformutowaé tak: Pytamy nie o podobieristwo wzajemne dwéch obsza-
réw le§nych (np. obszaréw U i B zacytowanych przed chwilg) na tle
gatunkéw drzew, ale o podobieristwo (cenotopiczne, ezyli systematyczne)
dwéch gatunkéw drzew, na przyklad brzozy i olchy, na tle obszaréw,
W kiérych wystepuja. W tym celu postugujemy sie tymi samymi infor-
macjami, ktére nam stuzyly w pierwotnym zadaniu, np. danymi z Wro-
clawskiego Rejonu Laséw Panstwowych, ktére teraz bedziemy czytali
odwrotnie: stwierdzimy, ile w tym rejonie ]est laséw, w ktérych wyste-
Duje brzoza (a), ile takich, w ktérych wystepuje olcha (b) i — w koficu —
ile takich, w ktérych wystgpuja oba gatunki (w). Odczytawszy liczby
% b, w z rejestr6w rejonu obliczymy z wzoru (4) odlegtosé systematyczng

8 olchy od brzozy na tle laséw tego rejonu. To pojecie mozna réwniez
e .
(*) Zawdzieczamy je mgrowi F. Szczotce.
(®) Te i inne rozwasania teoretyczne podane sg w pracy E. Marczewskiego
iH, Steln}musa On a certain distance of sets and the correspondzmy distance of func-
tions, Coll, Math, 6 (1958), str. 319-327.
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sprecyzowaé przez uwzglednienie takze czestosei wystepowania (np.
w lesie 2, jak czytaliSmy, brzoza wystepuje 0 ,3 Tazy, a olecha 0,1 razy).

Gdy obliczymy wzajemne odlegltosei wszelkich ga.tunkow drzew
rejonu, bedziemy mogli stwierdzié, ktére z tych odlegtosci sg duze w poréw-
paniu z innymi. Jezeli stanie przed nami zadanie obliczenia odleglosci
obszaréw roflinnych, ktére zawieraja wiele gatunkéw, to przy pierwszym
oszacowaniu wystarczy uwzglednié we wszystkich obszarach tylko te
gatunki, ktérych wzajemne odlegloci uprzednio obliczone, okazaly
sig duze, gdyz te gatunki charakteryzuja owe obszary. Do wybrania
tych gatunkéw stuzy metoda dendrytéw (tzw. taksonomia wroclawska) (4).

Koncepc;e przedstawiong w tym paragrafie mozna nazwaé zasadg
wzajemnoéci lub zasadg dualzzmuﬁ)

Praca wplynela 9. 4. 1958

&MAPQEBCRHHnX.MTAKHXAY3WWMM)

OF CHCTEMATHYECKOM PACCTOAHHH PACTHTEJBHBI X MACCHBOB

PESIOME

Ecaun B pacrurennnoM maccuse (Hampumep B aecy) U BHCTynaer ¢ BUpOR,
B Maccuse B — b BUJ0B, & W eCTb YMCHO OOIMX BHJOB, T.e€. BHLOB, BHCTYIAWMMUX
TaK B MaccuBe ¥ kak m B Maccuse B, To paccromHmeM BTHX MACCHBOB HA3HBAEM
qucio (4).

Yucio aro xapaKTepusyer pasHHNY Memny maccuBamu A uwB. B qacmocm,
ecitr B A ¥ B BHCTymaer Touno Te e BUAN (6 = b = w), YO PacCTOAHHE MACCHBOB
pasHoHAYI0, a ectu A u B He uMenT HUKAKOro 06mero BUAA (w = 0), TO PACCMOAHME
npueEAMaeT HalGoasmee 3HaueHue 1.

Boofme, ecam u ecrs npowmsBombHAH (I)nncnpOBaHHaﬂ Mepa, T. . HeoTpHIa-
TelbHaA, ANAATHBHAA (QYHKUWA MHOMECTBA, PACCTOAHME MEMIY [ABYMA j-U3Me-
PHMHMK MHOKECTBAMHE ONpeeNAeTCH pasencrsom (6), rpge A+ B oﬁoanaqae-r coe-
RUHEHNE MHOMECTB, a A--B — CHMMETPHYECKYI0 DPA3HOCTS.

Emé 6onee ofie, paccroAHMe ABYX Heo'rpnua'renbnmx p-usMepuMbx GyHrIfHit
onpe;xemze'rcn fopmynoit (9).

Onpepmenennoe TakuM 06GpasoM paccrodume ynonne'rsopae'r yenoBuio Tpe-
YrOJbHWKA U DaSHHM YCJIOBUAM DEryIApHOCTH.

(*) Por. zbiorowa prace Ogélnej Grupy Zastosowan Panstwowego Instytutu
Matematycznego (K. Florek, J. Lukaszewicz, J. Perkal, H. Steinhaus,
8. Zubrzycki), Taksonomia wroclawska, Przeglad Antropologiczny 17 (1951), str.
193-211.

(*) Koncepcja ta przedstamona byla po raz pierwszy w cytowanej pracy zbio-
rowej, str. 205-207.
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Paccroanue (9) momer CIy:MTh [JIA ONpEJENeHUA PACCTOAHUA PaACTHTENb-
HLIX MACCMBOB He TOINbKO OTHOCHTEJBHO YNCI3 BUAOB, HO M OTHOCHTEXLHO YHCHEH-
HOCTH PasdMYHBIX BUA0B, BEICTYIAKIIYX B dTHX MACCUBAX.

E. MARCZEWSKIand H. STEINHAUS (Wroctaw)

ON THE SYSTEMATIC DISTANCE OF BIOTOPES
SUMMARY

1f o species appear in a biotope ¥, e. g. in a wood, b species appear in bio-
tope B and w is the number of common species, i. e. those occurring both in A
and in B, the distance of those biotopes is the number (4).

This number shows how the biotopes % and B differ from each other. In par-
ticular, if the same species (@ = b = w) are in A and B, then their distance is zero
and if A and B have no species in common, then it assumes its greatest value,
namely 1.

Generally, when u is ‘an arbitrary fixéd measure, i. e. a non-negative addi-
tive set function, then the distance of two sets measurable by measure. u is defin.
ed by equality (5) where A+ B denotes the sum and A= B the symmetric diffe-
rence of the sets 4 ahd B.

Still more generally, the distance of two- non- negatlve functions measurable
by the measure u is defined by formula (9).

The distances thus defined satisfy the condition of the triangle and various
conditions of regularity.

Distance (9) may serve to define the dissimilarity of biotopes with respect
not only to the number of speciés but also to the number of individuals of each spe-
cies occurring in the given biotopes.



