A. RYBARSKTI (Wroctaw)

ZUR FRAGE DER VARIATIONSPRINZIPIEN
DER GLEICHUNGEN EINER SYNCHRONISCHEN MASCHINE

Die moderne Variationsrechnung schafft ein starkes Mittel zur Be-
handlung der Differentialgleichungen. Man konnte versuchen, dieses
Mittel auf die Gleichungen des Generators zu wenden. Diese nicht-linearen
Gleichungen sind aber zur Zeit im Zusammenhang mit den Variations-
prinzipien nur wenig untersucht worden. Es ist bekannt, daB sie aus dem
Hamiltonschen Prinzip der analytischen Mechanik folgen [1]. Dieses
Prinzip ist aber kein Extremal- und umsoweniger ein Minimalprinzip.

In dieser Arbeit wird nun fiir die Gleichungen des Generators
ein Minimalprinzip aufstellen. Die Lagrange-Funktion dieses Prinzips
ist von besonderer Art, und zwar enthiilt sie parametrisch die Loésung
jener Gleichungen. Es wurde aber bewiesen, dafl die Euler’schen Gleichun-
gen, welche aus vorangestellten Prinzipien folgen, mit den Generator-
Gleichungen #quivalent sind. '

N § 1. Einfithrung
In dieser Arbeit wollen wir folgende »-+1 Gleichungen

—d%- [Lag () 451+ 125% = ex(1),

(1.1) | ity iL, . k=1,...,n,
e g v = ),

ls die Gleichungen einer synchronischen Maschine betrachten, wobei y
und ¢ die »-4-1 Unbekannten sind [2]. Wir wollen voraussetzen, da die
Funktionen Iy;(y) beschrinkt sind, erste und zweite stettige Ableitung
besitzen, die auch beschrinkt sind. Die GroBen I und r,; sind positive
Konstanten, wobei 7y = 0 fiir % = j. Die M(t) und e,(t) sind vorgege-
bene stetige Funktionen der Zeit. Uber die Matrix L,; wollen wir voraus-
setzen, daB sie symmetrisch und gleichmiBig positiv-definit ist, das
heilt:

Lyjarw; > Ampa,; A = const > 0,
tiir alle @; und .
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VYom technischen Standpunkte aus stellen die I Induktionskoeffi-
zienten dar, ry; — die aktiven Widerstdnde des Systems, ¢, — die #uBe-
ren Spannungen, M — das mechanische Moment, welches auf den Gene-
rator einwirkt; ferner stellen 4, die Stromstirken des Systems und y —
den Winkel dar, um welchen sich der Rotor bis zur Zeit ¢ umdreht [3].
Ziuletzt ist I das Trigheitsmoment des Rotors.

Es ist bekannt, daB die Gleichungen (1.1) aus den Lagrange’schen
Gleichungen fiir nicht-konservative Systeme der analytischen Mechanik
abgeleitet werden konnen [3]. Dabei hat man fiir die Lagrange-Funktion
L und die Dissipationfunktion ‘¥ folgende Ausdriicke:

(1.2) L = @+ Y+t My, R =Irugd,

A s
e = - %l8)s ?’—-“{‘l‘t‘()-

Setzen wir (1.2) in die Lagrange’schen Gleichungen
i(aﬁ) a.2 n 6%_0 ‘_d_(a,e) 0L
ein, so erhalten wir sofort die Gleichungen (1.1); man hat nur i; = ¢,

zu setzen. Ferner, ist bekannt, daB die Gleichungen (1.3) mit dem Hamil-
ton’schen Prinzip

(1.3)

dy

0,

i ta R
(14) t lf t lf 7. o0 |
dquivalent sind; dabei beziehen sich die Variationen auf ¢,(f) und y(2)
und verschwinden, wie immer, fir ¢t =1#,, ¢ = #,. Im Weiteren wollen
wir annehmen, das die Systeme @ = (¢,(3), ..., ¢,(t), ¥(?)) einer gewiBen
Klasse D angehoren, deren Elemsnte (n--1)-tupel von 2-mal differen-
zierbaren Funktionen sind, welche vorgegebenen Randbedingungen fiir
die Werte t = {,, t =%, geniigen. Mit ¢, wollen wir irgendeine Lisung
(qlo(t), ceey Qno(t), yo(t)) von (1.1) bezeichnen, die der Klasse D angehort.

§ 2. Das Extremalprinzip
Wir bilden das Funktional

)

(@1 W(Q, Qo) = [ (L—Rpqp)dt,
t
wobei '
(19 .
R, = - = ;
= e lame TriGr0 (1) 5

und stellen folgendes Extremalprinzip auf:
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EXTREMALPRINZIP. Filr jede Variation 6Q = (8q,(1), ..., 64,(%), dy(8),
die der Klasse D angehort, und filr welche fir t = 1,, t =1, g (t) und
dy (i) verschwinden, soll ‘

{2.2) OW(Q,Q0) =0
gelten. '

Aus diesem Prinzip folgen die Gleichungen

d . : - QL . .
@8) G L))t = ), L5+ 7 F iy — M),

‘Wir sehen, daf diese Gleichungen mit den Gleichungen (1.1) nieht iiberein-
stimmen. Beide Gleichungs-Systeme besitzen jedoch @, als gemeinsame
Losung. Wir werden beweisen, dall es eine derartige Klasse D' C D
gibt, mit @,eD’, in welchar @, die einzige Liosung der Gleichungen (1.1)
bzw. (2.3) darstellt. In diesér Klasse sind also die Gleichungen (1.1)
und (2.3) dquivalent. Das Prinzip (2.2), reduziert auf D’ (das heillt bei
Voraussetzung dQeD’'), wird dann zum gewiinschten 'Extremal- und
sogar Minimalprinzip fiir die Gleichungen des Generators.

§ 3. Das Lemma iiber die zweite Variation von W

Nach (2.1) und (1.2) hat die zweite Variation von W die folgende
Gestalt:

31
FW = f B Ly (7) 105+ T(89)%+ Ligr(y) & 08y Oy + 3L (v) s (37)%}.

Wir btwelsen das

LeMMA. Fir jedes a > 0 gibt es derartiges b > 0 und eine derartige
Klasse D', D' C D, von Systemen Q = (g1(2), ..., (1)), die den Bedingun-
gen

(3-2) |G — el < @,
(3.2) f (y —po)2dt > b f (¥ —vo)2dt

gewiigen, dap fir diese Klasse 6*W > 0 gilt, sobald nicht alle dqy, oy ver-
schwinden, und &y die Bedz‘ngung

(3.2") f (0p):di = b f (dy)2adt

erfallt.
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Die Klasse D’ hiingt also von &, b, @, ab. Sie igt nicht leer, denn zum
Beispiel ist (3.2') nach der Steklow’schen Ungleichung
8 B
(8.3)  [at)@t > [n/(f—a)] [@2(0)dt  (w(a) = o(B) =0)

durch alle diejenige y-—y, befriedigt, die auBerbalb des Intervalls von
der Liéinge d < -n:/ﬁ verschwinden. Wenn in jedem Intervall der Léange d
mindesten eine Nullstelle von y—y, vorhanden ist, geniigt ein solches

y—v, auch (3.2’). Dasselbe betrifft auch Jy. ‘
Nun wollen wir das -Lemma beweisen. Nach (3.1) erhalten wir

b2
(3.4) BW > [ aI(87)2+A(82)°— Bel 804l 1871 — 0(8p)3),
Yy

wobei
(3.4") By = supsup|Ly(9)l-lg;l, C = supsup|3Ly(»)l-1qz ¢l
QeD’ y QeD ¥ ;

Laut der Schwarz’schen Ungleichung und (3.2"), erhalten wir aus (3.4)
&
(85)  &W > (I—0/b) [-(8p)di+
* 4 I S |
+A [ (8ge2at—(BiVo)| [ (82t [ (dp)at]?
4 )] fy
to ] 1
= (I—Cfb—By/aAb) [ (ordi+ [VA[ [ (8guar]* —
T ' ]

ot
—(Byj2VAb) [ [ (ay)zdt]%}‘.
L]

Wenn wir b hinreichend gro8. wihlen, wird 62W > 0, wenn nur nicht
alle dq;, 8y verschwinden, und ‘unser Lemma ist bewiesen.

Wenn wir zum Beispiel I —C[b— Bj/4Ab = & > 0 annehmen, sehen.
wir, da b von B; und O, und deshalb also blo8 von a abhingt.

§ 4. Die A'quivaienz des Extrenialprinzips und der Gleichungen (1.1)

SATz 1. Fir Q = Qg erreichi W in der Klasse D' sein absolutes Mini-
mum. _ o
Beweis. In der Tat, :nﬁa‘cﬂi' (2.1) und (2.2)-(2.3) haben wir

(41) W(Q,Q0) = W(Qs, Qo)+ 4 (QeD),
wobei
(4.1) A = $0*W]so-0-0y;0-0p+w0a) &€ = comst, § <e <1,

Zastosowania Matematyki IV 23
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Ist nun Qe D’, dann auch @Q,+¢&dQ = Q,+ (@ —Q,) «.D'; nebenbei erfiillt
0y = y—v,y Wegen (3.2'), die Bedingung (3.2’’). Nach unserem Lemma
ist jetzt A4 > 0, falls nur nicht alle dq;, dy verschwinden. Wenn wir noch
(4.1) beachten, ist der Satz bewiesen.

SATZ 2. In der Klasse D’ haben die Gleichungen (1.1) nur eine Liésung.
Diese ist nach vorigen Bezeichnungen Q.

~

Beweis. Es sei in der Klasse D’ eine andere Losung Q = (g, .. s Qnsy V)

vorhanden. Wir bilden das Funktional
(4.2) W(Q) = W(Q, Q) = [at(L—Euaq),

wobei Ry = r4;q;(t) ist. Wie bei (2.2)-(2.3) haben wir 6W = 0 tiir @ — .

Es ist ferner 62W = 62W. Deshalb haben wir

(4.3) W(Qu) = W(Q)+ 4,
wobei
(_4.3’) A = '%‘(SZW'GQEQO_O; Q=Q+5Q 1 & = COHSt, 0 Le <1,

Da das Funktionensystem Q—i— edf) = Q,,+(1~e)(é—Qo) der Klasse D’
angehtrt, und da &y = y,—y wegen @D’ die Bedingung (3.2"") erfiillt,
haben wir nach unserem Lemma A > 0. Wir erhalten also aus (4.3)

W(Qs, @) > W(Q, Q).

Nach dem Satz 1 haben wir auBlerdem

~W(Qo, Qo) > —W(Q, Qo).
Aus diesen Ungleichungen folgt die Ungleichung

W (Qos @) —W(Qq, Qo) > W(Q,Q)—W (@, Q),
die nach (2.1) und (1.2)

tz . t"" .
[ a@t(Ry— Ry) qro (1) > [ dt(Ri— Be) 1)
Ut |
ergibt. Nach der Definition von E, nnd Ry, erhalten wir daraus
& _
7‘k1‘f ( Qo — qu) (40— g5) dt > 0.
U]
Da aber die linke Seite gleich Null ist, weil i = T und gz — ¢ am Rande

verschwindet, so ist diese Ungleichung falsch. Es ist also 6Q = 0, und
unser Satz ist bewiesen.
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SATz 3. Das Minimalprinzip
(4.4) W = [ di(2— Rpqs) = Minimum

ist in der Klasse D' mit den Gleichungen (1.1) dquivalent.
Beweis. Wenn W fiir @ sein Minimum erreicht, dann ist nach Satz 1
Q = @,, und die Gleichungen (1.1) sind erfiillt. Anderseits, wenn @ den

Gleichungen (1.1) geniigt, nach Satz 2 ist ¢ = Q,, also nach Satz 1 erreicht
W sein Minimum.

SATZ 4. Das BExtremalprinzip
t2

(4.5) SW = 6 [ dt(L—Ryuq) =0
4

st in der Klasse D' mit den Gleichungen (1.1) dquivalent.

Beweis. Wenn fiir irgendein Q aus D’ die Gleichungen (1.1) erfiillt
sind, dann nach Satz 2 ist @ = Q, und laut (2.2)-(2.3) ist (4.5) erfilllt.
Wir nehmen jetzt an, daB fiir irgendein QeD', die Gleichung (4.5) be-
steht. Nach dieser Voraussetzung haben wir, wegen (2.2)-(2.3),

aW (e) _

(4.6) =

0, fir e =0 und fir ¢ =1,

wobei R _
Wi(e) = W(EQ‘f‘(l—s)Qo, Qo)-

Nach dem Satz von Rolle und wegen (4.6) haben wir

EW(e)

4.
(&7) de'®

0, 0<e& <.

Es gilt aber
d*W(e)

daz gmag’

= 52WlaQ=Q—Qo; Q=2Q+(1—#)Q

und nach dem Lemma ist §2W > O,VWa,s (4.7) widerspricht.

Die obigen Resultate wollen wir in einem Satz zusammenfassen:
Piir die Qleichungen (1.1) stellt (1.4) nur ein Hamillon’sches Prinzip dar,
wéhrend die Sédtze 3 und 4 Ewxtremal- und Minimalprinzipien liefern.
Diese Ex-und- Min-Prinzipien sind aber mit (1.1) in einer engeren Klasse
als D, ndmlich D' dquivalent.
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Es sei bemerkt, daB bei den Beweisen von obigen S#tzen
manche Einzelheiten vernacblissigt wurden. Es werde hier festgestellet,
daf bei obigen Voraussetzungen die Anwendung des Taylor’schen Satzes
bzw. des Du Bois-Reymond’schen Lemmas in D’ vollig korrekt war.

§ 5. Eine andere Klasse in welcher die Siitze 1-4 ihre Giiltigkeit behalten

Es sei D"”(a, 7,Q,) eine Klasse von Systemen @ = (g(¢), ..., gu(%),
(1)), welche den Bedingungen

5.1) Qk.(tl)—;%o(tl) = €(?) — @ (7) = () —7o(t) = y(7)—7o(z) = 0,

Ge— gl <@ fir << T <lys o, p(8) e Oyty, 7)

geniigen. Wir sehen aus (3.3), daB wenn nur die Ungleichung
(v —1,) < =*/b

besteht, gilt, bei y(t)—yo(ts) = y(z ) —yo(r) = 0,
[ G—r2dt =b [ (y—yo)d.
4 4
Jetzt kann man das Funktional
(5.2) W@, Qo) = [ (L— Rigy)dt
. .
bilden, fiir welches das folgende Lemma besteht:
LEMM A, Fir belicbiges QeD''(a, 7, Q,) gilt

(5.3) FcW’ >0,

wenn nur nicht alle dqy, Oy verschwinden.
Der Beweis laiift ebenso wie im § 3.

Die Sitze 1-4 folgten aus dem Lemma § 3. Ebenso konnen wir fost-
stellen, dass diese Sitze ihre Giiltigkeit behalten, wenn man die Klasse
D' durch D" ersetzt. '

§ 6. Eine Verallgemeinerung
 Wir untersuchen jetwt das elektromechanische System, fiir welches
die Lagrange- und Dissipationfunktionen folgende Gestalt annehmen:
61) B =1T(,0— U, )+ il 10w e+ alBlgsy

(6.2  R= e 4
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Vom technischen Standpunkte aus bezeichnet T die kinetische Ener-
gie, U — die potentielle Energie, C;; — die Kapazititen des Systems
und p — den Koeffizient der mechanischen Reibung.

Das Hamilton’sche Prinzip

(6.3) 5 f Dt — f ( ® aq”@é,,)dt

9

ergibt die Differentialgleichungen fiir die unbekannten Funktionen
Q = (0:(2), -, gu(t), y(1)}, und zwar

o [Lis () @51+ Cog () s +75 @ = €x(2),
(6.4)

i(&l’) 0T (0Lk9 00y )+ Y

Auch fiir diese Gleichungen kann man ein Extremalprinzip aufstellen,
welches in gewiflen Klassen der Systeme @ mit diesen Gleichungen #qui-
valent ist. Das entsprechende Funktional hat die Gestalt

(7]

(6.5) W(Q,Q0) = [ (B—Ruq—Boy)dt,

i
wobei B, gleich By,(t) ist. Die vorigen Bezeichnungen werden beibebalten.

Wir bezeichnen jetzt durch G'(a,bd,Q,) die Klasge der Systeme,
die den Bedingungen

2

, . fy
G Grol < 65 f (dr— qro)?@ = b [ (qu— quo)?,
:
(6.6) '

geniigen. AuBerdem setzen wir voraus, dall ¢’ ¢D. Bei den Vora,usse’ozungeli

T,U, Lig; Cp<Csy. Ly = Ly, Oy = Cryy 1y == 145 = const,

0 0?
(6.7) | Ly} + 5;%,- + e Ly > Amm, (A = const > 0),
[y o oer 0*U
IGM|+I—0_0M <+ 620,4,’<oo 5F>J:00n8t>0’ ay2 < 00y

gilt folgendes
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LEMMA. Fiir jedes a > O gibt es ein derartiges b, > 0, daﬁ in der
Kiasse G'(a, bs, Q) die zweite Variation von W positiv i8t, wenn nur dqy, 8y
die Bedingungen

2] Ly
(6.8) f (8 5)2dt > b f Sq)*ds, [ (op)yrdt >0 [ (8p)dt
& . ]

erfilllen und nicht alle verschwinden.

Es folgt aus diesem Lemma, daB die Sifze 1-4 ihre Giiltigkeit be-
halten, wenn man statt W, D und (1.1) entsprechend W, @, (6.4)
setzt. Alle Beweise verlanfen analog, wie in §§3 und 4 ohne identisch
zu sein,

Man kann weiter durch die Bedingungen

0e—dwl <o fir ¢ <t <v <t Glt), y(8)eOs(ty, 1),
Qe (?) — qro () = P(l)—yo(t) = 0 fiir t=%,t=r1,

eine neue Klasse G (a, 7, Q,) definieren. Dann gilt:

(6.9)

Fir jedes a > 0 gibt es ein derartiges © > 0, daf die Siitve 1-4 ihre
Giiltigkeit behalton, wenn man statt W, D', (1.1) entsprechend W, G, (6.4)
setzt.

Zum SchluB ziehen wir noch eine einfache Konsequenz aus dem Ge-
sagten. Es sei

| . s
T =14y U=— [y, t)dy, feC, 5—:’-> —o0, Iy = const, Cj; = const.

In diesem Falle folgt aus unseren Sitzen:
Fir jedes a > 0 gibt es ein derartiges 7, > 0, dap die GQleichungen

(6.10) LiyQy+ 1y 0+ Oy = ex(t),  $—Fy, )-8y =0

in der Klasse der Funktionen Q = (@:(®)y ...) gu(®), y(t)), die den Bedmgun-
gen (6.9) gewiigen, nur eine einzige Lisung besitzen.

Wir sehen, daB sowohl die Glelchungen (6.10) als auch die Bedin-
gungen (6.9) in unabhdngige Gruppen zerfallen. Wir erhalten daraus den
Satz, daB bei gegebenen Randwerten von y(t) die Gleichung

(6.11) ¥ =f(y,0)+py, y=y(t)eCalts,ra), feOy, >

hichstens eine Losung in der Klasse C, besitzt (vergl. [4]).
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MATHEMATISCHES INSTITUT DER POLNISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
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A. RYBARSKI (Wroclaw)

ZASADY WARIACYJNE ROWNAN GENERATORA
SYNCHRONICZNEGO

STRESZCZENIE

W pracy rozwaza sig uklad nieliniowych réwnan réiniczkowych zwyezajnych
rzedu 2, rzadzacych ruchem generatora synchronicznego. Badany uklad ma budowe
typowa dla wielu zagadnieh z dziedziny ukladéw elektromechanicznych i zasluguje,
jak si¢ wydaje, na systematyczna analize.

Przyblizonemu rozwigzywaniu badanego ukladu po$wiecono, z uwagi na zasto-
sowania techniczne, wiele prac. Mozna przy tym zauwazyé, Ze wiré6d stosowanych
metod brak jednej z najmocniejszych, opartej na rachunku wariacyjnym. Stosowanie
metod wariacyjnych uzaleznione jest od tego, czy dany uklad réwnah ma postaé
réwnah Eulera-Lagrange’a. Poniewaz nasz uklad jej nie ma, wige metod wariacyjnych
do niego stosowaé bezpodrednio nie mozna.

Niniejsza praca ma za zadanie usunaé choé czeSciowo t@ trudnosé. Skonstruo-
wano mianowicie funkcjonal, dla ktérego warunek minimalnosei lub ekstremalnoéei
daje réwnania wprawdzie odmienne od badanych, lecz im réwnowaine. Ponie-
waz ta réwnowazno$é zachodzi tylko w pewnych, odpowiednio ograniczonych, rodzi-
nach funkeji, wige osiggnigtego wyniku nie mozna uznaé za catkowicie zadowalajacy.
Na przyklad przy stosowaniu metody Ritza, trzeba by dla kazdego rozwiazania przy-
blizonego sprawdzaé, czy naleiy ono do klasy, w ktérej zachodzi réwnowaznosé.
Wykazuje jednak, ze wskazana trudnoéé odpada, jezeli przedzial zmiennoéci zmien-
nej niezaleznej jest dostatecznie krétki.

Dla badanego ukladu réwnan uzyskano réwniez twierdzenia o jednoznacznosci
rozwiazan zadan brzegowych. Twierdzenia te obejmuja réwniez przypadek nielinio-
wych réwnan typu wahadla z liniowym tlumieniem.

A, PHIBAPCKHI (Bponaas)
K BOIIPOCY BAPHAILIHOHHKBIX INPHHIIHIIOB YPABHEHHH
CHHXPOHHOI'O TEHEPATOPA
PESIOME

B pabore paccmarpusaercs cucreMa OOGHKHOBEHHHIX HeIMHeMHHX nuddepen-
IMANbHHIX yPAaBHEHUWH BTOPOr0 MOPAIKA, TUIHYHAA MAIA PA3THYHHX 3IERTPOMEXAHM-
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TecKHUX ycrpoicrs. [locrpoen pyaKkumORAN, U3 YCAOBHA 9KCTPEMATBHOCTH KOTOPOro BH-
BOJHTCH YPaBHEHNA H»KBHUBAJEHTHHIE MCCIeAYeMEM. J{OKA3aHE TEOPEMH 0 eXMHCTBEH-
HOCTH pelleHHA PN 3aJaHHHIX PPAHAYHEIX YCHoBUAX. TeOpeMH OXBATHBAKT TaKmKe
CnyJait HenuHelEWIX ypaBHeHHMH THIA MAaATHHHA ¢ JUHENHHM AeMIGUPOBAHUCM.

A. RYBARSKI (Wroclaw)

ON THE PROBLEM OF THI VARIATIONAL PRINCIPLES
OF THE BQUATIONS OF SYNCHRONOUS MAOHINERY

SUMMARY

The author considers a system of non-linear differential equations of the second
order, typical for various electromechanical systems. He constructs a functional for
which the condition of minimality or of extremality gives equations which are equi-
valent to the given ones. He proves theorems on the uniqueness of the solutions of
boundary problems. Those theorems comprise also the case of non-linear equations
of the type of a pendulum with linear damping.



