J. PERKAL (Wroclaw)

0 WSPOLPRACY MATEMATYKOW I MEDYEKOW
W SRODOWISKU WROCEAWSEKIM

Profesor Steinhaus przywidzt ze Lwowa tradycje wspélpracy mate-
matyczno-medyeznej. Zaszezepil ja w mlodym oSrodku wroctawskim
i jako§ si¢ przyjeta. Juz w 1948 roku wspélpracowaliémy z medykami
nad kilku zagadnieniami, a w nastepnych latach tematyka medyezna
zajmowala stale poczesne miejsee w neszych badaniach. Z tej wspél-
pracy powstato kilkanagcie prac wydrukowanych Iub oddanyeh do
druku, a wiele publikacji medycznych nosi explicite lub implicite jej
slady. . o ‘
Sa tez i takie prace medyczne, ktore dzigki naszej wspélpracy nigdy
nie zostaly opublikowane, gdyz, jak sie okazalo, nie uzasadnialy wysu-
nigtych wnioskéw.

W ciggu ostatnich 10 lat wspdlpracowaliSmy z 35 medykami, wsréd
nich np. z profesorami: Albertem, Aleksandrowiczem, Falkiewiczem,
Fleckiem, Hirszfeldem, Hirszfeldows, Kacprzakiem, Kowarzykiem, Ku-
nickim i Szczeklikiem. ZajmowaliSmy sie bez mala 70 zagadnieniami
medycznymi. Dadza si¢ one podzielié na pewne grupy, ktére przedsta-
wie ponizej. ) o

Do pierwszej grupy zalicze zagadnienia natury matematyczno-
-logicznej dotyezace organizacji badan. Tak wiec np. zastanawialiémy
sie wspélnie z lekarzami nad tym, jak ulozyé tekst karty statystycznej
dla badania miazdzycy czy nadcisnienia, do statystyki zawaléw czy wola.
Zagadnienia te sq i wazne i do§¢ trudne pod wzgledem matematyezno-
-logicznym. Nalezy bowiem uwzglednié powigzania rozwazanej choroby
z rozmaitymi cechami chorego, powigzania znane lub przeczuwane
przez lekarza. Z drugiej strony, nie moina uwszgledniaé zbyt wielkiej
liczby cech chorego, gdyz z jej wzrostem niepomiernie rosng techniczne
trudnosci rachunkowe przy  opracowywaniu materiatu. W wielu bada-
niach tego typu nie opracowywano w ogéle czesei starannie zebranego
materiatu, tzn. niektére cechy chorych niepotrzehnie zapisywano na
kartach. Do tych zagadnieri nalezy jeszcze ulozenie karty, tj. rozmiesz-
czenie poszezegblnych zapiséw w tén sposéb, zeby wypelnianie karty
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i jej pdiniejsze wykorzystywanie nastreczalo jak najmniej trudnosei.
Musze dodad, zZe w rozwigzywaniu tych zagadnien nie postugiwali§my
sig uniwersalnymi metodami, lecz kazde zagadnienie rozwigzywaliSmy
indywidualnie.

Drugg grupe stanowily zagadnienia doboru prdébek ludnodci dla
badania rozprzestrzenienia jakiej§ choroby, powigzan z réznymi cechami
lub skutecznoscl zabiegéw. Gdy u jakiego§ osobnika stwierdzamy wyste-
powanie lub niewystepowanie choroby, czy ogélniej pewnej cechy, moze
to byé skutkiem przyczyny, ktérg rozwazamy w naszych badaniach
jako mozliwg przyezyne owej cechy, albo przyczyny ubocznej, ktorej
nie obejmujemy badaniem. Na te przyczyny uboczne nalezy zwrécié
szezegldlng uwage przy dobieraniu prébek, Je§li bowiem na jedne indy-
widua prdébki dziala uboezna przyczyna, & na inne indywidua probki nie,
to efekt tej ubocznej przyczyny bedzie u jednych indywiduéw dodatni,
a 1 innych ujemny, tak ze w sumie efekt tej ubocznej przyczyny w przy-
blizeniu si¢ zrownowazy. Taka uboczna przyczyna wplynie tylko na
zwigkszenie dyspersji wynikéw, a nie wplynie na srednie wielkogei. Nato-
miast gdyby$my tak dobrali probke, zeby na wszystkie jej indywidua
(albo na znaczng wigkszo§¢) dziatala jaka$ jedna uboeczna przyczyna,
to wynik tej ubocznej (wiec nieuwzglednianej w badaniach) przyezyny
moglby zmienié efekt do§wiadezenia. Statystycy mowig wéwezas, Ze prébka
jest wyselekcjonowana. Grozilo to np. w badaniach zaleznosci stanu
uzebieniz, kobiet od ilodci przebytych ciaz. Prébke kobiet po jednej
lub kilku cigzach wzieto z posrdéd pacjentek ubezpieczonych, a prébke
kobiet, ktére nie przechodzily eciazy — sposréd uezennic szkoly piele-
gniarskiej. Nie uwzgledniono przy tym ubocznej przyczyny stanu uze-
bienia, a mianowicie tego, ze pacjentki ubezpieczalni — bez wzgledu
na ilodé przebytych ciaz — majg na ogdél gorsze zeby mniz uczennice
szkoly pielegniarskiej.

Aby unikngé wplywu przyczyn ubocznych, zaleca sie zazwyczaj
probke losows. Jednakze jej pobieranie nastreeza na ogél znaczne tru-
dnosci techniczne, tak ze czesto uniemozliwia w ogdle wykonanie bada-
nia. Tak np. bylo z badaniem rozprzestrzenienia wola. Wybierano wiec
do badan prébki wielu metodami, mniej lub wiecej odbiegajacymi od
losowych ([27], [3], i [4]). Prébki te jednak niedobrze reprezentowaly
calg populacje. Wobec tego opracowaliémy specjalng metode praktycznie
‘wykonalng, a mozliwie najbardziej losows ([16]). Polega ona na loso-
waniu nie poszezegélnych indywidudw, lecz catych grup. W ten spo-
s6b osiggneliSmy to, ze ekipa badawecza pracowala przez caly dzien
w jednym miejscu, po czym przenosita si¢ do nastepnej grupy wcho-
dzacej w sklad probki. Okazalo sie ([21]), ze metoda ta data zadowalajace
rezultaty. .
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Jako rezultat badania odpowiednio wybranej probki i elementar-
nego statystycznego opracowania materiatu, otrzymuje si¢ obraz roz-
przestrzenienia interesujgcej nas choroby lub cechy. Tak np. otrzy-
maliSmy obrez rozprzestrzenienia wola ([2], [3] i [4]) lub rozprze-
strzenienia préchniey zeb6éw wéréd. wroclawskich dzieci szkolnych ([24]).

Do nastepnej grupy zaliczam zagadnienia prowadzgce do klasyez-
nych zadan statystycznych. W zagadnieniach tych musieliSmy odpowie-
dzieé¢ na pytanie, czy jaka$ cecha wywiera istotny wplyw na wynik. Typo-
wymi przykladami takich zagadnienn byly badania skutecznofei roz-
maitych lekéw. Badanie polegalo na tym, ze cze$§é chorych traktowalo
sie owym lekiem, a pozostaly cze$é nie. Obierano symptomat znamienny
dla danej choroby, sprawdzano wystapienie lub czas wystepowania tego
symptomatu u chorych jednej i drugiej grupy, wreszcie obliczano, czy
ilo§é wystgpieni symptomatu, lub §redni czas wystepowania symptomatu
w grupie potraktowanych lekiem, réini sie¢ istotnie od ilogei (czasu)
wystgpowania symptomatu w drugiej grupie.  Podobnie badaliSmy np.
wplyw uzywania tytoniu na miazdiyce lub wplyw zawodu na zawaly.
Z ciekawszych prac tej grupy wspomne o pytaniu, czy nowe metody
leczenia raka (tj. metody stosowane w XX wieku) wplynely na zmniej-
szenie nasilenia tej choroby lub przedtuzenie zyecia chorych.

Z grupg ty wigzg sie zagadnienia dyskryminacyjne, majace wedlug
mnie wielkie znaczenie i wielkyg przyszloéé w badaniach matematyczno-
medycznych. Przez dyskryminacje rozumiemy w statystyce podziat
badanej grupy indywiduéw na podstawie jednej lub kilku cech. Podziat
taki, zazwyczaj podzial na dwie grupy, moze w badaniach medycznych
oznacza¢ podzial na zdrowych i chorych lub chorych na jedng i inng
chorobe. Dlatego zagadnienia te mozna nazwaé zagadnieniami staty-
stycznej diagnozy. Oczywiscie nie nalezy wigzaé z tymi badaniami zbyt
daleko idacych nadziei. Diagnoza statystyczna rzadko kiedy zastapi
lekarzowi konkretne indywidualne badanie chorego. Moze natomiast
mie¢ duze znaczenie w medycynie spotecznej. Teka cecha jak np. der-
mografizm ([13]) pozwala wylowié z populacji dzieci podejrzane o reu-
matyzm. Za pomocy prostego i nieklopotliwego badania mozemy z grupy
kilkusetosobowej (np. ze szkoly) wybraé kilkanadcie dzieci i tylko te
poddaé nastepnym badaniom w celu wykryeia (lub nie wykrycia) reuma-
tyzmu. Dyskryminacje uznamy za dobra, je§li grupa wyodrebnions
‘przez te dyskryminacje bedzie stosunkowo mala, a poza tg grupa znaj-
dzie si¢ tylko znikomo mala ilo§é osobnikéw chorych na wylawiana
chorobe.

Do badan dyskryminacyjnych nadaje sig szezegélnie metoda punktéw
indywidualnych. Wyobrazmy sobie, ze badamy dwie cechy chorego, np.
jego temperature i ciénienie krwi. Oczywidcie lekarz zna dokladnie kazda
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z tych dwéch cech. Wie, kiedy uznaé temperature za normalna, kiedy
za podwyzszong. Umie takze okre§liéc normalne i anormalne ciénie-
nie. Liczba okre§lajaca temperature chorego daje lekarzowi pewng infor-
macje o tym chorym. Podobnie liczba okreslajaca cisnienie daje tez
pewna doze informacji. Ale zesp6t dwoch liczb: temperatury i ci§nienia,
daje wiecej informacji, niz te dwie liczby oddzielnie wzigte. Zesp6l tych
obu lieczb daje informacje o temperaturze chorego, o jego ciSnieniu oraz
informacje mowigca, ze przy takiej temperaturze chory ma takie cignie-
nie. Tak np. wysoka temperatura przy niskim ci$nieniu moze mieé inne
znaczenie, niz ta sama wysoka temperatura przy wysokim ciénieniu.
Lekarz przy stawianiu diagnozy uwzglednia owg dodatkowg informacje
wynikajacy z zespolu dwoéch czy wigeej badan. Ale metoda matema-
tycznego wykorzystywania tej dodatkowe] informacji jest metoda punk-
té6w indywidualnych. |

Opisze ja na przykladzie juz wezesniej opublikowanym ([18]). Jak
wiadomo, dzieci chore na angine gardla maja podwyzszong temperature
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i przyspieszony puls. Te same symptomaty notujemy réwniez u dzieci
chorych na dyfterie. Dodwiadczony lekarz wie, ze przy jakiej§ “danej
czestodel pulsu taka to a taka temperatura przemawia za anging, a inna
znéw za dyfterig. To wlaénie da sie dokladnie zbadaé¢ metods punktéw
indywidualnych. Rysujemy na plaszezyznie uklad wspoélrzednych, tj.
poziomg of, na ktérej bedziemy odkladali temperature, i prostopadis
do niej, na ktérej bedziemy odkladali czesto§é pulsu. W ten sposéb kaz-
demu choremu dziecku przyporzgdkujemy punkt plaszezyzny (rys. 1).
Wynpiszemy teraz z kart chorobowych dzieci chorych na dyfterie ich
temperatury i czestoci pulsu i punkty (indywidualne) przyporzad-
kowane tym dzieciom oznaczymy na rysunku krzyzykami. Podobnie
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postapimy z dzieémi chorymi na angine, oznaczajac kélkami ich punkty
indywidualne. Na rysunku wytworzg si¢ trzy obszary: pierwszy zawie-
rajacy same kolka, drugl zawierajacy same krzyzyki i trzeci ,graniczny”
zawierajacy 1 kotka i krzyzyki (rys. 2). Rysunek jest teraz gotéw do
uzytku. Jesli lekarz wezwany do chorego dziecka nie moze postawié
diagnozy (angina ezy dyfteria?) na podstawie ogledzin, moze sobie
pomée tym rysunkiem. Mianowicie powinien zmierzyé temperature
chorego i czesto§é jego pulsu i znaleZé punkt indywidualny chorego
dziecka mna sporzgdzonym przedtem rysunku. Jef§li punkt indywidualny
badanego dziecka wpadnie do obszaru zapelionego samymi kétkami,
jest wielkie prawdopodobienstwo, ze dziecko jest chore na angine. Jesli
jego punkt indywidualny wpadnie w obszar zapelniony krzyzykami —
dziecko jest raczej chore na dyfterig. Jesli za§ punkt indywidualny
dziecka badanego wpadnie. W obszar ,graniczny” — metoda w tym
przypadku zawodzi.

- ‘Metoda punktéw indywidualnych pomaga w analizie statystycz-
nej praktycznie, a czasem tylko koncepeyjnie. Wraz z metodami opi-
sanymi poprzednio daje stosowany przez nas kilkakrotnie spos6b opisu
rzeczywistofei i analizy ([14] i [15]). ;

W niektérych przypadkach stosowaliSmy do anahzy, a raczej do
porzgdkowania réznych .obiektéw przedstawianych za pomoeg punktéw
indywidualnych, metode zwang taksonomiq wroclawskq. Tg metoda
porzagdkowal Janowski paciorkowce ([8]), a Kelus i Yukaszewiez popu-’
lacje ludzkie ([9]).

Inng grupe stanowig zagadnienia Wymagajace anahzy probabili-
stycznej. Do grupy tej naleza takie zagadnienia jak dochodzenie ojcostwa
([11] i [23]), temat wymagajacy oddzielnege referatu, lecz moze nieco
mniej zwigzany z niniejszym artykulem. Nalezg tu inne zagadnienia
zwigzane z dziedziczeniem, jak tzw. konflikty grup krwi i wady rozwo-
jowe ([7]). Ciekawym przykladem takiego zagadnienia jest sprawa czwo-
raczk6w wroclawskich, zajmujaca obecnie pewien zesp6l uczonych wro-
clawskich. Chodzi o to, Ze nie ma bezspornych dowvdéw na to, ze
czworaczki te sg jednojajowe, chociaz 83 one jednej plei, tych samych
grup krwi i wielu innyeh cech dziedzicznyeh, ktére przeciez moglyby
sie niejednakowo dziedziczyé u czworaczkow niejednojajowych. Dzieci
z jednego jaja moglyby owe cechy dziedziczy¢ np. po matce, a z innego
jaja — po ojeu. Celem prac jest oszacowanie wiarogodnosci orzecze-
nia méwigcego, ze owe czworaczki sa jednojajowe. Gdyby sie okazalo,
ze wiarogodnosé ta jest taka znaczna(!), iz mozna praktycznie uwaZaé te

() W okresie mlqdzy zgloszeniem - a wydrukowaniem tego artykulu. J
Lukaszewicz dowiédl, ze tak jost istotnie. (Redakeja ZM).
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czworaczki za . jednojajowe, byloby to pierwsze na {wiecie osiggniecie
tego rodzaju. ‘

. Podobne metody doprowadzily do zbadania, jak zalezy skutecznog§é
badania nosicieli dyfterii od ilofci pedzli, ktérymi pobierano wymaz
z gardia podejrzanego i od ilofei badanych kolonii wyhodowanych z kaz-
dego pedzla ([12]). Z pracy tej wynikla praktyczna wskazéwka dla labo-
ratoriéw zajmujgcych sie wykrywaniem nosicieli dyfterii. |

Nieco inne rozumowanie bylo potrzebne do odpowiedzi na naste-
pujgce pytanie lekarzy: Jakie ci§nienia krwi uznaé¢ za normalne, a jakie
za chorobliwe (nadci$nienie lub podciénienie)? Poczatkowo wydawalo
sig nam, ze jest to sprawa czysto medyczna. Przeciez chorobliwe ciénie-
nie wigze si¢ z innymi objawami choroby i chyba na tej podstawie nalezy
okre§li¢ chorobe. Nasuwala sie anegdota nastepujaca: Medyk przy-
nosi matematykowi definicje i pytanie. Definicja: Chory ma nad-
ciénienie wtedy i tylko wtedy, gdy cisnienie jego krwi przekracza 140 mm
rteci. Pytanie: Jakie ci§nienie znamionuje chorobe nadcisnienia ? Oczy-
wiécie natychmiastowa odpowiedZ matematyka brzmieé¢ powinna: 140 mm
rteci. Jest to bowiem kongekwencjg definicji. Ale ta anegdota Swiadezy
tylko o tym, Ze matematyk i medyk nie rozumieja sie, Ze matematyk
stara sie tylko formalnie odpowiedzieé na pytanie medyka. H. Stein-
haus radzi w takich przypadkach poprzedzié odpowiedZ pieédziesigeio-
godzinng rozmows. Z do§wiadczenia wiem, ze niekiedy nie jest to weale
przesada.

Tak bylo i w tym przypadku, tj. przy ba,damu granic normalnego
cignienia. Po wielu rozmowach z medykami i z matematykami doszli§my
do wniosku, ze mozemy w tym zagadnieniu pomoc medykom Mozna
mianowicie zatozyé hipoteze, ze rozklad cignienia krwi w populaCJl Tudzi
zdrowych jest rozkladem normalnym Gaussa. Jest to oczywiecie zalo-
zenie tymczasowe, wymagajace empirycznego potwierdzenia. W pierw-
szym przyblizeniu mozna je jednak przyjaé. Nie latwo ten rozklad nor-
‘malny wyznaczyé, & to dlatego, ze trudno ustalié na podstawie innych
cech (poza cisnieniem), ezy badany osobnik jest chory na nadcisnienie,
na podci§nienie, czy tez zdrowy. Mozemy jednak z duzym prawdopo-
dobieristwem orzec, zZe osobnicy o ci§nieniu od 80 do 110 mm rteci sg zdrowi.
A wiee rozklad ciénienia krwi w przedziale od 80 do 110 mm rteci jest
w mysl nagzego zalozenia ezgécig rozkladu normalnego. Krzywa tego
rozkladu w przedziale od 80 do 110 jest czgScig krzywej Gaussa. Na tej
podstawie mozemy pxzedluzyé owa krzywa Gaussa, czyli znaleié roz-
klad ciénienia krwi wéréd osobnikéw zdrowych. : \

Je§li rozklad normalny poré6wnamy z empiryecznym rozkladem
cidnienia krwi wér6d wszystkich ludzi (zdrowych i choryeh) jakiej§ prébki
reprezentujacej cala populacje, okaze sie, ze 6w rozklad empiryczny
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bedzie sumg trzech rozkladéw: ludzi zdrowych o normalnym rozkia-
dzie ci$nienia, ludzi z podei$nieniem i ludzi z nadci§nieniem. W ten spo-
$6b znajdziemy pozostale dwa rozklady odejmujac od rozkladu empi-
rycznego rozkiad normaliny ludzi zdrowych (rys. 3). Granice miedzy
ci§nieniem normalnym a nadci§nieniem wyznaczymy jako liczbe rozgra-
niczajacg wartosei dwoéch zmiennych losowych. Robimy to miano-
wicie w ten sposob, zeby frakeja oséb zdrowych o ci§nieniu krwi wiek-
Szym niz graniezne réwnata sie frakeji os6éb z nadeignieniem o ci§nieniu
krwi mniejszym niz graniczne (mozna zresztg wykorzystaé nieco inny
warunek, dajgey nieco inng granice). Podobnie wyznaczamy granice
miedzy ci§nieniem normalnym a podeisnieniem.
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Oddzielng grupe stanowig zagadnienia zwigzane z rozwojem. Jedno
z nich, a mianowicie zagadnienie rozwoju dziecka, spotkaliSmy jeszcze
W 1947 roku, czyli 10 lat temu. Zaczelo sie chyba od tego, ze moéj syn
nie pasowat do tablic rozwoju dziecka, jakimi postugiwal si¢ dr Tadeusz
Nowakowski, wéwezas kierownik poradni pediatrycznej, dzisiaj profe-
sor Akademii Medycznej we Wroctawiu. Postanowiliémy zmienié tablice.
Zebraliémy obfity materiat ze szko6t Dolnego Slaska, a mianowicie wiek,
wzrost i wage ponad 17000 dzieci, i opracowalidmy go w nowy sposéb
pod wzgledem matematycznym. Dwie cechy dziecka: wzrost i waga, sa
cechami skorelowanymi. Na ogét dzieci o wigkszym wzrofcie maja wieksza
wage, dzieci o wigkszej wadze maja wiekszy wzrost. Informacja o wzro-
Scie dziecka zawiera pewns cze$é informacji o jego wadze i na odwrdt,
informacja o wadze dziecka okres§la w pewnym stopniu i wzrost dziecka.
Pediatra poréwnujacy wzrost i wage badanego dziecka z przepisanymi
na dany wiek wzrostem i waga moze np. stwierdzié, ze dziecko ma za
duzy wzrost i za duza wage. Cheac byé konsekwentny, musiatby rodzi-
com poradzié, zeby dziecko odchudzili i skrocili. Poniewaz jednak nie
umiemy skracaé¢ dzieci, wige pediatra taki méglby poradzié tylko odehu-
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dzenie. Mogloby sie to okazaé bardzo niewlasciwe. Doswiadezony i inte-
ligentny pediatra wie, ze przed takim orzeczeniem nalezy poréwnad
ciezar dziecka z jego wzrostem. Moze si¢ bowiem okazaé, ze dziecko wazy
za duzo jak na swoéj wiek, ale roéwnoczednie wzrost tego dziecka jest na
jego wiek taki duzy, ze, jak na 6w wzrost, dziecko wazy jeszcze za malo.
Powiemy woéwezas, ze dziecko jest rozwiniete ponad swéj wiek, ale jak
na ten rozwdj jest szczuple. Mimo wiee, ze dziecko wazy wiecej niz do-
zwalajg tablice, nie nalezy dziecka odchudzad.

Komplikacja tego orzeczenia wynika wladnie z korelacji migdzy
wzrostem a wagg. Pozorny nadmiar wagi byl skutkiem duzego wzrostu.
Zasadniczymi cechami 83 tu nie wzrost i waga, lecz rozwéj powodujacy
zwiekszanie si¢ i wzrostu i wagl, oraz druga cecha charakteryzujgca
szezuptosé 1 otylodé dziecka. Te druga ceche nazwalismy anomalig. Posta-
wili§my wiec sobie nastepujace zadanie: Znalezé dwie cechy oparte na
wzrodcie i wadze, czyli kombinacje liniowe wzrostu i wagi takie, ktore
nie bylyby skorelowane miedzy soba. Udalo sie¢ nam to zrobié ([17]).
Okazato sig, ze jedna z tych cech odpowiada rozwojowi, a druga ano-
malii dziecka.

OpracowaliSmy prosty nomogram, na ktérym z wieku, wzrostu
i wagi dziecka mozina odczyta¢ jego rozwdj i anomalie. Analogiczny
nomogram dla dzieci od 0 do 3 lat (rys. 4) opracowaliSmy w ostatnich
latach ([1]). Je§li cheemy znalezé rozwd6j r i anomalie a dziecka, np.
dziewczynki o wzroscie 83 em, wadze 12,5 kg i wieku 21 miesigey, znaj-
dujemy na plaszezyznie nomogramu punkt indywidualny o wspoélrzed-
nych réwnych wadze (12,56) i wzrostowi (83) rozpatrywanego dziecka.
Punkt ten rzutujemy na §rodkows lini¢ nomogramu, tzw. linie rozwoju.
Odlegtogé punktu indywidualnego od linii rozwoju jest anomalig (ano-
malia gravitatis pod linig rozwoju i anomalia staturae nad tg linig). Oce-
niamy ja za pomocg linii réwnoleglyeh do linii rozwoju, znaczonych
cechami w procentach. W naszym przypadku dziewczynka ma ano-
malie grav. (a,) miedzy 75°/;, a 90°/,. Mozna to zaznaczy¢ na prawym
dolnym rysunku. Odlegto§é rzutu punktu indywidualnego od tzw. row-
nowiekowego punktu, tj. punktu na linii rozwoju oznaczonego wiekiem
dziewezynki, czyli liczbg 21 mies., stanowi rozwoj ». Odecinek ten nalezy
odlozyé dla odpowiedniej odcietej (21 mies.) na wyzZszym z rysunkéw
dodanych w prawym dolnym rogu. Odeczytujemy tam, ze rozwdj r
zawiera si¢ miedzy 50°/, a 75°/,. Jefli na dodanych rysunkach bedziemy
zaznaczaé wyniki comiesigeznych pomiaréw, uzyskamy obraz indywi-
dualnego rozwoju badanej dziewczynki. Ciekawe jest, Ze nasi pediatrzy
nie uzywaja na ogot naszej metody, lecz pracuja gorsza wedlug nas, bo
mniej empiryezng amerykanskg metodg tzw. gridéw Welzla (p. np. [10]).
Tymezasem Amerykanie interesujg si¢ wla$nie naszg metods ([22]).
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Niewgtpliwie jednym z najciekawszych zagadnien jest badanie
rozwoju dziecka w czasie. Mozna by w tym celu badaé, jak zmienia sig
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wzrost dziecka w_ “zaleimoei od wieku i jak zmienia si¢ waga tego dziecka
w zaleznoci od wieku. Obydwie te funkcje beda jednak tak bardzo
rosngce, tak przyttoczone trendem rozwojowym, ze poszukiwania lokal-

Zastosowania Matematyki IV 18
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nych osobliwofci, okreséw szybszego czy powolniejszego rozwoju, okre-
soOw pelnienia czy tzw. bujania — okazalyby sie bardzo- trudne, jeshi
nie niemozliwe. Dla takiej analizy nalezatoby najpierw wyrugowaé trend
rozwojowy. Ale i to nie daje zadowalajacych wynikéw. Okazuje sie,
ze zredukowany wzrost i zredukowana waga (tj. po wyrugowaniu trendu
rozwojowego) sg cechami skorelowanymi wskutek korelacji miedzy wzro-
stem a waga. Korelacja ta nie zmalata po redukeji, tj. po wyrugowaniu
trendu rozwojowego. Dlatego wykresy zredukowanego wzrostu i zre-
dukowanej wagl jako funkecji wieku sg podobnymi wykresami (rys. 5).
Mozna jednak wyrugowaé korelacje zastepujac wzrost i wage przez roz-
wdj i ‘anomalie. Gdy poddamy analizie rozwdj i anomalie jako funkeje
wieku, okaze sie, ze u jednych dzieci oba wykresy sg podobne, a u innych
nie (rys. 6). U jednych dzieci rozwéj i anomalia razem wzrastaja i razem
maleja, a u innych przeciwnie: anomalia wzrasta, gdy rozwdj maleje,
anomalia maleje, gdy rozwoéj wzrasta. A wiec tworzy si¢ w ciggu Zycia
dziecka indywidualna korelacja miedzy rozwojem i anomalig. U jednych
dzieci jest ona wigksza, u Innych mniejsza, u jednych dodatnia, u innych
ujemna. Jest to nowy ciekawy parametr charakteryzujgcy dziecko ([20]).
Oczywidcie wymaga on dokladnego zbadania. Mozna jednak zaryzykowad
twierdzenie, ze duza dodatnia korelacja charakteryzuje chude, zabie-
dzone, niedozywione dziecko, ktére w swoich nieco lepszych okresach
rozwijalo sie i pelialo, a w gorszych cofalo sie w rozwoju i chudlo. Ujemna
za§ korelacja charakteryzuje chyba dziecko przekarmione, chorobli-
wie otyle, ktore w okresach szybszego rozwoju nieco chudnie, by nastep-
nie zatrzymaé sig w rozwoju i nadrabiaé otylosé.

Tak wiec okazuje sie, ze metody matematyczne pozwalajg uchwy-
ci¢ zagadnienie rozwoju i w ogdle procesu, pozwalaja analizowaé go
i charakteryzowaé¢ czulymi wskaznikami.

Z innych zagadnien dotyczacych procesdw wspomne tu o zagad-
nieniu krzepniecia krwi, o zagadnieniu regeneracji krwi u krélikow,
o rozwoju kolonii bakterii i o badaniu uodporniania si¢ kolonii bakterii
przeciw penicylinie.

Chee sie jeszeze chwile zatrzymad na zagadnieniu proceséw perio-
dycznych, takich jak charakteryzowane przez elektrokardiogramy, pneu-
mogramy itp. Zazwyczaj analiza krzywych okresowych charakteryzu-
jacych proces polega na rozkladzie krzywej okresowej na sinusoidy i na
doszukiwaniu sig Zrédel poszezegélnych sinusoid. Zwréémy jednak uwage
na to, ze précz owych hipotetycznych Zrédel na ksztalt krzywej wplywa
jeszeze mnoéstwo ubocznych przyczyn, chwilowe stany fizyczne, fizjolo-
giczne i uczuciowe, ktére powoduja, ze obserwowane krzywe odbiegajs
nieco od oczekiwanych ksztaltéw. Dlatego analiza harmoniczna takich
krzywyeh moze daé spaczony obraz, mamy tu bowiem do czynienia
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nie z krzyws okresows, lecz prawie-okresowa, analiza za§ funkeji pra-
wie-okresowych nastrecza powazne trudnosci i wymaga metod proba-
bilistyeznych., W praktyce lekarz poréwnuje krzywa badanego osobnika

g()

4
130 We

100 + } S
.W 1 2lata wiek
20 Dziecko Nr.393
70 F W
700 Cd —— \/—-\/4 + ~
gp} warest 3 2lata wiek
Dziecko Nr.445

Rys. 5

Dane liczbowe do rys. 5

dziecko nr 393

dziecko nr 445

—-100

+60

-60

J
+1007

r
3 N
Q

A S, .
T ! 2lata wiek
ir Dziecko Nr:393
K .

anomalia

A

| V rozwdj \y

Rys. 6

Dane liczbowe do rys. 6

dziecko nr 393

2lata wiek

Dziacko Nr. 445

ZM-283

dziecko nr 445

wskazniki wskazniki wskazniki wskazniki
wiek wagi wazro-  Wiek wagi | VZTO- wiek ro?: ano- wiek roz: ano-
stu stu wodj | malia woj | malia
0,75 | 0,74 | 0,96 1 1,05 | 0,98 0,7 | —70 ] —90 1 —15] -50
1,5 0,70 1 0,97 1,5 | 1,03 | 1,04 1,5 —70 | —90 1,6 | +60 | —50
2,5 | 0,8 | 1,00 25| 1,10 | 1,02 2,6 | —25| —70 2,5 | 40| +25
3,5 0,97 | 0,95 3 1,07 | 1,00 3,5 —45 | +25 3 415 +25
4.5 0,97 | 1,02 4 1,03 | 1,00 4,5 0 —40 4 0| +25
vi 093! 1,03 6 | 1,10 | 0,99 7 0| —-75 6 | -15| +75
8 0,96 | 1,04 7 | 1,10/ 0,97 8 4140 —90 7 0| +92
9 0,99 | 1,038 9 | 1,14 | 1,01 9 +30| -850 9 | 4+50| +75
10 0,99 | 1,04 10 | 1,13 | 1,00 10 140 —75 10 | 4-40| +88
11 1,056 | 1,04 12 1,03 | 0,96 11 + 55| —30 12 —25 | +88°
15 1,156 | 1,08 14 | 1,07 | 1,00 15 492 450 14 | +10] +50
17 1,26 | 1,09 15 | 1,05 | 1,00 17 +94| +80 15 | +25| 460
18 1,21 | 1,08 16 1,09 | 0,99 18 492 +65 16 +10 | 4-80
20 1,29 | 1,06 18 1,09 | 0,96 20 192 +90 18 0| 492
21 1,32 | 1,06 19 1,12 | 1,01 21 491} 494 19 +50 | +90
25 1,14 | 1,06 20 1,11 | 1,02 25 -+85| 435 20 +65| 470
28 1,25 | 1,05 28 +90| 494




276 J. Perkal

z typowa krzywa czlowieka zdrowego i szczegélng uwage zwraca na
ksztalt poszezegdlnych ezedei krzywej, np. réznych ekstreméw czy zatam-
kéw.

Jesli jednak potraktujemy okres takiej krzywej jako sume okresu
krzywej okresowej i odcinka losowego zaklécenia (jako funkeji czasu),
zagadnienie badania obserwowanej krzywej rozbije sie na dwa naste-
pujace zagadnienia: 1° badanie ksztaltu Sredniego okresu i systema-
tyczne odchylenia tego Sredniego okresu od typowego okresu czlowieka
zdrowego oraz 2° badanie losowych znieksztalcenn §redniego okresu.

Pierwsze z tych zagadnien polega na estymacji $rednich, a wiec
§redniej dlugofci okresu, §redniej amplitudzie, $redniej odleglodei od
poczatku okresu do jakiegos charakterystycznego punktu (np. do zatamka
T na elektrokardiogramie) itd. Te charakterystyki sa wlasciwie od dawna
znane i nzywane przez lekarzy. Statystyka matematyczna stuzy tu meto-
dami pozwalajacymi orzee, czy dwa elektrokardiogramy réznig sie isto-
tnie i pod jakim wzgledem. Drugie zagadnienie polega na estymacji
wariancji. Jegli ta wariancja jest znaczna, lekarze obserwuja ja jako
nieregularno$§é periodogramnu i w niektérych przypadkach wyciagaja
z tego réwniez wniogki lekarskie. Oczywidcie, dokladna analiza tej niere-
gularnogdeci, rozbicie jej na wariancje dlugosci okresn, wariancje dlugosei
poszezegdlnych czeSei okresu, analiza warianeji amplitudy i wysokosel
krzywej w poszezegblnych punktach charakterystycznyeh — moze dac
nowe ciekawe informacje o chorym. Wreszcie, na tle tak zanalizowane)
krzywej, mozna badaé poszczegdlne nietypowe okresy wystepujace bez
zewnetrznej przyczyny lub powodowane specjalnym bodzecem. Tak
np. bardzo ciekawie wygladaja na tle pneumogramu poszczegélne nie-
typowe okresy spowodowane bodzcem polegajacym na tym, ze badany
musiat na §wietlny sygnal odpowiedzieé naciénigciem guzika.

Préocz powyzszych zagadnien, ktére udalo mi sie¢ z mniejszym lub
wiekszym trudem wtloczyé do odpowiednich grup, pozostaje jeszcze
kilka pojedynczych zagadnied. ZajmowaliSmy sieg wiee np. zagadnie-
niem dra Majerka, ktéry chcial z kilku lub z wigkszej liczby rentgenow-
skich zdjeé czlowieka obracajacego sie dookola pionowej osi, otrzymad
obraz poziomego przekroju. Zagadnienie to zajelo nam wiele czasu, ale
nie dalo sie rozwigzad.

W tym krotkim przegladzie zagadnien medycznych, ktérymi zaj-
mowaliémy sie w ciggu ubieglego dziesigciolecia, nie zwracatem szczegol-
nej uwagi na terapeutyezne konsekwencje badari. Robilem to rozmy§lnie.
Po pierwsze dlatego, ze checialem zwrécié uwage na naszg tematyke, na
wachlarz zagadnien dajgcych sig traktowaé matematycznymi i statysty-
cznymi metodami, bez wzgledu na to, czy wynik takiego traktowania
dal rezultaty pozytywne czy nie. Po drugie, wolatbym nie formutowaé
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uzyskanych wynikéw, gdyz sformulowanie takie zawsze nastrecza pewne
trudnosei i jedli ma byé Scisle, jest zazwyczaj dod§é skomplikowane.

Ogélnie moge stwierdzié, ze zaledwie kilka naszych prac stosuje
sie w badaniach medycznych; s3 to np. metody pobierania prébek lub
metody oceny rozwoju. Mamy nadzieje, ze liczba tych prac ulegnie
powigkszeniu. Okoto 10 zagadnien rozwigzaliémy calkowicie (nie licze tu
odpowiedzi na pytania, czy zaobserwowane przez lekarza roéznice roz-
maitych cech w rozmaitych grupach sa istotne). Tylez mniej wiece]j
rozwigzaliSmy czedciowo. Kilka zagadnien rozwigzaliSmy negatywnie,
tj. stwierdziliémy, ze nie potrafimy ich rozwigzaé. Kilka — zarzucili-
Smy. O bezmala 10 zagadnieniach trudno mi powiedzieé, czy je zarzu-
cilisSmy, czy tez powrdeimy jeszeze do nich kiedys; zalezy to od tego,
czy lekarze, ktérzy mnam podsuneli te zagadnienia, wykonaja dalsze
obserwacje potrzebne do kontynuowania badan i czy zgloszg sie jesz-
cze do nas. Okolo 15 zagadnien kontynuujemy.

Zdarza si@ niekiedy, ze przynosza nam prace medyczn@ z prosba
0 sprawdzenie, zaopiniowanie, czy opracowanie statystyeczne. Oczy-
wifcie staramy sie woéwezas uczynié .zado$é zyczeniu autora. Bardziej
Jednak cenimy sobie &ciSlejsza wspolprace, ktora daje korzy§é nie tylko
medykom (jak sadze), ale i matematykom. Tworza sie nowe pomysty,
grupy zagadnieri podobnie rozwigzywanych, nowe metody. Ale mate-
matycy sg powolni. Nieraz po wielu miesigeach wpadnie na mysl potrzebny
niegdy§ pomyst. Wtedy otrzymujemy rozwigzanie. Czasem niestety
okazuje sie, ze jest juz za pbézno. Medyk tymeczasem oglosit odpowiednig
prace i przestaly go interesowaé zagadnienia tam poruszane. Strat takich
nie da si¢ unikngé. Cieszy mnie jednak ogromnie to, Ze coraz czesciej
trafiaja do nas zagadnienia powazne, inicjujace diuzsza i ciekawsa wspél-
prace miedzy dwiema dziedzinami wiedzy. A wlaénie taka wspdlpraca jest
znamieniem wspoétczesnej nauki.
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