J. WOJTOWICYZ (Warszawa)

METODY SPROWADZANIA ROWNAKN CZWARTEGO I PIATEGO
RZEDU NOMOGRAFICZNEGO DO POSTACI KANONICZNEJ

Wstep

W pracy tej podane sg rézniczkowe kryteria nomogramowalnosei
funkeji. ¥ (@, ¥, ), réwnania F(z, y,2) = 0 oraz r(’)wna,ni'a; (&) = F(=, y).

W dowodach twierdzen czesto bedziemy powolywaé sie na twierdzenie
o cigglosei 1 rézmczkowa,lnoécl Wlelomla.néw nomograficznych(1).

Jezeh funkc]a. F(w, Y, 2) _{Z‘ft(w)gi (y)hi(2) jest w postacl zreduko-

Wa,nej wzgledem wszystkich zmiennych oraz jezeli jest ciagla w pewnym
przedziale, to wszystkie funkeje f;(2), g;(y) & h;(2) 83 ciggle w tym prze-
dziale oraz jezeli F(x, y, 2) jest m, razy réiniczkowalna wzgledem =, m,
ragy roézniczkowalna wzgledem y i m, razy rézniczkowalna wzgledem ¢z,
to funkeje f;(x) sg rézniczkowalne m, razy, gily) —my' razy, hi(2) — mg
razy. :

Funkeja F(x,%,2) = 2 fi(@) g:(v) by (2) ]est w postaci zredukowanej
wzgledem zmiennej o, ]ezeh funkeje A;(y,2) = ¢i(y);(2) sa liniowo
niezdlezne. Amalogicznie dla innych zmiennych i dla funkeji F(w,y).

I. Forma kanoniczna Cauchy’ego

§ 1. Rownanie rozmczkowe formy kanonicznej Cauchy’ ego. For-
ma kanoniczna Cauchy’ego ma postaé

1) 9(2)+f(@)h(y)+k(y) = 0.
Oznaczmy
@ F =F(o,y,2) = g@)+[®)hy)+Ey).

(1) J. Wojtowiez, Uber die kos oyfedon des Ranges eines nomographi-
n Polynoms und iiber die Stetighkg d spizderbarkeit der verallgemeinerten
hischen Polynome, Ann. Math: Roi‘“ @ 0), w druku.
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TWIERDZENIE 1. Jeseli funkcja F jest w prostopadioécianie D, okre-
slonym mnierdwnodciami xy, <& < By, Yo <Y < Yyy 20 < 2 L 2y, okredlona
i ciggla wraz z pochodnymi czqstkowymi aé do rzedu trzeciego wtacznie oraz
Fy #0, to na to, by funkcja F miata w prostopadioscianie D postaé (2),
potrzeba i wystarcza, 2eby spetnione byly warunki

0%In ||

Dowéd koniecznofeci. Jezeli k(y) + ah(y) (gdzie a jest wspél-
czynnikiem liezbowym), to na moey definicji postaci zredukowanej
funkcja F(x,y,2) jest w postaci zredukowanej wzgledem wszystkich
trzech zmiennych. Jezeli funkeja F(», ¥y, 2) jest w postaci zrédukowanej
i spelnia zalozenia twierdzenia 1, to, na podstawie twierdzenia o réznicz-
kowalnoei i ciaglodei wielomianéw nomograficznych, funkecje g¢(z), h(y)
i k(y) maja pierwszé pochodne ciagle, a funkeja f(x) pierwsza i drugs
pochodng ciagla. ‘

Jezeli funkeja F(z, y, #) nie jest w postaci zredukowanej, tj. jezeli
k(y) = ah(y) (@ jest liczby), to F(»,y,?2) = g(2)+f(x)h(y)+ ah(y).

Sprowadzajac do postaci zredukowanej otrzymamy

F(z,y,?) = g(2)+[f(2)+alh(y).

Jednak i w tym przypadku, na podstawie twierdzenia o cigglodei i réz-
niczkowalnoéei - wielomianéw nomografieznych, g¢(z) posiada pierwszg
pochodng ciagls, f(#)+a -posiada druga pochodny ciagla, wiec takze
f(@) oraz ’h(g/) posiada pierwsza pochodng ciagly. Stad poniewaz k{y) =
= ah(y), wige takze k(y) posiada pierwszg pochodngy ciagly.

Latwo . wige sprawdzid, ze jezgli F(x,y,2) = g(#)+f(@)h(y)+k(y)
i spelnione s zalozenia twierdzenia 1, to spelnione sg takze warunki (3):

Dowéd dostatecznogdei. Calkujge pierwsze réwnanie ukladu (3)
wzgledem @, drugie wzgledem y otrzymujemy

(4) . F,=A(e, ),

(5) F, = B(z, a).

Z warunkéw (4) i (5) wynika, Ze
A(z,y) = Blz, ») = A(2),

a stad F, = A(2). Catkujac otrzymujemy

(6) P= fA(z)dz+0(m, y).
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7 istnienia odpowiednich pochodnych czgstkowyeh funkeji F wynika
istnienie odpowiednich pochodnych czastkowyeh funkeji C(z, y), a z wa-
runku F, # 0 wynika, ze C, # 0.

Wstawiajae (6) do trzeciego réwnania ukladu (3) otrzymujemy
warunek na funkeje O(x, y):

42 \00(&9,@/).

0%
0 dy

= {.

Stad wynika, ze C(2,¥) = h(y)f(#)+k(y). Oznaczajac [A(2)de =
= g(2) i wstawiajac do (6) ofrzymujemy (2).

§ 2. Metody sprowadzania do postaci kanonicznej. Funkeja
F(x,y,z) spelnia warunki (3) wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci (2)
i spelia zalozenia twierdzenia 1. Czesto jednak dane jest réwnanie
F(x, y,2) = 0, ktérego lewa strona nie jest postaci (2). Zachodzi wiec
Ppytanie, jakie warunki musi spelmiaé funkeja F(x,y, 2), zeby mozna )a
bylo sprowadzié do formy kanonicznej Cauchy’ego.

Jednym ze sposobéw sprowadzenia funkeji F(x, v, 2) do postaci (2)
jest zlozenie funkeji F(x, y, 2) z taky funkcja @ (u), ze O[F(z, ¥, 2)] ma
postaé (2). Funkeje. &(u) nazywamy w takim przypadku funkeja ana-
morfozujgoq funkeji F. Jezeli @(u) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy « = 0,
i @(u) jest funkejg anamorfozujacy funkeji F, to funkeja q)(u jest funkeja
anamorfozujacg rownania F = 0.

Inng metods sprowadzema réwnania F(z,y,2) =0 do postaci
kanonieznej jest pomnozenie go przez. funkeje f(w, y, 2) tak dobrang, ze
iloczyn fF jest postaci (2). Funkeja f nazywa si¢- czynnikiem anamorfo-
2ujgeym. _

COzynnik anamorfozujacy nie moze byé funkeja dowolnej postaci;
musi byé tak dobrany, zeby réwnania fF =0 i ¥ = 0 byly réwno-
wazne.

Bedziemy rozpatrywaé czynniki a.na,morfozu]ace zalezne tylko od
dwu zmlennych

§ 3. Funkcja anamorfozujgca. Udowodnimy

TWIERDZENIE 2. Jeseli w prosiopadloécianie D (okreslonym jak
w twierdzeniu 1) funkcja F (@, y, 2) jest okredlona ¢ ciagla wraz z pochodnymsi
czasthowymi -a2 do reedu trzeciego wlqoenie oraz Fy-Fy Ky 7 0, a wartosei
funkeji F(w,y,2z) w prostopadtodcianie D wypelniaja przedziat I, to na
to, by w preedziale I istniala traykroinie résniczkowalna funkcja anamor-
fozujaca @ (u), sprowadzamca, funkeje F(x,y,2) do postaci (2), taka, Ze
' (u) # 0, potrzeba i wystarcza, seby w calym prostopadloscianie D spel-
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nione byly warunki

I[F,] _ 9
(%) 35[7«’;]:0’ Fwiy

Fe

02
F, ' wdz | F,
Dowdéd koniecznofei. Zalézmy, ze w przedziale I istnieje funkeja

anamorfozujgca @(u) taka, ze D(F) = g(z)+ f(x)h(y)+k(y). Poniewaz
@' (u) # 0, wige istnieje funkeja u = ¢(P) odwrotna do D(u). Stad

F(z,y,z) = elg@)+ (@) h(y)+ E(y)].

F,

== 0.

Obliczamy
Fo =¢'f(@h(y), F,=9¢9(), F,=9¢T[fl@)h@)+FQy)]

i sprawdzamy, ze funkeja ¥(z, y, z) spelnia warunki (7).

Dowéd dostatecznofei. Sprawdzamy, ze na mocy warunkéw (7)
zachodzi

5 1 O[Fm]_l _e’)_[lf’“]_l 6[11’“]
) F, oz\F,F,1 " F, oylP,F, )~ F, o:l7, 7)1
Z pierwszej tozsamosci (7) po pfzeksztalceniach otrzymamy
F. F
(9) o ek
r.F, F,F,

Nastepnie, biorgc pod uwage pierwszg i drugg tozsamodé (7), dowodzimy
nastepujacej réwnosei:

(10) 1 9 [ Fm] PPy, 1 FmF,—FmFﬂ,JEG.

F, oo LP,F,) " F2F,F, F.F, i3
Z uwagi na twierdzenie o zaleznogei funkeyjnej(2) oraz na warunki (8) jest
F s
F:;'z = A(F(z,y,7).

Poniewaz funkcje F', Fy, F, i F,, s3 ciagle oraz F, # 0 i F, + 0, wigec
funkeja A (u) jest ciagla. Zatem istnieje funkcja @ (u) speliajgea tozsamosé
' (F F |
(11) ol L e
@' (F) ¥, F,
Zauwazimy jeszeze, ze funkcja @(u) jest trzykrotnie rézniczkowalna.
Wynika to z zalozen o trzykrotmej rézniczkowalnofei funkeji F(@y ¢, 2).

(*) T. M. ®uxreuronbn, Kypc dufdepenyuatsrnozo u unmezpassuoso ucu-
caenus, MockBa - Jlennnarpag 1948, tom I, str. 547.
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Dolgcezmy do tozsamosel (11) warunki (9) i (10). Uklad tych réwnosei
jest rownowazny z ukladem

o) _ _ Fm  OUF) Py
@' (F) ~  F,F, &(F)  F,F,
(12) ’
[(D"(F)]'+ (I)"(F)‘ Koy 1 ._a_[Fm] — 5
@' (F) O (F) F,F,  F.F, oyl P, ]~
(Wystarczy we wzorach (9) i (10) zamiast —— wstawié — ﬂ@ a Za-
F,F, o'(F)’
miast —1——?——[ Pz ], wstawié — [ @’I—ﬁ—‘)—]’.) Powyzsze warunki mozna
F, s LF,F, o () ~
przedstawié w nastepujacej postaci:
0@ =0, (0@ =0, ow| e =0
d 02 7 Oyoe — 7 Oxdy | 0w R

Na podstawie twierdzenia 1 funkcja @(F) jest poétaci (2), zatem
P(u) jest funkejg anamorfozujaca. :

Wiszystkie funkeje speliajace tozsamofé (11) maja postaé

P(u) =6, P(w)+¢,, gdzie P(u) = [exp[— [ A(w)du]du.
Jezeli rownanie F(x,y,z) = 0 posiada funkeje¢ anamorfozujgcs, to ma
ona postac o
; @ (u) = ¢,[P(u)—P(0)].
Udowodniliémy

TwiERDZENIE 3. Jeseli funkcja F(x,y,z) spetnia zaloienia twier-
dzenia 2 © jeseli istniejq dwie funkcje anamorfozujqce, sprowadzajqce réwna-
nie F(x,y,2) = 0 do postact g(z)+f(x)h(y)+k(y) = 0, to réiniq si¢ one
miedzy sobq co najwysej staltym czynnikiem.

PrzYkrAD 1. Dane jest réwnanie

F = 2V1+ y*coshay + yzsinhay 4
+1/1+z2-l/1+y2sinh_wy+yl/1+z'2coshmy == (.

Nalezy sprawdzié, czy istnieje funkeja a.namorfozujaca., sprowadzajaca
ré6wnanie F = 0 do postaci kanonicznej Cauchy’ego. Najpierw spraw-
dzamy spelmienie warunkéw (7). Nastepnie obliczamy wyrazenie

(A)

F.F,
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Ze spemienia warunkéw (7) wynika, ze wyrazenie to jest funkejg tylko
zmiennej F. Rugujae z réwnania F = 0 i z wyrazenia (A) jedna ze
zmiennych, na przyklad z, ofrzymujemy wyrazenie (A) w postaci
b2
1-+-F2°

Tozsamosé (11) przyjmie zatem postaé
L . 3
@'(w) | 14w
Wezystkie funkcje spelniajace te tona.mqéé maja postad
D (u) = c,arcsinhu 4 ¢,.

Zatem najprostsza postaé funkeji anamorfozujgcej réwnania F =0
jest
®(u) = aresinhu.

Stosujgc znane wzory dla funkcji hiperbolicznych mozemy réwnanie
aresinh ' = 0 przedstawié w postaci

arcsinhz-- oy +arcsinhy = 0,
co nie bylo natychmiast widoczne.
§ 4. Czymnik anamorfozujacy. W paragrafie tym rozpatrzymy trzy
przypadki istnienja czynnika anamorfozujgcego.
4.1. Rozpatrzymy najpierw przypadek istnienia czynnika anamor-

fozujacego postaci ¢(2, ¥), (p(x, ¥) # 0). Zalézmy wiee, ze réwnanie ma
postad

(13) F=F(@y,?= [g9(2)+ f(@)h(y)+ R (y)] = O.

o(@, y)
TUdowodnimy

TWIERDZENIE 4. Jeseli w prostopadloscianie D (okreslonym jak
w twierdzeniu 1) funkeja F(x, y, 2) jest okredlona 1 ciggla wraz # pochodnymi
czastkowyms as do rzedu czwartego wlacznie oraz F,P, + 0, gdzie P = F|F,,
to na to, by isiniat ceymmik anamorfozujacy, zaletny tylke od x i vy, spro-
wadeajgoy réwnanie do postaci kanonicznej Cauchy’ego, potragha i wystarcza,
2eby spelnione byly warunki

9*In | 7| 9*In | F| 3*In | Py

0 0
dzdy ’ 0z0x ’ oz dy

I

(14) 0.

fl
i
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Dowéd koniecznofci. Jezeli istnieje czynnik anamorfozujacy, to

1 |
F = o @) Lg(2)+ /(=) h(y)+E(y)].

Analogicznie jak w twierdzeniu 1 dowodzimy rézniczkowalnosei funkeji
o(@,y), 9(2), /(®), h(y) i k(y). Nastepnie obliczamy F, = ¢'(2)/p(w, y)

i dalej |

(15) P(@,9) = ——

Fy(z,y, C)’

gdzie { jept dowolng wartoscig zmiennej z w prostopadioscianie D, a ¢
jest wspétezynnikiem liezbowym.

Yatwo wiec sprawdzié, ze jezeli F spelnia zalozenia twierdzenia
oraz F = [g(2)+f(@)h(y)+%(y)]/p(x,y), to warunki (14) sa spelnione.

Dowdd dostatecznoseci. Caltkujac pierwszg tozsamosé (14) wagle-
dem y i drugs wzgledem x otrzymujemy

dIn | F, oln|{F,
Blz ! = A(2, 2), O]z | = B(z, y).
Skad
A(z,2) = B(z,y) = A(s) oraz 611;]:7’,[ = A(2).

Calkujae wzgledem 2 i przeksztalcajac otrzymujemy
F,=E@)H(%,y), gdzie F(z)= expfA(z)dz.

Z warunku F, # 0 wynika, 7e E(z) # 0 i H(xz,y) # 0. Calkujac wagle-
dem z obliczamy

¥ =H(s,y) [ Ble)de+E(@,y).
Obliczamy teraz P,

'F_ [B(2)de 1 K,y

P=% ="20 T30 He

i wstawiamy do ostatniej tozsamosei ukladu (14):
ol 2 (5)

ln | —|—
o ox \H

0.
0w dy

i
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a

otrzymujemy

(Funkeja

jest rézniezkowalna, gdyz —;;(%:—) = P, #+ 0). Stad
K(z,y) = [H(2)h(y)+k(y) 1 H (2, y).
Obliczamy teraz funkcje
F(@,y,2) = H(e,y) [ B(2)de+H(z, y) [} (@) h(y)+ k(y)].

Po wstawieniu
1

oz, y)

[Bydz=g() i H(w,y) =

funkeja F(w,y, 2) przyjmuje postaé (13).
Z réwnofci (15) wynika, ze ezynnik anamorfozujgey jest okreslony
z dokladnoscig do stalego czynnika. Udowodnilismy

TWIERDZENIE 5 Jezeli funkcja Flz,y, z) spe‘lmla. zalozmia twierdze-
sprowadzajqce réwnanie F(x,y,z) = 0 do postam ka,nomczney Cauchy’ ego,
to rozniq sig co najwyzej o staly czynnik.

PRZYKEAD 2. Dane jest réwnanie

9(2)f (@) + (@) h(y) + [ (@) k(y) + g () h (¥) + B (¥) B (y) + [ (@) h*(y) = 0,

ktorego lewa stron¢ oznaczymy przez F(z,y, z). Funkeje h(y) i k(y)
maja pierwsze pochodne ciagle, g(z) i f(») za§ drugie. Nalezy sprawdzié,
czy istnieje ezynnik anamorfozujaey, zaleszny jedynie od « iy, sprowadza-
jacy réwnanie do postaci kanonicznej Cauchy’ego. W tym celu nalezy
sprawdzié czy spelnione s3 tozsamogci (14). Najpierw obliczamy
F, = ¢'(f+h). Nastepnie In |F,| = In ¢’ (2)| +In|f(x)+ h(y)|. Stad widaé, ze

emiEr _ . A

=0.
0z0y ! oz0r

|

‘Analogicznie sprawdzamy, Ze spelniona jest ostatnia tozsamosé (14).
Ze spelnienia warunkéw (14) wynika, ze istnieje ¢zynnik anamorfozujacy
zalezny jedynie od # i y. Obliczymy go: F, = ¢'(f+h) i

c

7' (O (@) +hy)]

Mozna wiec przyjaé, ze ezynnik anamorfozujgcy ma nastepujaca postaé:

ple,y) =

1
PO =S i)
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4.2. Rozpatrzmy teraz przypadek czynnika anamorfozujacegoe za-
leznego jedynie od zmiennych y i 2. W takim przypadku réwnanie ma
nastepujaca postad:

(16) F=F(y,z2) = lg(2)+ (@) h(y) + k(y)] =

1

P(y,2)

TWIERDZENIE 6. Jezeli w prostopadloscianie D (okreslonym jak w twier-
dzeniu 1) funkcja F(x,y,2) jest okreslona i ciggla wraz z pochodnymi
czqstkowymi oz do rzedu czwartego wilqeznie oraz F, P, # 0, gdzie P = F | B s
to na to, by istnial czynnik anamorfozujgcy zaleiny tylko od y 4 2, sprowa-
dzajacy réwnanie do postaci kanonicznej Cauchy’ego, potrazeba i wystarcza,
zeby spelnione byly warunki

an Pl |Fy| - #:n|F,| ?n|P,| 0
oxdy ' omar 020y

Dowéd koniecznosei. Analogicznie jak w twierdzeniu 4 dowo-
dzimy rézniezkowalnosei funkeji. ¢(y, z), g(2), f(), h(y) i %(y). Spraw-
dzamy, ze

g’
oy, 2) ’
gdzie ¢ jest dowelng warvodcia z w prostopadioscianie D.

Teraz juz latwo sprawdzié, ze jezeli funkeja ¥'(w, y, 2) spelnia zalo-
zenia twierdzenia i

(18) Fo(z,y,2)P(2,9,0) =

F(z,y,2) =

1
[9()+ (@) h(y)+ E(®)],
p(y,2)
to warunki (17) sa spelnione.
Dowoéd dostatecznofci. Calkujac pierwsza tozsamosé (17) wazgle-
dem y, drugg wzgledem 2 otrzymujemy

oln|Fy| om|F, .
R = Aw,8), =t = B, y).
Stad
n|F
A@,2) = B(a,y) = A(a) oraz 2 I;L = _ A(a).

Zatem F, = K(x)E(y,z). Z warunku F, # 0 wynika, ze K (z) # 0
1 E(z,y) # 0. Calkujac jeszeze raz wzgledem « obliczamy

F(z,y,2) = [ K(@)doBly,2)+L(y, 2).
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Nastepnie obliczamy funkecje P:

P = —F— = dem + L .
b K KE
Stad
1 8 (L
Py = — . . —|=].
=% 55}
Z ostatniego warunku (17) otrzymujemy
I
oy |0z \B/]

Stad L = By, 2)H(y)M (2)+E(y, 2)Q(y). Funkeja F(a,y,2) prayjmuje
wige postaé (16). Z warunku P, # 0 i tozsamo$ei P, = HM’'|/K wynika,
ze H(y) 0.

F = E(y,?) [ K(@)do+E(y, 2) H(y) M (z)+E(y, 2)Q ).

Po wstawieniu

1
(¥) E(y, 2) #1y:3)

_ Qly) _
H(y) H(y)

otrzymamy funkcje F w zgdanej postaci. Z tozsamodei (18) wynika

fK(w)d:v = fx), M(2) = g(z), h(y), k(y),

c
Fo(@,y,2)Ps(@,y, L)

Widaé wige, ze czynnik anamorfozujacy jest okre§lony z dokladno-
Scig do stalego czynnika. Udowodnili§my

TWIERDZENIE 7. Jeteli funkeja F(z,y,2) spelnia zalosenia twier-
dzenia 6 © jeseli istniejg dwa czynniks anamorfozujqee zalesne tylko od y i z,
sprowadzajqce réwnanie F(x,y,z) = 0 do postaci kanonicznej Cauchy’ego,
lo roéniq 8i¢ co najwysej o staly czynnik.

4.3. Rozpatrzymy ostatni przypadek istnienia czynnika anameorfo-
zujgeego, jako funkeji # i z. Réwnanie w tym przypadku ma postad

oy, 2) = gdzie ¢ = const.

F=F = -
(@,y,2) (@, 2)
TWIERDZENIE 8. Jezeli w prostopadioécianie D (okreslonym jak w twier-
dzeniu 1) funkcja F(w,y,z) jest okreslona i ciggla wraz z pochodnyms
czqstkowyms az do regdu piglego wlqcenie oraz Fy Py R, 0, gdzie P = F|[F,,

[g(2)+f(®)h(y)+k(y)] = O.
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R = P|P,, to na to, by istnial czynnik anamorfozujqacy zaleiny tylko od
x ¢ 2, sprowadzajqcy dane réwnanie do postaci kanownicznej Cauchy’ego,
potrzeba © wystarcza, zeby spelnione byly warunki
0*In | F,[ —0 - l|P] 0. 9*In|R,|
dzdy .~ ' ozow oxdy
Dowdd koniecznosei.

Plo,y, o) = -(L)- [9(8)+ 1) hi) -+ E )1

Na podstawie twierdzenia o roquzkowalnoéci i ciaglogei wielomianéw
nomograficznych dowodzimy, podobnie jak w twierdzeniu 4, rézniczko-

walnodei funkeji h(y), k(y), f(x),g(2) i ¢(x,2). Zauwazmy jeszcze, ze
zachodzi réwnosé

. ) | _
(20) .Fy(a'/" Y, z) Pz(ma Y, Z)Rw(‘E’ 7,%) = mi'(f)h(’i]),

gdzie & i 7 sa dowolnymi wartosciami # i y w prostopadloéclame D.
Yatwo sprawdzié, ze warunki (19) sg konieczne.

Dowéd dostateeznosei. Catkujac pierwsza tozsamosé (19) otrzy-
mujemy

Fy=A(0)B(@,y) i Flo,y,2) = Az, ) [Ble,y)dy+0(,2).

(19)

7 warunku Fy # 0 wynika, ze A(z, ) ;é() i B(a,y) #0. Obhcza.my
funkeje P:

_ [B(e,9)dy Ola,2)
~ B(z,y)  A(z,9), B(w,y)

Nastepnie obliczamy P,,
1 d(C
= s al)
B(w,y) 0z\A

i podstawiamy do drugiej tozsamofei (19):

‘ ()
_ 02In |B(x, ¥)| dz \ A
0z0x 0z 0%

Catkujge otrzymang tbzsamoéé mamy
C(@,2) = 4(z, 0)E(@) E(2)+6(0) 4 (2, ).
Wobec tego funkecja F(x, y, 2) ma postaé |
(21) F(o,9,2) = A(z, %) [ B(a, y)dy+A(z, ) K(0) B(2) +&a) A (2, 2).

2

0.

l
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7 warunku P, # 0 i tozsamodci P, = KF'|B wynika, ze K(x) # 0
i E'(2) # 0. Obliczamy funkcje R.

2= A (Bdy+AKE+GA B [ Bdy+6
- ABKE' T KFE B
Oznaczmy ([Bdy-+G)/K przez Q. Wtedy
B o= Qau,y) B 1

Ry = ——0(Q,.
TR et B V=
Wstawiamy R, do ostatniej tozsamogei (19):
0’In Qg
oxdy

Stad po calkowaniach i przeksztalceniach @ = W(y)8(x)+V(y) i na-
stepnie [B(x, y)dy +G(x) = [W(y)S8(2)+V (y)]K(z). Po wstawieniu do
warunku (21} otrzymamy funkeje

F(g,y,2) = Az, o) [W(y)8(2)+V (1)1 K (x) +A(z, 2) K (2) E(2).
Kladae

A2 E@) = 0y 8@) = fla), B@) =g(2), Wy = hiy),
V(y) = k(y)

otrzymuj,emy funkcje F(z,y,z) w postaci

Flw,y,2) =

L g+ (@) + BT,
pl@, 2)

a z warunku (21) mamy
' ¢

Fy(@,y,2) Ppo(x, Y, 2) Ry (E”hz)-

Stad widaé, ze czynmk ana,mmfozu]a_,cy jest okreélony z dokladnoscia
do stalego czynnika. Udowodmhémy

TWIERDZENIE 9. Jeseli funkcya F(o,y,2) spelnia zaloz‘enia twier-
dzenia 8 ¢ jeieli istniejq dwa czynniki anamorfozujqee zaleéne jedynie od
x i 2z, sprowadzajgce rownanie F{(x,y,z) =0 do postaci kcmomczney
Caucky’ego, to rézm@ sig co najwyiej o staly czynnik.

¢lw,2) =

§5. Porma kanoniczna Cauchy’ego w postaci. m(z) = f(2)h(y) -+
+k(y).

TWIERDZENIE 10. Jedeli w prosiokqeie D, okreélonym nieréwnodciami

0 KX KXy Yo S Y K Yy, funkeja F(w,y) jest okre$lona i ciqgla wraz
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2 pochodnymi czqstkowymi az do rzedu trzeciego wlacznie oraz F, +~ 0, to na
lo, aby zachodzita toésamosé F(z, y) = f(x)h(y)+ k(y), potrzeba i wystarcza,
seby spelniony byl warunek

O*1n |Fy|
owdy

Dowéd koniecznofci. Jezeli F(x,y) = f(x)h(y)+k(y)pa F(z,y)
spelnia zalozenia twierdzenia 10, to analogicznie jak w twierdzeniu I,
dowodzimy, ze f(z) posiada ciagly pierwszg i drugg pochodng, h(y) ik(y)
za$ pierwsza pochodng ciggly.

Wobec tego latwo sprawdzié, ze funkeja F(z, y) spelnia warunek (22),

Dowdd dostatecznofci. Calkujage dwukrotnie (22) raz wigledem z,
drugi- xaz wzgledem y i przeksztalcajac ofrzymujemy F, = A(x)h(y).
Catkujjc obie strony wzgledem 2 otrzymujemy

(22)

F(2,9) = [ A(@)da-hiy)+h(y).
Wstawiajae [A(z)dz = f(x), otrzymujemy

_F(w, y) = f(@)h(y)+K(y).

Dane jest réwnanie n(z) = F(»,y). Cheemy znaleZé warunki, jakie
spelnia¢ musi funkeja F(x, y), by istniala funkeja @(u) jednej zmiennej
taka, zeby réwnanie @(n) = @(F) mialo postaé

mi(z) = (@) h(y)+k(y).

TWIERDZENIE 11. Jeéeli w prostokqeie D (okveslonym jak w twier-
dzeniu 10) funkcja F(x,y) jest okreslona © ciqgla wraz z pochodnymi czqst-
kowymi as do rzedu pigtego wlacenie oraz jeieli spelmiony jest warunek
B, # 0, gdzie B(u,y) = A[z(u,y),y), A@,¥y) = Fy/F,Fy, a funkeja
x = a(u,y) jest odwroina do funkcji w = F(x,y), to na to, by isiniala
Junkoja anamorfozujgea D (u) taka, ze D' (u) %0 i P[F (2, y)] =Ff(0)g(y)+
~+ h(y), potrzeba i wysiarcza, seby spelnione byly warunki

(23) %(

Dowéd koniecznofci. Z twierdzenia 10 wynika, ze funkcja
O[F(x,y)] spelnia warunek

. FYRE
=i B — —I|\2B —B*—B—* 4B, = 0.
B,,) ’ ou (2 +Bv). Bv+ ¢

|9 (F)F,| -
oxdy

i
o
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Rozwijajae i wstawiajae ¢ = a(u, y) (@ = #(u, y) jest funkcja okredlong
w zalozeniach twierdzenia) ofrzymujemy .

(D”(’u/)] @H(u)
o'(u) | — @ (u)

Pochodna prawej strony tOAsa,moéel (24) obliczona wzgledem zmiennej y
znika tozsamosciowo: :

(24) l Blu, y)-+B*(u, y)+By(u, y).

r

Poniewaz prawa strona tozsamogei (25) nie zalezy od y, wieo po zréznicz-
kowaniu otrzymujemy pierwszy warunek (23).. Druga tozsamo$é (23)

otrzymamy z tozsamosei (24), obliczajac najpierw funkcje (qy) ze

wzoru (25). , »
Dowéd dostatecznosci Z pierwsze] tozsamodei (23) wynika
istnienie funkeji ¥(u) spelniajgcej tozsamosé

(26) . Y(u)B,+2BB,+B,, =0
Istnieje zatem funkeja Q(u) spelniajaca tozsamosé
(27) | Q(u)+¥(u)B+-B* 1B, =0

Na mocy drugxego warunku (23) i wzoru (27) Q(u) Y (u). Wtedy
tozsamos§é (27) przanne postaé

¥ (u)+¥(u) BB 4B, = 0.

Ozxiac.zasjaec ¥Y(u) = & (u)[/D'(v) otrzymujemy- tozsamosé (24) Watawia-
jae u = F(z, y) i zwijajac otrzymujemy

i
dtln 55[@(1?)]‘

I
N

oz 0y

Na moey twierdzenia 10 funkcja @(F) spelnia tozsamosé
D(F) = f(w)g(y)+ (y).
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II. Réwnanie piatego rzedu nomograficznego

§ 1. Réwnanie rézniczkowe nomogramowalnego wielomianu pia-
tego rzedu nomograficznego. Jak wiadomo, nie wszystkie réwnania
piatego rzedu nomograficznego sz nomogramowalne. Mozna sporzadzié
nomogram kolineacyjny dla réwnan piatego rzedu postaei

—f@)—~h(y)
g(®)+k(y)

Réwnanie to mozna napisaé w postaci

m(z) =

(1) | »F = F(z,y,?) = m(Z)y(s’l’)+M(z)k(y)+f(ay)+h(y) = 0.

Udowednimy nastepujgce

TWIERDZENIE 12. Jegeli w prostopadiodcianie D (okreslonym jak
w twierdzeniu 1) funkeja F(z, y, 2) jest okreslona i ciggla wraz z pochodnymi
czastkowymi az do rzedu trzeciego wlacznie oraz Fy 5= 0, to na to, by funkeja

Fa,y,2) miala postaé (1), potrzeba i wystarcza, zeby spetnione byly wa-
runki

9*In|F,|

2 =
@) Foy =0, ox 0z

= 0.

Dowéd koniecznogei. Analogicznie jak w twierdzeniu 1 dowo-
dzimy rézniczkowalnosei funkeji m(z), (), g(@), hiy), k(y). Latwo wiee
teraz sprawdzié, ze jezeli funkeja F(x, y, #z) ma postaé (1) i spelma zalo-
zenia twierdzenia, to warunki (2) sa takze spemione. :

Dowé6d dostatecznodeci. Dwukrotnie catkujae drugg tonamoéé ( )
obhcza.my

F, = A(y,2)B(@,y).
Po scatkewaniu pierwszegﬁ wa.ﬁmku (2) wigledem v obrzymujemy
| Fp = C(s,2).
Ze wigledu na cigglosé drﬁgich pochodnyeh spelniony jest warunek
Oy(w,2) = Aly, z)B_m(w,‘y).
R6wnoté ta zachodzi jedynie whedy, gdy

1
A(y,#) = E(y)H(z) oraz B, (v,y) = ET)K“”’



16 J. Wojtowicz

Stad

B, y) = %%d@ +L(y) oraz B, = E)H() [f—%%@ o]
Praeksztatcajac te ostatnia tozsamosé otrzymujemy

(3) F, = H()| [ K(@)do+ L(y) B(y)].

Po scatkowaniu wzoru (3) obliczamy, ze

(4) F=[H@a|f K(w)dm+L(y)E(y)]+M(w,y). |

Rézniczkujae funkeje F, wyznaczong przez wzér (4), wagledem # i y
oraz uwzgledniajac pierwsza tozsamosé (2) znajdujemy, ze M, (x, y) = 0.
Stad

(6) M(z,y) = f(@)+h(y).

Po wstawieniu (5) do wzoru (4) ostatecznie otrzymujemy

F = [H()d|[ K (@)do+Ly)E(y)]+f(@)+h(y).
Oznaczmy
JH@@& =m(), [E@ds=g(), LI =ky).
Widaé, ze funkeja F(x,y,2) ma postaé (1).

§ 2. Funkecja anamorfozujaca. UdoWodm'iny nastepujace

TWIERDZENIE 13. Jeseli w prostopadioécianie D (okreSlonym jak
w twivrdeeniu 1) funkcja F(z,y,?) jést okredlona i ciagla wraz z pocho-
dnymi- ezqsthowymsi az do rzedu traeciego wlqcznie oraz FyFyF, - 0, to na
to, by istniala trzykrotnie rdémiczkowalna funkeja anamorfozujaca D (u),
sprowadzajgca funkeje F do posiaes (1), i taka, s¢ &'(u) + 0, potrzeba
¢ wystarcea, seby spelnione byly warunki

F

atln __ﬁj_"i 9%ln | ¥

_ By R
oxdy ' dxdz

(6)

1 G[Ii’w]_ 1 G[Fm]
F, dw|\ ¥, 7,1  F, :LF. 7,1
Dow6d warunku konieeznego jest analogiezny jak w twierdze-
niu 2.
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Dowéd dostatecznofei. Ze wzoréw (6) wynikaja nastepujace
tozsamosei:

- 1 6[qu]i6[ﬁ’w]_
S W AT N B
1 9 P ] ¥, P 1 o
8 e e e asigts & . In |/ EO.
(8) 7, Gw[FmFy I, 7, % S AT

Z uwagi na twierdzenie o zaleznofci funkeyjnej(?) oraz na trzeci warunek
(6) i wzobr (7) jest
' ' By,
F,F,

= A[F(x 7?/73)]-

Poniewaz funkcje F, F,, F, i F,, sa ciagle oraz F, ;zé 01i F, #0, wige
funkeja A (u) jest ciagla. Zatem istnieje funkeja @ (F) spelniajaca toz-
samosé

@”(F) F
(9) =

&(F)  F,F,

Zauwazymy jeszeze, ze funkeja @ (u) jest trzykrotnie rézniczkowalna.
Wynika to z zalozeri o trzykrotnej rézniczkowalnofei funkeji F(w,y, 2).

- Weimy pod uwage uklad zlozony z tozsamosei (9) i (8); jest on Téw-
nowazny z ukladem tozsamofei (9) i (10): '

[@”(F)]’ O (F) Py 1 o

—_— . . In|F,| = 0.
(10) @' (F) o) FF, T T, dwoe
Wysta | toz $ei (8 iast Py wstawié QB”‘(F) oraz
T — -
(Wystarczy w 0ZSamoscl ) Zamiag 7T, (7 ]
"7

| 1 9 [ Py ] _ [qsf
b e s tawié —

zZamias 7, o0 LF.F, wstawi & )

mozna przepisaé w nastepujacej postaci:

]..) Powyzsze tozsamosci

62
ox oy

[B(F)] = 0, m)—mm]! —0.

Ox0z

Na podstawie twierdzenia 12 funkcja @(F) jest postac1 (1), zatem di(u)
jest funkeja anamorfozujacy.

TWIERDZENIE 14. Jezeli funkcja F(z, Yy, 2) spelma zatozenia twier-
deenia 13 oraz jeseli istniejq funkeje anamorfozujace, sprowadzajoce dane

(*) Por. przypis na str. 4.

Zastosowania Matematyki V 2
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réwnanie F(z,y,z) = 0 do postaci (1), to rééniq si¢ one co najwysej o staty
czynnik.
Dowé6d twierdzenia 14 jest a,na,longny do dowodu twierdzenia 3.
PRZYEKEAD 3. Dane jest réwnanie

F = zy coswzcosyz—mysinmzsinyz—i—ml/l—y2sinwzcosyz—

—yV1— a?sinazcosyz V1 — mﬂl/1—~yzcoswzcosyz+

+m/1 Y2 cos wzsinyz -~ ~V1—a2/1 g y*sinazsinyz —

-—yl/} —x?eosxesinyz = 0.

Nalezy sprawdzié ezy istnieje funkeja anamorfozujaca, sprowﬂdia-
jaca réwnanie F = 0 do I formy kanonicznej Soreau. Najpierw spraw-
dza,my speinienie warunkéw (6), nastepnie obliczamy wyrazenie

Fay

&) FF,

Ze spelnienia warunkéw (6) wynika, ze wyrazenie to jest funkeja tylko

zmiennej F. Rugujae z réwnania F — u i z wyrazenia (A) jedng ze

zmiennych, np. 2, otrzymujemy wyrazenie (Aj w postaci —u /(14 u*)
Tozsamos$é (9) przyjmle zatem postad

¢Il(u) N u
&' (u)  1—u

Wszystkie funkeje spelhiaj@ee te¢ tozsamodé maja postad
& (u) = ¢, arcsinu+¢,.
Zatem najprostsza postaé funkeji anamorfozujgcej réwnania F = 0
jest

@(u) = aresinu.

Stosujae znane _Wzofy dla funkeji trygonometrycznych mozemy réwnanie
arcsin ¥ = 0 przedstawi¢ w formie

w2+ y2+ arccosy + arcsiny = 0,
co nie bylo natychmiast widoczne.

Praca wplynela 2. 5. 1958
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d. BONTOBH YU (Bapmasa)

METO/{bl HPHBEJEHHA K I{'AHOHI/I'IECH’OM.V BHAY YVPABHEHHH
YETBEPTOI'O H NATOI'G HOMOIrPA®HYECKOIO HHOPATTKA

PESWOME

B paGore ymorpebasercs MOoHATHE aHaMmopdosupyomeir PyHsuur w aHamopdo-
supyloumero MHoMUTeNA. Anamopgosupyowei Pynryueir PYHRIUA F(x,y, s naszw-
Baerca QYHKUMA ofHOK nepeMennoi P (u) raxas, uro G [F (#,y,2)] ABAAETCS KAHOHMU-
ueckoit. Ecau @ (u) = 0 Toraa u TOXbKO TOrga, KOrga uw = 0, 1o pynruus D (u) Hasu-
BaeTenA dhynryueli anamopgosupynoweii ypasrenne F(x,y,2) = 0. Awnamopgosupy-
lowpum mHodNCumees HaspBaercs QyEruua f(x,y,2) raxas, uro ypammenme fF = 0
OKa3bIBACTCH DKBUBAJCHTHHM YpaBHeHuo F(x,y,2) =0 u fF = 0 umeer kauHoHHU-
YeCKMIE BuU].

B paGorTe mokasampl HeoOXOAMMbBIE ¥ JOCTATOYHEE YCLOBHA CYIMECTBOBAHMA
anamopposupylomet Qynxnmu, NPEBOLANEK KaHHOe YpaBHEHWE K KAHOHIIOCKOMY
gy Howw (ypasmemms (7) u (23), ra.I) u I mupy Copo (ypammemus (6), ra. II),
a TRKIKe JIAHE METOABl € BHUMCICHHA B BUJe MHTErpaja, HEKOTOPOTO nmddepeHuain-
HOT'0 ypapHEHHA MHTErpUDPYeMOoro B Kmaaparypax. [Hus cayuaep ypasmenusa Komwu
i I Buga ypasuenms Copo mokasaHo, 4To anamopfosupyomasn PYHRIUA onIpeeLHLTC
€ TOYHOCTBIO X0 IOCTOAHHOIO MHOMKMTENM.

Hpome Tord monasaHH HeoOXouMe M ROCTATOUHKE YCIOBMA CYMECTBOBAHMA
aHamoposMpyOmero MHOMKTENA, BABMCANEr0 TOMLKO OT [ABYX NepeMeHHKX, NpH-
BOAAmMEro pnanHoe ypaeuenme F(x,y,2) = 0 x KaHoHW4YeckoMy Buay Homm (ypa-
BHeHMA (14), (17), (19), ru. I), a TaKKe HaH METON €ro BEYHCIIEHMS (ypasuenus (15),
(18), (20), ra. I). Iloxkasano, uro aHaMOp PoBMpyOmMut MHOMKITENb OMNpeHeTAeTCsH
¢ TOYHOCTHIO [0 MOCTOAHHOTO MEOMMTEIA.

J. WOJTOWICZ (Warszawa)

METHODS OF REDUCING EQUATIONS OF THE FOURTH AND FIFTH
NOMOGRAPHIC RANK TO THE CANONICAL FORM

SUMMARY

The author uses the notions of an anamorphosing funetion and anamorphosing
factor. The anamorphosing function of function F(v,y,z) is a funetion of one
variable @ (u) such that the funetion @ [F(», v, 2)] is of canonieal form. If P(u) =0
if and only if % = 0, then the function @ (u) is called the anamorphosing function
of the equation F(x,y,z2) = 0. The anamorphosing facter is a funection f(x,y,2)
such that the equation fF = 0 is equivalent to a given equation F(x, y, 2) = 0 and
the equation fF = 0 is of canonical form.

The author gives necessary and sufficient conditions for the existence of the
anamorphosing funetion reducing a given equation to the Cauchy canonical form
(equations (7) and (23), chapter 1) and to the first Sorveau form (equation (6),
chapter II). Ho shows how to find that function as .an integral of a certain
differential equation integrable by quadratures. In each case the form of the equation
is given. In the case of the Cauchy equation and of the first form of the Soreau equa-
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tion it is shown that the anamorphosing function is determined with an error not
greater than a fixod factor. :

Moreover the author ostablishos the necessary and sufficiont conditions for
the existenco of the anamorphosing factor, dependent on two variables only, which
reduces a given equation F(z,y,2) = 0 to the Cauchy canonieal form (equations
(14), (17) and (19), chapter I) and givos the method of finding it (equations (15), (18),
{20), chapter I). It is also shown that tho anamorphosing factor is determinod with
an error not greator than a fixed facter.



