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V (1960

L. ZUBRZYCKA (Wroclaw)

O ROZMIESZCZANIU PUNKTOW PROBKOWYCH
NA PLASZOZYZNIFE

1. Wstep. Znane jest zagadnienie kubatury mechanicznej, w ktérym
chodzi o oszacowanie calki furikeji, okre§lonej — powiedzmy — na kwa-
dracie jednostkowym, gdy znamy wartosci tej funkeji w wybranych
punktach kwadratu. 83 réznme rozwiazania tego zagadnienia. Jedno
z nich, probabilistyczne, zaleca losowaé punkty niezaleznie z jednostaj-
bym rozkladem prawdopodobienstwa na kwadracie. Woéwezas warto$ei
funkeji w wylosowanych punktach traktuje sie jako realizacje niezalez-
nych zmiennych losowych, a prawa wielkich liczb z rachunku prawdo-
podobieristwa zapewniajg, Ze przy rosngcym # frednia z wartodei funkeji
W n wylosowanych punktach bedzie coraz lepszym oszacowaniem esty-
mowanej catki. Z tychze praw rachunku prawdopodobieristwa wynika
jednak, ze blad oszacowania bedzie malal wraz z n do$é wolno, mniej

Wiecej jak 1/1/91 Natomiast zaleta tego sposobu jest mozliwo§é dobierania
kolejnych punktéw przez losowanie, gdyby dokladnosé uzyskanego osza-
Cowania okazala si¢ zbyt mata. To losowe powiekszanie liczby punktéw
Probkowych ma przy tym te dobrg wlagciwosé, ze struktura powieksza-
Dego zbioru punktéw prébkowych jest w istocie taka sama jak poprze-
dnio. Jednak przy losowym rozmieszezaniu punktéw wystepuje nie-
uchronnie tendencja do pewnej nieréwnomiernodci w rozstawieniu
bunktéw. Powstaja w niektérych miejscach skupienia punktéw, w innych
Puste miejsca. Tymeczasem funkcje wystepujace w praktyce sg zazwy-
¢zaj ciggle i maja lagodny przebieg; dlatego uzasadnione jest przypu-
Szczenie, ze przy réwnomierniejszym rozstawieniu punktéw mozna zyskad
N3 -dokladno$ci oszacowania. Istnieja inne probabilistyczne sposoby,
ktére usitujg realizowadé postulat réwnomierniejszego niz losowe roz-
Mieszezania punktéw. Takim sposobem jest na przyklad rozmieszezanie
warstwowe. Polega ono na tym, ze gdy mamy rozmie§ci¢ w kwadracie n
Punktéw, to dzielimy kwadrat na »n przystajacych czesei i losujemy nie-
Zaleznie po jednym punkcie z kazdej czelci, z jednostajnym rozkladem
Prawdopodobienstwa na tych czeSciach. Mozna wreszcie mowié o syste-

Zastosowania Matematyki V. n



162 L. Zubrzyecka

matycznym rozmieszezaniu punktow; woéwezas rozstawia sie je wedlug
jakiej§ regularnej siatki na przyklad w wierzcholkach siatki kwadra-
towej lub tréjkatnej.

Niektorzy autorzy, chegc uzyskaé ilo§ciowe wskazdwki co do za-
leznosei zachodzacej miedzy dokladnoscig oszacowania a sposobem
rozmieszezania punktéw probkowych, wprowadzaja do swoich rozwazan
populacje funkeyj, ktérych catki trzeba szacowaé i w ten sposéb docho-
dzg do rozpatrywania plaskich proceséw stochastycznych jako modelu
matematycznego. W tym modelu przyjmuje sie zazwyczaj, Ze rozpatry-
wany proces jest stacjonarny, a czasem ponadto izotropowy. Yagodnosdé
Przebiegu funkeyj podlegajacych oszacowaniu jest tu.opisywana funkejg
korelacyjng. Na takim modelu Zubrzycki ([10], [11]) studiowal stosunki
bled6w oszacowania przy losowym, warstwowym i systematycznym
rozmieszczaniu punktéw pomiarowych. Udowodniono tam, ze warst-
wowe rozmieszezenie punktéw pomiarowych prowadzi zawsze do mniej-
szych bledow oszacowania niz losowe. Podano tez warunki, przy ktérych
systematyczne rozmieszezanie punktéw daje mniejsze bledy oszacowania
niz warstwowe, Na przykladach wykazano jednak, ze w pewnych przy-
padkach losowanie warstwowe moze byé bardziej celowe niz systema-
tyczne. Wyniki te wskazujg, ze rOwnomierniejsze rozstawienie punktéw
probkowych daje mniejszy blad oszacowania estymowanej catki,

Warstwowe i systematyczne rozmieszezanie punktéw, chociaz pro-
wadzi do réwnomierniejszego rozstawiania punktéw niz losowe, ma
jednak ten niedostatek, ze nie pozwala na powigkszanie zbioru punktéw
probkowych bez zepsucia réwnomiernofci ich rozmieszczenia — chyba
tylko przy zwielokrotnieniu ich ilo§ei.

H. Steinhaus [8] zauwazyl, ze w przypadku odcinka mozna z wielkim
sukcesem zrealizowaé oba postulaty: réwnomierne rozmieszezanie punktéw
na odcinku i mozliwo§é powiekszania zbioru punktéw pomiarowych
z zachowaniem réwnomiernego rozmieszczenia. Wystarczy w tym celu
braé jako punkty prébkowe na odcinku jednostkowym kolejne reszty

modulo 1 z wielokrotnogei liczby zlotej # = 3(V/56—1) = 0,61803... Jest
tutaj wykorzystana wilasno§é ekwipartyeji liczb niewymiernych; méwi
ona, ze jezeli na odecinku (0, 1) bedziemy odkladali kolejne reszty mo-
dulo 1 z wielokrotnosei liczby niewymiernej » a dla odecinka J zawartego
w odcinku (0, 1) oznaczymy przez L(n,J) liezbe tych sposréd pierwszych n
reszt, ktore wpadajg do J, to dla kazdego J przy n zmierzajacym do oo
zachodzié bedzie relacja graniczna

. L(n,d)

lim —————

N—»00

gdzie |J| jest dlugo$cia odcinka .J.
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Te wlasnodé dzielg ciggi reszt modulo 1 z wielokrotnoéei liczby nie-
Wymiernej z ciggami punktéw losowanych niezaleznie z odcinka (0, 1).
Jednak ciggi reszt modulo 1 z wielokrotnogei liczby niewymiernej, ktorej
rozwiniecie na ulamek lancuchowy ma ograniczone mianowniki, majg
t¢ przewage nad ciggami punktéw losowych, ze rozstawiaja sie na odcinku
Znacznie réwnomierniej. Je§li bowiem mianowniki rozwiniecia liczby
niewymiernej v na ulamek lancuchowy nie przekraczaja M, to dla
kazdego odcinka J zawartego w odeinku (0, 1) speliona jest przy kazdym
7 > 10 nieréwnogé

\L(n, J) n]Jl‘ 36 M logn,

udowodniona przez Ostrowskiego [5]. Dla v = 2 mozna przyjaé M = 1.

Dla liczb losowych analogiczne réznice z prawdopodobienstwem 1
~dla nieskoniczenie wielu wartosci n przekraczajg l/n, ¢o jest bezposrednig
konsekwencja stynnego prawa iterowanego logarytmu (zobacz Chin-
¢zyn [1] i Kolmogorow [3]). Orzeka ono, ze dla ciagu &, &,, ... nieza-
leznych zmiennych losowyeh o jednakowych rezkladach prawdopodo—
bienstwa, o redniej m i wariancji s? nieréwno§é

&4 &4 .+ Ep—nm| > lsl/anoglogfn

jest z prawdopodobienstwem 1 spelmiona dla nieskoriczenie wielu n,
gdy 0 < 1 < 1, i z prawdopodobienstwem 1 jest spelniona dla co najwy-
zej skonleczenie wielu n, gdy 4> 1.

2. Punkty zlote. Pozostalo otwarte pytanie H; Steinhausa, czy
mozna skonstruowaé w podobny sposéb cigg punktéw taki, ze dla kazdego
7 poczatkowa n-ka punktéw jest mozliwie réwnomiernie rozstawiona
W kwadracie, czyli, innymi stowy, taki sposéb rozmieszczania punktow
W kwadracie, zeby byl zrealizowany zaréwno postulat réwnomiernego
Tozmieszezenia jak i mozliwo§é powigkszania ukiadu punktéw bez Jaskra-
Wego narugzania tej réwnomiernodei,

Celem niniejszej noty jest przedstawienie takiego sposobu rozmiesz-
¢zania punktéw w kwadracie, ktéry realizuje oba te postulaty. Polega
On na wzigeiu jako punktéw w kwadracie obrazéw reszt modulo 1 wielo-
krotnogei liczby # poprzez dziewiatkowa krzywa Peano. Tak otrzymane
Punkty bedziemy nazywaé punktams zlotymi.

A oto ich formalna definicja.

Niech ¢(f) i 9(¢) oznaczaja wspélrzedne punktu przyporzadkowanego
Przez dziewiatkows krzywa Peano liczbie , 0 <t < 1. Niech dalej {«}
OZnacza reszt¢ modulo 1 liczby x. Ciagiem punktéw ztotych nazy wamy
Ciag punkt6w py, Pa, Py - P, taki, ze wspolrzedne n-tego punktu
réwnajg sie odpowiednio p({ne}) i p({ne}).
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Jak wiadomo (poréwnaj Kuratowski [4] str. 170), dziewiatkows
krzywg Peano wypelniajaca kwadrat okresla si¢ jako granice jednostajnie
zbieznego ciagu tamanych. Robi sie to tak: kwadrat jednostkowy dzieli
sie¢ na 9 jednakowych kwadratéw (naz-
wijmy je kwadratami pierwszego prey-
blizemia) i prowadzi sie w nich przekat-
7T ne jak mna rysunku 1. Z kolei odei-
nek domkniety <0, 1) dzieli sie na 9
fud ‘réwnych odcinkéw i przeksztalea sie
liniowo kazdy z nich w odpowiednig
przekatng w kolejnodci podanej na ry-
sunku 1. Tak okre§lona funkeja f,(¢)
przeksztalca w sposéb ciggly odcinek
domknigty <0, 1) w lamang zlozong
o~ z 9 przekatnych. Z kolei dzielimy kaz-
> dy z 9 kwadratéw na 9 réwnych kwad-

. rat6w (sa to kwadraty drugiego prey-
Rys. 1 blizenia) i prowadzimy w kazdym
z nich przekatng i to tak, zeby prze-
katne w kwadratach 2-go przyblizenia lezagcych na Wybfanej przekat-
nej kwadratu pierwszego przyblizenia pokrywaly sie z przekatng pier-
wszego przyblizenia. W ten sposéb pierwszy kwadrat pierwszego przy-
blizenia bedzie wygladal jak kwadrat 4
na rysunku 1 po odpowiednim zmniej-
szeniu. Przekatne drugiego przybli-
zenia i kolejno§é ich obiegu w dru-
gim kwadracie pierwszego przyblizenia
przedstawione sg na rysunku 2. Na-
stepnie dzielimy kazdy z odeinkéw
o konecach ;(n——l), én, gdzie n =1,
2,...,9,na 9 réwnych czedci i kazda
z tych czeSci przeksztalcamy liniowo
w odpowiednig przekatng kwadratéow
2-go przyblizenia. Daje to okrelenie .
funkeji f,(¢), przeksztalcajacej w spo-
s0b ciggly odcinek <(0,1> w lamana Rys. 2
zlozong z 81 odeinkéw. Postepujac
podobnie dalej okre§lamy nieskofczony eciag funkeyj cigglych. Ich
granica f(¢) nazywa sie krzyws Peano; jest ona cigglym przeksztal-
ceniem domknigtego odcinka w kwadrat wraz z brzegiem.

7 tego co powiedzielismy wynika algorytm pozwalajacy obliczaé

wspolrzgdne punktu na krzywej Peano dla zadanej liczby ¢. Jeéli jest

”
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dane dziewigtkowe rozwiniecie liczby ¢, to pierwsza cyfra tego rozwinie-
cia wskazuje kwadrat pierwszego przyblizenia, w ktérym znajduje sie
Szukany punkt, druga cyfra wskazuje zawarty w nim kwadrat drugiego
Przyblizenia itd. Stad juz mozna z kolejuych cyfr dziewigtkowego roz-
Winigcia liczby ¢ odezytywaé kolejne cyfry tréjkowych rozwinieé¢ wspoél-
rzgdnych punktu f(¢). ‘

W tablicy I podajemy, z dokladnoscig do 4 cyfr z zaokrggleniem,
Wspolrzedne punktéw zlotych przeliczone na uklad dziesietny. Na ry-
Sunku 3 narysowano te punkty z zaznaczeniem ich kolejnogei.

3. Charakterystyki rozmieszczenia. Przedstawimy obecnie kilka
Ch&rakterystyk rozmieszczenia punktéw zlotych. Zacznijmy od wskaz-
nika zgeszezenia. Jak wiadomo, przy losowym rozmieszezaniu punktéw
ilo§¢ punktéw przypadajacych na oczko o ustalonej wielkogei ma rozklad
Pf)issona, a wiec wariancje réwng Sredniej. Otéz H. Steinhaus [7] bada
rOwnomierno§é rozmieszezenia ‘punktéw za pomocs stosunku wariancji o2
do dredniej % liczby punktéw w oczkach regularnej siatki. Stosunek ten
Razywa wskaénikiem zgeszczenia. Tm mniejszy jest wskaznik zgeszczenia,
tym réwnomierniej sa rozmieszczone punkty.

~ Podzielilismy nasz kwadrat kolejno na 4,9,16,25 jednakowych
kwadratéw i kolejno dla pierwszych 50, 100, 150, 200, 248 punktéw
zlotych obliczyliémy ten wskasnik. Uzyskane wyniki przedstawiono
W tablicy 2. Wskaznik ten nigdzie nie przekracza %, a przy podziale na
9 czefei nie dochodzi nawet do %, co §wiadezy o tym, ze punkty zlote
Tozstawiajg sie duzo réwnomierniej niz losowe, dla ktéryeh ten wskaznik
Jest, w granicach bledu prébkowego, réwny 1.

Opisze jeszeze badanie rozmieszezenia punktéw zlotych za pomocs
dendrytow sposobem uzytym przy zagadnieniu lancuszkéw gwiezdnych
Przez S. Zubrzyckiego [9]. Poréwnatam mianowicie 3 uklady punktéw.
Jeden, to 248 punktéw zlotych rozmieszezonych w kwadracie. Drugi,
to 248 punktéw losowych. Mapke punktéw losowych sporzadzono w ten
SPoséb, ze z tablic liczb losowych (W. Sadowski [6], str. 93) brano- za
Wspolrzedne punktéw kolejne tréjki cyfr. Trzeci, to fragment nieba
WT}’ZIlaczony przez nastepujace nieréwnofci dla wspdirzednych astrono-
Micznych: 52° < a < 60°, 31,5° < & < 34°; zawiera on 248 gwiazd
° Wielkoéciach do 10™. Badanie polega na tym, Ze rysuje sie na badanym
zZbiorze punktéw dendryty I rzedu, dendryty II rzedu i dendryty
Tozpigte na calym zbiorze. Dendryty I rzedu sa to konfiguracje po-
Wstale przes polaczenie odcinkiem kazdego punktu z najblizszym, den-
dr}fty IT rzedu otrzymuje sie laczac kaizdy dendryt I rzedu z naj-
bl}zszym dendrytem tego rzedu. Przez odleglo§é dwoch dendrytéw rozu-
Mie sie tu dlugosé najkrétszego z odeinkéw, ktérego jeden koniec jest
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wierzchotkiem jednego dendrytu, drugi drugiego. Ligczac dalej w opisany
sposéb dendryty II rzedu i dalsze otrzymuje sie w koncu dendryt
obejmujacy wszystkie punkty. Wierzchotki tak powstalych dendrytéw
kKlagyfikuje si¢ wedlug nastepujacej zasady: wierzchotek jest wezltem
rzedu k, je§li schodzi sie w nim % odcinkéw. W badaniu tym chodzi
0 poréwnanie czestosci wystepowania wezléw poszezegélnych rzeddéw
w interesujacym nas zbiorze punktéw z odpowiednimi czestosciami
wéréd punktéw losowych. Wynik tego poréwnania przedstawiamy
w tablicy III.

Z tablicy tej widzimy, ze punkty zlote majg mniej weziow II
rzedu niz punkty losowe i gwiazdy, to znaczy ze nie maja tendencji do
ukladania sie w lancuszki. Réznice w iloci weztéw sg jednak nieoczeki-
wanie male. Widaé¢ stad, ze czesto§ci wezléw nie wykazujg wielkiego
zwiazku z réwnomiernogcia rozmieszezenia punktow. '

4. Wskazéowki do praktycznego korzystania z punktéw zlotych.
Punkty zlote nadaja si¢ do wybierania punktéw prébkowych. Dotych-
czas mowiliémy o punktach zlotych jako o punktach rozstawiajacych sie
dobrze w kwadracie. Mozna ich jednak uzywaé takze do rozstawiania
punktéw prébkowych na obszarach plaskich dowolnego ksztaltu. Wy-
starczy w tym celu obszar, na ktérym chcemy rozmieéci¢ punkty préb-
kowe, odpowiednio zmniejszony wstawi¢ do kwadratu jednostkowego
i za punkty prébkowe braé¢ te punkty zlote, ktére bedy kolejno wpadaty
do narysowanego konturu. Mozna do tego wykorzysta¢ rysunek 3. Przy
takim sposobie uzycia punktéw zlotych, zachowane s3 obie dobre ‘ich
wilasno§ei, to znaczy réwnomiernego rozmieszczenia i mozliwo§ei po-
wigkszania zbioru punktéw prébkowyech bez szkody dla tej réwnomier-
nodci. Stosowaé to mozna wszedzie tam, gdzie przedtem pobiera sie
probke rekonesansowg i na jej podstawie ustala sie liczno§é ostatecznej
prébki. W przypadku, kiedy nie idzie nam o zageszczanie sieci punktéw
prébkowych, ale o rozstawienie zadanej z gory liczby punktéw prébko-
wyoch, mozna sobie zadanie nieco bardziej zrutynizowad. H. Steinhaus
zaproponowal mianowicie nastepujace postepowanie: robimy raz na
zawsze szablon kwadratowy, na ktérym umieszezona jest do§é duza liczba
punktéw zlotych (por. rys. 3); oznaczmy jg przez N. Jezeli teraz chcemy
rozmie§cié n» punktéw prébkowych na jakim§ obszarze, a na szablonie
przypada frednio 1 punkt zloty na ¥ em?, to wystarczy w tym celu tak
zmniejszyé mapke obszaru, zeby miala n/k cm2 (Na rys.3 k = 1,63).
Woéwezas latwo zdolamy tak wumieécié mapke obszaru na szablo-
nie z punktami zletymi, zeby objela ona dokladnie n punktéw. Prak-
tycznie bedzie to zawsze mozliwe, gdy n jest do§é male w stosunku do
N. Matematyezne sprecyzowanie warunkéw zapewniajacych mozliwo§é
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takiego nasunigcia bylo przedmiotem rozwazan Fasta i Swierczkow-
skiego [2].

Wyrazam serdeczne podzigkowanie prof. H. Steinhausowi za zache-
cenie mnie do napisania tej pracy, a dr S. Zubrzyckiemu za wskazéwki
przy jej redagowaniu.

TABLICA I

nop((ne))  w(ne) | p(nel) wi(ne)) | m o efne)  w({ne)

0,4289 0,2085 39 0,2931 0,3233 77 - 0,5656 0,2478
0,0622 0,8080 40 0,8294 0,1399 | 78 0,1257 0,6635
0,9474 0,5912 41 0,3804 0,9424 79 0,7558 0,4879
0,6566 0,3484 42 0,8244 0,7389 80 0,6287 0,6676
0,2570 0,1413 43 0,5057 0,2387 81 0,1395 10,1230
0,8843 0,2647 44 0,3297 0,6347 82 0,7746 0,0933
0,2785 0,9707 45 0,7718 0,4239 - | 83 0,2419 0,6978
0,8368 0,8441 46 0,5386 0,7051 84 0,6982 0,9227
0,3740 0,2867 | 47 0,1760 . 0,2341 85 0,3882 0,5318
10 0,2757 0,4577 48 0,6653 0,0366 86 0,0018 0,5281
11 0,8144 0,4394 49 0,1166 0,8006 87 0,9090 0,3059
12 0,3438 0,6900 50 0,7435 ~  0,7920 88 0,4513 0,8308
13 0,1001 ~ 0,2711 51 0,4184  0,6401 89 0,0402 0,0837
14 0,5514 0,0594 52 0,0503 0,3429 90 0,3740 0,1715
15 0,2071 0,9200 53 0,9268 0,1157 91 0,0448 0,8176
16 0,7032 0,6662 54 0,6539 0,7942 | 92  0,9712 0,6219
17 0,5295 0,5642 55 0,9287 0,9904 93 0,6072 0,4431
18 0,1875 0,4239 56 0,4582 0,1555 94 0,3027 0,1975
19 0,8953 0,0572 57 0,0668 0,7229 95 0,8061 0,2282
‘20 0,6251 0,9963 58 0,9310  0,5126 96 0,3141 0,9447
21 0,9131 0,7952 59 0,5866 0,4833 97 0,8102 0,8061
22 0,6187 0,1125 60 0,2753 0,0096 98 0,4143 0,2350
23 0,0192 0,6027 61 0,7613 0,2579 99 0,3192 0,5556
24 0,8368 0,4883 62 0,3018 0,8770 100 0,7718 0,3617
25 0,6187 0,5953 63 0,8363 . 0,9131 101 0,4527 0,7069
26 0,1449 0,0498 64 0,3690 0,3704 | 102 0,1820 0,3086
27 0,7737 0,1564 65 0,1975 0,4655 | 103 0,6648 0,1011
28 0,3054 0,6964 66  0,8775 0,4385 | 104 0,1920 0,7920
29 . 0,7769 0,9118 67 0,3333 0,7627 | 105 0,7298 0,7599
30 0,3836 0,4742 68 0,0160 0,2693 | 106 0,4787 0,6200
31 0,0832 0,5126 69 0,4797 0,0681 107 0,1674 0 3941
32 0,9813 0,3141 70 0,2177 0,9954 | 108 0,9296 0,0325
i 0,4385 0,8802 71 0,6836 0,5853 | 109 0,5748 0,9575
34 0,1029 0,1344 72 0,5103 0,6322 | 110 0,9826 0,8541
35 0,4220 0,2954 73 0,2483 0,4033 | 111 0,5647 0,2108
36 0,0297 0,9543 74 0,8345 0,0613 | 112 0,0727 = 0,6310
37 0,8848 0,5647 75 0,4856 0,9246 |113 0,8455 0,4591
38 0,4682 0,3663 76 0,9364 0,6886 | 114 0,5784 0,5592
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TABLICA T (ed.)

n o({nz})  w({me)) | n o({ne})  w({ee}) j.m e({nz})  v({ne})
115 0,2099 0,0110 160 0,7581 0,6475 204 0,2689 0,0960
116 0,6904 0,2483 161 0,5464 0,4865 205 0,7284 0,2876
117 0,3013 0,8144 162 0,2716 0,4362 206 0,2625 0,8299
118 0,8272 0,9845 163 0,8651 0,0357 207 0,8080 0,9419
119 0,4353 0,3663 164 0,5464 0,9694 208 0,4069 0,4417
120 0,1920 0,5405 165 0,9721 0,7805 209 0,1363 0,4733
121 0,8953 0,3868 1686 0,6319 0,2085 210 0,9803 0,4403
122 0,4010 0,8102 167 0,0636 0,5578 211 0,3635 0,8336
123 0,0713 0,1783 168 0,8436 0,5414 212 0,0430 0,1879
124 0,3909 0,0654 169 0,6488 0,5674 213 0,4207 0,0178
125 0,0732 0,9040 170 0,2131 0,0754 214 0,1221 0,9982
126 0,8212 0,6543 171 0,6868 0,1715 215 0,7682 0,5752
127 0,5309 0,4303 172 0,2917 0,7353 216 0,4650 0,4892
128 0,3324 0,2588 173 0,7238 0,9579 217 0,2702 0,3672
129 0,7910 0,1687 174 0,3685 0,5007 218 0,8747 0,1075
130 0,4129 0,9159 175 0,0476 0,4527 219 0,4783 0,9698
131 0,8528 0,6891 176 0,9630 0,2570 220 0,9556 0,7677
132 0,5770 0,3224 177 0,5414 0,8820 221 0,6310 0,2734
133 0,1902 0,6639 178 0,0778 0,0494 222 0,1605 0,6237
134 0,6717 0,4861 178 0,3589 0,1596 223 C,7115 90,4906
135 0,6214 0,7609 180 0,0096 0,8761 224 0,5734 0,7206
136 0,1984 0,1180 181 0,8953 0,6662 225 0,1436 0,2126
137 0,6936 0,1075 182 0,5345 0,3461 226 0,7641 0,0082
138 0,1985 0,7229 183 0,2561 0,2675 227 0,1481 0,6795
139 0,7087 0,8500 184 0,8573 0,1701 228 0,7128 0,8829
140 0,3841 0,6027 185 0,4248 0,9936 229 0,3663 0,5652
141 0,0860 0,3800 186 0,8583 0,7458 230 0,0242 0,4422
142 = 0,9835 0,1509 187 0,6167 0,3260 231 0,8994 0,2575
143 0,5866 0,8674 188 0,2497 0,6081 232 0,5309 0 8066
144 0,9986 0,8889 189 0,7403 0,3864 233 0,0110 0,0540
145 0,5112 0,1971 190 0,4925 0,7106 234 0,4358 0,1504
146 0,0905 0,7371 191 0,1257 0,2721 235 0,0146 90,7979
147 0,9822 0,5487 192 0,5565 0,0380 236 0,8935 0,5967
148 0,6626 0,4499 193 0,1326 0,8747 237 0,6251 0,3507
149 0,3205 0,1294 194 0,7714 0,7142 238 ¢,2780 0,1834"
150 0,8171 0,3068 195 0,5043 . 0,6662 239 0,8413 0,2867
151 0,2506 0,9460 196 0,1358 0,3484 249 0,2936 0,9246
152 0,8811 0,7993 197 0,9950 0,0754 241 0,8381 0,8829
153 0,4111 0,3088 198 0,6612 0,8560 242 0,3667 - 0,2455
154 0,2812 0,5514 199 0,9172 0,9081 243 0,3210° 0,4691
155 0,8441 0,3663 200 0,4943 0,1189 244 0,8052 0,3836
156 0,3781 “0,7128 201 0,0027 0,7298 245  0,4060 ~ 0,6978
157 0,0393 06,2739 202 0,9118 0,5350 246 0,0873 0,3178
158 0,5121 0,0233 203 0,6644 0,5139 247 0,5578 0,1015
159 0,1175 0,9351 248 0,2076 0,8820




O rozmieszezeni

punktéw préblowych na plaszozyinie

TABLICA II

Steinhausa wskazniki zgeszezenia
dla punktéw zltotych

Tlosé
punktéw

Liezba oczek podziatu

ztotych

4 9 16 25

50 0,020 0,085 0,475 0,360
100 0,060 0,086 0,388 0,260

150 0,186 0,054 0,252 0,293
200 | 0,130 0,058 0,190 0,290
248 0,056 0,057 0,161 0,281

TABLICA III

Liczebnodei weztéw

Rzad wezlow
Mapka
I II III v
Dendryty I rzedu
gwiazd 168 65 15 =
punktéw losowych 171 72 5 —
punktéw zlotych 174 69 5 -

gwiazd
punktéw losowych,
punktéw ztotych

Dondryty II rzedu

gwiazd
punktéw losowych
punktéw zlotych

84 128 36 -

85 125 38 —
93 117 36 2
Dendryty rozpiete na wszystkich
punktach
64 128 55 -1
59 134 54 1
75 114 556 4
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Proaca wplynela 17. 4. 1959

Jd. 8VBPHHAL KA (Bponnas)
O PACIIPEJHJEHHH BBIBOPHBIX TOYEK HA IIJA0CHOCTH
PE3IOME

B crarbe onpemenAeTcH MOCHeN0BATEILHOCTD TOUEK Pn, KOKIBEK CETMEHT KOTO-
Poit pacnpemesnsercs B eIWHHYHOM KBagparte SHAYNTENHHO 6OIbLIe PaBHOMEPHO 4eM,
B CpemHeM, TO e YHCIO0 BHOOPHHX Touer. TOUKY P, OUpeNeNmeTcA KAk TOYKY HA
HenpepuBHOL Kpupo# Ileamo, rTpaHcHopMumpyiomel BAMKHYTEHI CEerMeHT B BaMHKHY-
THI KBajgpar, COOTBETCTBYIOMMI 0CTATKY MOAYIA 1 YMCIA 72 ONMPeeaAeMOro HUMKe
IocpencTsoMm iy, rme

V5—1
¢ = —— = 0,61803...

Tabmauna I comepsKuUT KOOPAWHATH TO4eK P, AxA n = 1,2,..., 248. Drn
TOYKK IOKA3aHE Ha& 4depT. 3. v

HAxs mccaemoBaRUA PaBHOMEPHOCTH TOYEK Pn PaseNIHO eNMHWYHLIK KBagpar
mocmenopaTenbHo Ha 4, 9, 16 u 25 ogMAAKOBHX KBAZparoB ¥ #as mepsux 50,100,
150, 200, 248 Touex pp BHUYMCIEHO OTHOLIEHUE mucnepcun HAGIIOFAEMBIX YHMCET TOUSK
Prn B OTHENBPHHX KBaAPAaTax K CpefHed HTHX dYHCe. Pesyasraret cobpamo B Tad-
anue II.

Pacnopefenenue rouex MCCIEZ0BAHO TaKMe IO TEeHAPUTHOMY METORY, cmocobom
onucamueM B [9]. CpaBHeHO YHCHO yB3JI0B PABHHX PAAOB B JEHAPUTAX PasuATHX
Ha 248 TouKaX P, , HA 248 BHOOPHHX TOUKAX U Ha 248 3Besfax B BHODAHHOM y4acTKe
He6a. PasHHUN 0KAa3aIUCh HEOMUTAHHO MAIH.

Crarbf OKOHYEHA HEKOTOPHMHE BaMETHAMH O NPAKTHY€CKOM HCHOAB30BAHUM
TOYEK Py . -



O rozmieszezeniu punkidw prébkowych na plaszezyinie 171
L. ZUBRZYCKA (Wroctaw)

ON THE DISTRIBUTION OF SAMPLING POINTS IN A PLANRE

SUMMARY

In this note a sequence of points p, in the unit square is defined such that each
segment of this sequence is distributed more wuniformly than, on an average, the
same number of random points. The point py, is defined as a point on the continuous
Peano curve which transforms a closed segment into a closed square corresponding
to the rest modulo 1 of nz, denoted below by #,, where

3 V5 —1

z = 0,61803...

In table I the coordinates of the points ps, n = 1, 2, ..., 248, are given. These points
are shown in fig. 3.

In order to examine the uniformity of the distribution of the points p,, the
unit square has been divided into 4,9, 16 and 25 equal squares and, for the first
50, 100, 150, 200 and 248 of the points p,, the ratio of the variance of the observed
numbers of points p, in the individual squares to their mean was computed.
The results obtained are presented in table II.

The distribution of the peints p, has also been examined with the aid of
& dendritic method in the way described in [9]. The numbers of vertices of different
orders in dendrites spanned over 248 points p,, 248 random points and 248 stars in
a given sky area have been compared. The differences have turned out to be unex-
Pectedly small. _

The note terminates with some indications as to the practical use of the
Points py.



