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SUR LA NOTION DE RESSEMBLANO’E RELATI VISEE
A LA POPULATION *

Bien que la similitude (géométrique) soit une notion connue depuis
Pantiquité (seulptures, peintures, cartes etc.), elle ne se préte pas, au
moins dans son aspect mathématique élémentaire, & saisir les relations
de ressemblance entre les individus du monde vivant. Il n’existe méme
pas deux étres géométriquement semblables, & moing qu’il ne soient de
dimensions identiques. En effet, pour qu'un arbre par exemple soit
capable de faire circuler sa séve, la section transversale de son tronc
devrait étre & peu prés proportionnelle & son volume V, done son diamétre

4 VV. Pour Ia méme raison, le diamétre d’un arbre de volume 4V devrait

dtre V4 = 2 fois plus grand. Or pour que la similitude géométrique se
présente, ce diamétre, en tant qu'une dimension linéaire, ne peut aug-

menter que 1/4 < 2 fois.

Cependant, les naturalistes se servent notou'ement de la notion
de ressemblance bien plus générale que 1'identité et, sans doute, une telle
notion est nécessaire. On peut lui attacher évidemment plugieurs sens
différents. Cette communication a pour but de proposer deux tentatives
de le faire.

Soient «, v, 2, ... les individus d’une population P. Ces individus
sont définis par les grandeurs de % propriétés ¢y, ¢, ..., c; et peuvent
8tre traités comme des points d’un espace euclidien 4 % dimensions. Le
Symbole #8y désignera que x et y se ressemblent (sont semblables). Admet-
tons que ’

1. 8i # = y, on a 48y (la ressemblance est plus générale que I’iden-
tité),

2. Si #8y, on a ySx (la ressemblance est une relation symétrique).
u 3. Si @8y et 82, on a 28z (la ressemblance est une relation transi-

ve).

La loi de tra.ns11;1v1té restreint la notion de ressemblance employée

* Referat wygloszony na Sympozjum Biometrycznym w Budapeszeie we wrzeé.
nin 1959 .
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par les naturalistes. Ils concoivent, en effet, I’existence des chaines inter-
médiaires entre deux individus dissemblables, formées d’individus-chai-
nons dont chacun ressemble & ses voising immédiats. En vertu de la pro-
priété 3, une telle possibilité est exclue pour nous.

Deux individus seront considérés comme identiques, lorsqu’ils sont
indiseernables par les grandeurs de leurs propriétés mesurées ¢y, ¢,, ..., ¢,
c’est-a-dire que leurs points individuels dans I'espace & % dimensions
coincident. Deux individus seront dits semblables au sens § lorsque leurs
points individuels se trouvent dans un meéme ensemble d’une famille §
définie d’avance et dont mous dirons qu’elle induit la relation xSy (vu
que cette induction est univoque). Par exemple, la famille 8 de toutes
les droites passant par lorigine des coordonnées induit la similitude
géométrique. :

Une famille § et, par suite, la ressemblance mSy induite par elle
étant données, il existe une {ransformation laissant tnvarianie la res-
semblance S, c’est-d-dire une transformation telle que tout point = et
son transformé appartiennent & un méme engsemble de la famille §. Une
telle transformation sera désignée par S(z). Pour le cas, par exemple,
ol 8 est la similitude géométrique, telle est 1a transformation S(») = a-x
avec a congtant.

Toute grandeur qui est un invariant de ]a transformation S(z) sera
dite un indice de la ressemblance S. Les quotients de la forme ¢;/c; par
exemples ont done des indices de la similitude géométrique. En outre, les
indices ‘

9 & Ch—1,

oo’ en
constituent un systéme complet d’indices de cette similitude, ¢’est-a-dire
que I’égalité de tous ces indices d’un individu aux indices correspondants
d’un autre est une condition nécessaire et sufflsa,nte pour leur gimilitude
géométrique.

Or lo sens usuel du terme ressemblance se montre relatif. Deux
‘Chinois qualifiés semblables dans la population des habitants de ’Burope
peuvent étre dissemblables dans une population des Chinois. Il est done
naturel de lier la nofion de la ressemblance 4 la population.

Je vais distinguer ici deux genres de ressemblance relativisée & la
population. J’en appellerai la premiére la ressemblance par déviations et la
seconde — la ressemblance naturelle. ' '

' 8i une population est homogéne, nous pouvons y considérer le
centre, c’est-a-dire un individu virtuel dont les grandeurs des propriétés
sont égales aux moyennes. Il sera désigné par p. Deux individus z et y
s’appelleront semblables par déviations lorsqu’ils dévient du centre p
par les grandeurs de leurs propriétés d’'une maniére proportionnelle. Ainsi,
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si # et y différent de p par les valeurs ¢; (ol ¢ =1, 2, ..., k) le rapport
de ces différences étant constant et indépendant de i, » et y se ressem-
blent- bien dans ce sens. Si par exemple un homme ne différe de centre
de la population que par la longueur de son nez, les hommes qui lui
ressemblent par déviations ne différeront du centre que par cette propriété.

Une carricature consiste & accentuer les traits caractéristiques du
‘modele, ce qui peut étre atteint en multipliant proportionnellement les
différences entre les propriétés du modéle et celles du centre. Alors la
carricature ressemble par déviations au modéle.

La famille § d’ensembles qui induit la ressemblance par déviations
est celle de toutes les droites passant par le centre p de la population
(et non pas par origine, comme dans la cas de la similitude géométrique).
Deux individus se ressemblent donc par déviations, lorsque la droite
unissant lears points individuels dans ’espace & % dimensions passe par
le centre p. Désignons par ¢,, ,, ..., & 86§ coordonnées. La transformation
laissant invariante cetite ressemblance est de la forme (vectorielle) S(z) =
=g-(x—p), cest-d-dire S(¢;) = a-(¢;—C;) dans sa forme numérique,
le coefficient a étant une constante.

Les indices de cette ressemblance sont les quotients

C;—C;
g
‘ C;—GC;
ot le systéme suivant:
0;—Cy €y —Cy ‘ Cr—1— C—1
- - ) s -
¢,—8y C3—0y ¢ — G,

est un systéme complet des ces indices.

Néanmoins, la notion de ressemblance par déviations n 'a pas toujours
un sens naturel intéressant. Considérons par exemple la population
‘d’enfants de divers 4ge caracterisés par deux propriétés, & savoir par
la taille et le poids. Le centre y dépend de la distribution de I’4ge dans
la population et, en conséquence, ne présent pas d’intérét biologique,
Pas plus que la ressemblance par déviations.

Dans de téls cas c’est la notion de ressemblance nature]le qui permet
de mieux saisir intuition du naturaliste. Le réle du centre y est joué
non pas par un point, mais par une ligne.

Si l’on subdivise la méme population d’enfants eii groupes d’age
ot 'on trouve les centres de chaque groupe, on voit ces centres se disposer
le long d’une ligne (ligne de développement). Mais aussi dans d’autres
¢ag le centre d’une population peut étre privé de valeur biologique. Une
Population est représentée dans lespace par un nuage des points plus
Ou moins allongé. Plus sphérique est la forme de ce nuage, plus grand
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réle y revient au centre de la population. Par contre, plus ce nuage est
allongé, plus grand réle y joue une ligne. En considérant les populations
comme ne §’éloignant pas trop de la distribution normale, on peut admettre
que cefte ligne est une droite (axe principal de Hotelling [17]).

Deux individus peuvent &tre alors regardés comme semblables
au sens naturel lorsque leurs points individuels son situés sur une droite
paralléle a 1’axe principal.

Or la détermination numérique de cet axe étant d’habitude fort
fastidieuse, je le remplace par une autre droite, & savoir par celle que
j’ai appelée Paxe naturel (voir [2]) et qui a été considérée aussi par Teis-
sier (voir [3]). J’entend par 1a I’axe ayant pour composantes les écarts-
-types o4, 03, ..., 0; des propriétés ey, ¢, ..., o respectivement. En consé-
quence, j’appelle deux individus semblables au sens naturel lorsque les
différences entre les valeurs de leurs propriété ¢; sont proportionelles aux
écarts-types o; de ces propriétés, le coefficient de proportionnalité étant
constant (indépendant de ).

La famille induisant la ressemblance naturelle est par suite celle
des droites paralléles & I’axe naturel. On peut donc dire que deux indi-
vidus sont semblables dans ce sens relativement & une population, lorsque
la droite unissant leurs points individuels est paralléle 3 1’axe naturel
de cette population. La transformation qui laisse invariante la ressem-
blance naturelle est la translation de l’espace, parelléle & 1’axe naturel.
Ses invariants, done ses indices naturels, sont par conséquent les para-
meétres arbitraires earactérisants les droites paralléles & 1’axe naturel.

- Formons un systéme de ces indices. Normons dans c¢e but les pro-
priétés ¢, ¢y, ..., ¢; de maniére que leur valeur moyenne soit 0 et leur
variance soit 1:

Ci~—C;

Y = (€ :7= Ly By onny s
oy

Normons les y; encore une fois & 1’aide de leur, moyenne

- 1
y = %(71"]‘72'{“”-“'?10)

de maniére que la valeur moyenne d’une propriété arbitraire de chaque
individu soit 0:
Wy = H—Y (t=1,2,..., k).

Les w; ainsi définis constituent un systéme des indices pour la res-
semblance naturelle. Ce systéme n’est pas complet, car les indices n’y
sont pas indépendants, & savoir on a w,+w,+...-+w;, = 0. Mais il suffit
d’en supprimer I'un quelconque pour que le systéme devienne complet.
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J’ai prouvé (voir [2]) que ’égalité des indices naturels qui viennent d’étre
définis est en effet une condition nécessaire et suffisante pour la ressem-
blance naturelle de deux individus.

Mme Milicer (cf. [4]) a obtenu des résultats intéressants en appli-
quant les indices naturels & ’analyse somatique des boxeurs et des autres
sportifs.

ExEMPLE. 50 photographies de tétes humaines, faites par M. Mi-
chalgki, sont jointes au volume XXI.2 de ,Przeglad Antropologiczny”.
On a pris sur ces tétes des mesurements antropologiques suivants: 1. la
longueur de la téte, 2. sa largeur, 3. la largeur de la face, 4. sa longueur
entiére, 5. sa longueur partielle (sans maéchoire), 6. 1a longueur du nez et
7. 8a largeur. .
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Fig. 2. Par déviations o .szM-:-xssT

Ces propriétés ont été employées pour calculer les indices de ressem-
blance géométrique, de ressemblance par déviations et de ressemblance
haturelle. La fig. 1 représente trois séries (4 savoir 2, 3 et 2) de tétes les
Plus semblables an sens géométrique parmi les 50 tétes mesurées et photo-
Sraphides; la fig. 2 en représente quatre séries (couples) de tétes les plus
Semblables par déviations et la fig. 3 — trois. séries (2, 2 et 3) de t8tes les
Plus semblables an sens naturel.
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En aecord avec leur ressemblance naturelle, les couples formant deux
premiéres séries de la fig. 2, de méme que celui composé de deux pre-
miers individus de la troisiéme série qui y est représentée, se trouvent
rangés chacun dans une méme classe typologique aussi par M. Michalski,
procédant & l'aide de la méthode dite morphologique. Par contre, les

, ’

Fig. 3. Naturelle | ZM~336 |

individus appartenant & des mémes séries des fig. 1 et 2, c’est-a-dire
semblables au sens géométrique et par déviations, ont été rangés par
M. Michalski dans des eclasses différentes.
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J. PERKAL (Wroclaw)
0 POJECTIU PODOBIENSTWA ZE WZGLEDU NA POPULACJE

STRESZCZENIRE

Podobienstwo geometryczne rézni si¢ istotnie od podobienstwa uzywanego
w naukaeh przyrodniczych. Dwa twory przyrodnicze, np. drzewa réznej wielkofei,
nie moga byé geometrycznie podobne, gdyz niektére liniowe wymiary drzewa sa pro-
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porcjonalne do jego wysokofei, inne do pola korony, jeszeze inne do objgtofei. Po-
jecie podobienstwa zalezy od populacji, w jakiej to podobiehnstwo jest rozpatrywane.

W przypadku gdy populacja tworzy chmure punktéw indywidualnych o ksztal-
cie podobnym do kuli, srodek tej kuli odgrywa wazna przyro,dnicz'o rolg i odchylenia
od niego moga sluiyé do nastepujacego nowego okreflenia pojecia podobienstwa:

Dwa indywidua sa podobne pod wzgledem odchylert, jeSli odchylenia poszezegdl-
nych cech tych indywiduéw od &rednich w populacji sa proporcjonalne.

W przypadku, gdy ksztalt chmury punktéw indywidualnych populacji jest
podiuzny, érodek chmury przestaje mieé przyrodnicze znaczenie. Jego role przej-
muje pewna linia (w pierwszym przybliZenin — prosta) i blizsze intuicjom przyrodnika
staje sig tzw. podobiefistwo przyrodnicze;

Dwa indywidua sg prazyrodniczo podobne, jesli réznlce ich cech 83 proporcjonalne
do standardowych odehylen tych cech w populacji.

10. IPPHKAJL (Bpoyaas)
O NOHATHH NOJOBHA ITO OTHOMNIEHHIO K COBOKYIITHOCTH

PESIOME

l'eomeTprYeckoe moj00Me CYMECTBEHHO OTIMYAeTCHA 0T 00meymoTpeSuTeabHOrO
B €CTECTBOSHAHUMY, TAK KAK OHO He MOET XapaKTEePH30BATh ABYX PABIMYHHX 00BEK-
TOB, HAIPUMeD ABYX [epeBbeB (0AHU W3MePEHUd HepeBa IPOMOPLNUOHANBHE IIMHAM,
Apyrue mIomangaM, a Tpersu oOnemam). Ilomarme mono0usa OKasHBAETCH 3aBMCAINNM
OT PaccMaTpPUBAEMOI COBOKYIHOCTH.

Horna WHAMBHAYAIUBMPOBAHHEE TOYKM COBOKYIHOCTH 006pasyioT B IPOCTPAH-
cTRe Tyuy Gamskylo mo fopme K cHepmieckoif, To Ipw NMOMOIIM OTKIOHEHW oT ee
LeHTPa, HKOTOPHIY TOrAA HIPAET BAMHYI0 POIb, MOMHO BBECTM IIOHATHE IOx0OuUSA
B CIeAYIOMEM HOBOM CMEICJE:

JBa BEIUBEAYYMA noxo¥cu LPYT HA APYTA No OMEACHEHUAM, €CIIU OTKIOHEHWS
HX MPHUMET OT IPHUMeT IEHTPA COBOKYIHOCTH NPOIMOPIUOHAJNbHEH.

Eeau e ¢opma Tyum mpopgomioBartas, To 6omee yA0OHHM ABIseTca mnojobue
HasHBaeMoe ' €CTeCTBEHHEM NoxobmeM. Posb 1IeHTPa B 3TOM Ciaydae MrpaeT HEKOTOpasd
IuEYA (B OEpBOM NPUOIVIKEHUM NPAMAS): '

JdBa WHEMBELYYMA HOXOMKU APYT HA APYLA 6 €CMecmeeHHOM cMbicae, €CILE pas-
HOOH ¥WX NIPUMeT IPONOPIUWOHAILHE, CTAHAADPTHHM OTHKIOHEHHAM BTHX IPHMET
B COBOKYNIHOCTM.

J. PERKAL (Wroctaw)
ON THE NOTION OF SIMILARITY WITH RESPECT T0 POPULATION

SUMMARY

Geometrieal similarity differs considerably from the similarity used in natural
Sciences. Two natural objects, for instance two trees of different size, cannot be
geometrically similar since some of the linear dimensions of the tree are proportional
o itg height, others to the area of its crown and still others to its volume. The notion
of similarity depends on the population in which the similarity is eonsidered.
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In the case where the population forms a cloud of individual points of a shape
resembling a sphere, the centre of this sphere plays biologically an important part
and deviations from it may be used for the following new definition of the notion of
similarity : o : ’ :

Two individuals are similar with respect to deviations if the deviations of the
features of those individnals from the mean features in the population are pro-
portional.

In the case where the shape of the cloud of individual points is oblong, the
centre of the cloud ceases to have any biological significance. Its role is. taken over
by a certain line (in the first approximation—a straight line) and the so called
biological similarity becomes nearer to the intuitions of a biologist. It is defined as
follows:

Two individuals are biologically similar if the differences of their features are
proportional to the standard deviations of those features in the population.



