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0 ZASTOSOWANIU TEBORII INFORMACJTI
DO POROWNYWANIA DWOCH METOD
STATYSTYCZNEJ KONTROLI JAKOSCI

1. Wstep. Por6wnuje badanie wedlug wlagciwogei liczbowej z bada-
niem alternatywnym. W pierwszym z nich kazdemu elementowi w prébee
przyporzadkowuje sie dokladng wartosé badanej cechy X; w drugim
element kwalifikuje si¢ jako dobry lub zly, przez co zatraca sie — méwige
Potocznie — czedé informacji zawartej w prébee. Ze wzgledu na to w ba-
danin alternatywnym stosuje si¢ wigksze prébki. Wedlug ‘stosowanych
obecnie metod, te zwiekszong liczno§é prébki dobiera sie¢ w ten sposéb,
Zeby charakterystyki obu testéw (alternatywnego i wedlug wla,éclwoécl
liczbowej) mozliwie dokladnie si¢ pokrywaly.

W niniejszej pracy stosuje nowe kryterium, wprowadzome przez
Kullbacka i Leiblera w [1]: kryterium takiej samej rozdzielnosei hipotez
0 populacji, z ktérej pochodzi prékba. Pozwala ono dobraé taks licz-
nogé¢ prébki w badaniu alternatywnym, przy ktérej iloé informacji o ba-
da,nych hipotezach zawarta w prébee jest taka sama, jak w badaniu
wedlug wlagciwosei liczbowej.

W dalszej czefei pracy wykazuje, ze wyniki uzyskane na obu dro-
gach niemal calkowicie si¢ pokrywajs Poniewas obliczanie licznofci
Prébki wedlug nowej metody jest bardzo latwe, wydaje sie, ze w praktyece
Warto stosowaé te metode do znajdowania parametréw planu alterna-
tywnego o igdanej charakterystyce. |

Budzi to nadzieje na przyszlo§é: jezeli dla jakiegos testu trudno jest
Wyzna(zyé parametry, przy ktérych spelniomp sa pewne warunki nato-
Zone ng, charakterystyke, byé moze da sig. dobraé inny test, Weryﬁku]acy
e same hipotezy, w ktérym wyznaczenie parametréw bedzie latwe;
Przez poréwnanie rozdzielnofci hipotez obu testéw mozna wyznaczyé
Parametry pierwszego testu i do§wiadozalnie sprawdzié, ozy spelniaja
Nasze wymagania. Opisany przeze mnie przyklad wskazuje, ze takie
Postepowanie moze daé pozytywne rezultaty.
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2. Rozdzielnosé dwoch hipotez statystyeznych (). Pomigsze wy-
jadnienia wstepne wydaja sie uzyteczne z uwagi na przeznaczeme niniej-
szego artykulu.

‘Kullback i Leibler [1] definiuja rozdzielno$é hipotez w nastepujgey
sposdb:

Niech X oznacza zbidr wartodei zmiennej losowej X; 8§ — borelowskie
ciato podzbioréw X; u(F) (dla FEeS) — rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X, ¢ — wylosowang warto§é X.

Stawiamy dwie proste alternatywne hipotezy:.

(1) H;: element x pochodzi z populacji o rozkladzie prawdopodo-
bienstwa u; (¢ = 1, 2).

Zakladamy przy tym, Ze miary u, i g, 83 absolutnie ciagle wzgledem
siebie; to znaczy, ze dla kazdego zbioru ECS ‘

(1 (B) = 0) = (i (B) = 0).

Do #1 1 u, dobieramy miare 4 absolutnie el&g]:& wzgledem pu; 1 u,.
Z twierdzenia Radona — Nikodyma wynika, ze istniejs funkeje f;(x)
(¢ =1, 2), okreflone jednoznacznie z dokladnoscig do zbioréw miary
zero ze wzgledu na miar¢ A 1 zawarte w przedziale (0, co), takie ze

(2) wi(B) = j'fi(w)dz(w) (6 =1,2).

Dla rozkladu ciaglego najprofciej przy]a!é Ae) = x; wtedy fi(x)
89 gestosciami prawdopodobienstwa.

Dla rozkladu skokowego mozna przyjaé np. A(x) = u,(x) w punktach
skokowych; wtedy z (2) wynika, ze ’

m(@) = fu(@)p@), stad fil@) =1,
pa () ,
~ Definiujemy “teraz wyrazenie log(f,(#)/fs(z)} jako ilo§é informaeji

zawarty w wylosowanym elemencie # do rozréinienia hipetez H, i H,

oraz obliczamy warto§é oczekiwang przy zalozeniu, ze H, jest prawdziwa.

Analogicznie obliczamy warto§é oczekiwana log( fa(@)[f1(®)) przy zato-
2enm, ze H. 2. Jest pra,wdmwa Sume tych oczeékiwanych informacji -nazy-

(3)

(@) = (@) (@),  stad  fa(o)

(1) Termin’ ,,rozdzlelnoéé” Jest tu uzyty jako odpowiednik terminu s»,divergence”
wprowadzonego przez Kullbacka i Leiblera. Dostownie tlumaczyé przez ,,dywergen-
cje” (rozbieznodt) nie mozna, gdyz terminy te maja jui ustalone znaczenie w mate-
matyce.
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wamy rozdzielnoseiq hipotee H, ¢+ H, (lub rozdzielnosciq populacji o rozkla-
dach prawdopodobienstwa wp, © uy):

fi()

227 da(w),
Fulw) @)

(#) T [ (@ —fale)og

przy czym calkuje si¢ po zbiorze X.

Wielko§é J ma nastepujace wlasno§ci ([1]):

1. jest zawsze nieujemna, réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy obie
hipotezy sa identyczne, v

2. jest symetryezna ze wzgledu na obie hipotezy,

- 3. nie zalezy od prawdopodobieistw a priori obu hipotez, ,,

4. jest addytywna dla niezaleznych zmiennych losowych, zatem

wzrasta n-krotnie, gdy liczno§é prébki wzrasta n-krotnie.

Z pozostalych wiasnodei podaje jedna, ktéra wymaga szerszego
omoéwienia. Weryfikujemy hipotezy, tj. orzekamy, z ktérej populacji
poehodzi prébka, na podstawie jakiej§ statystyki. Przez statystyke rozu-
miemy tu funkcje prébki w mnajbardziej ogélnym sensie, np. dowolny
podzbiér prébki jest statystyka. Intuicyjnie jest jasne, ze rozdzielnogé
hipotez nie powinna wzrosngé na skutek orzekania na podstawie sta-
tystyki probki zamiast na podstawie prébki. Miara rozdzielnofei hipotez
Kullbacka i Leiblera spelnia ten postulat, to jest rozdzielnmo§é obliczona
na podstawie prébki jest nie mniejsza niz rozdzielno§é obliczona na pod-
stawie statystyki prébki, przy czym réwno$é zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy statystyka jest dostateczna. Dzieki temu miara ta moze shi-
zyé do poréwuywania statystyk miedzy soba.

3. Zastosowanie J do poréwnania oceny wedlug wlaseiwosci
liczbowej i oceny alternatywnej. Rozpatrujemy nastepujacy przypa-
dek: Rozklad badanej eechy X w partiach przedstawianych do odbioru
jest w przyblizeniu normalny ze statym o. Sztuka jest uwazana za dobrs,
jesli # < ¢g. Oznaczmy przez w wadliwosé partii. Mamy werytikowaé dwie
alternatywne hipotezy

(5) ‘ Hi: W = W, (’fz=l,2).

Przy ocenie wedlug wta§ciwosei liczbowe]j pobieramy prébke
{2y, ...,,), obliczamy Z-+kS (T — frednia z prébki, 8 — odchylenie
§rednie z prébki, ¥ — odpowiednio dobrana liczba) i przyjmujemy H,,
gdy -+ kS > g; w przeciwnym razie przyjmujemy H,; » i ¥ sa parame-
trami testu. , h |

Przy ocenie alternatywnej pobieramy prébke N-elemifntowa,,
kazdy element kwalifikujemy jako dobry lub zly i znajdujemy liczbe
ztych elementéw y; gdy y > m, przyjmujemy H,; w przeciwnym razie
Przyjmujemy H,; N i m s3 parametrami testu.
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Poré6wnamy teraz te dwa testy ze wzgledu na rozdzielno§é hipotez
H,iH,.

Zaczniemy od obliczenia J dla badanej zmiennej losowej X. Przede
wszystkim trzeba wyjasnié kwestie sformulowania hipotez w (5), ktére
nie zgadza si¢ z (1) — podanie wadliwodei nie wyznacza oczywiseie jedno-
znaeznie parametréw rozkladu prawdopodobieristwa u, i u,. Wykazemy
jednak zaraz, Ze przy ogranieczeniu jednostronnym stalo§é o wystareza
do okre§lenia jednoznacznie rozdzielnofei obu hipotez, ktére napiszemy
teraz w postaci

(6) H;: element @ pochodzi z populacji o rezkiadzie prawdopodobien-

stwa
1 (w—mi)z)
Vor o Ef "XP( "3 )’

y"’"mz
g

pi(B) =

przy oz

Hl—w) (i=1,2), gdze

1 x?
F(w)—,—l/;; fexp( 2)am.

Ofrzymujemy zatem

(7) J=\,;‘,§1;0 f [exp("(%%ﬁ)“exl’ (@_z—fa)”)] 8

-0

¢ [(@— ma)—(@—my)1] 2

20?
o 2
— .(.Tl_;aﬁ)_ (na podstawie pracy [2])
(e oy
o 4 B

= [17"1(1-—'wx)“F‘l(l—‘wa)l2 = [F(wy)—F~*(wy) %

Wynika, stad, rozdzielno§é Iupotez dla dowolnej statystyki dosta.teczne;
z j-elementowej prébki:

@) Ip = §[F1(0,)—F-1(w,) .

- Obliczymy teraz rozdzielno§é hipotez przy badaniu wedlug wiaei-
woéei liczbowej. Wiadomo, ze statystyka X+ kS z pré'bki n-elemen-

2
towej ma w przyblizeniu rozklad normalny N (m+ ko, —= e (l—l- ¥ ))
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Oznaczmy gestosé tego rozkladu przez g¢(x|m). Hipotezy przyjms
postaé

(9). H;: element Z4kS pochodzi z populacii o rozkladzie prawdo-
podebienstwa

970 Frl—w) (i=1,2).
ag

wi(B) = [g(@|m)de, pray ezym
E

Na moey (7) otrzymujemy rozdzielno§é hipotez

[F~1(20,) —F~(w,) ]
1+%2/2 )

Przez poréwnanie z (8) stwierdzamy, ze X+ kS nie jest statystyka
dostateczng i jej rozdzielno§é jest (L-+%%/2) razy mniejsza od J5.

"Z kolei obliczamy rozdzielno§é hipotez przy badaniu alternatywnym.
Wiadomo, ze statystyka ¥, ma rozklad dwumianowy w prébce N-ele-
mentowej. Najlatwiej przeprowadzié obliczenia dla N = 1. Hlpotezy
przyjmg postaé

(10) Jf-{;ksv ==

(11)  H;: element y pochodzi z populacji o rozktadzie prawdopodo-
bienstwa
w; dla =

i =1,2).
l—w; da o= ( 12

wi(z) =

Przyjmujemy A(x) = p, ().
Na podstawie (3) otrzymujemy

filz) =1 “dla m=01uba;=1,

(12)
Y ya w—o,
W,
fa(®) = -
. dla «=1.
1‘“‘"‘”71

Zatem rozdzielno§é hipotez w probee jednoelementowej wymosi

(13) Jy, = (1—-;;—)[10g ]w1+(1—1:2).{1@1::{;](1*%):

, Wy (1—w,)
(?01 wg) og w3(1 — wl) !
& dla prébki N-elementowej
Y _ ) w, (1 — 20,)
(14) Try = N —wloga—0y
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Jezeli wige chcemy, by rozdzielnesé hipetez .dla obu testéw byla
jednakowa, musi zachedzid swigmek

[F2(w,) —F~(w,) N . w1 (1 — wy)
S N e X )

z ktérego tatwo wyznaczyé liczno§é prébki N w badaniu alternatywnym.

(15)

4. Przyblizony wzér na licznoséé probki planu alternatywnego
o zgadamnej charakterystyce. Ciekawe rezultaty daje poréwnanie licz-
noéci prébki N obliczonej z (15) z liezno§eig prébki planu alternatywnego,
ktérego charakterystyka pokrywa sug z charakterystykg przy badaniu
wedlug wlasciwosei liczbowej.

Przypomnijmy najpierw [3], Ze jeS§li przy badaniu wedtug -whagci-
wosei liczbowej natozymy na charakterystyke warunki

(16) | P(w,) =8,  Plwy) =1—a

(P — prawdopodobienstwo przyjecia, partii), to parametry wyrazg sie
wzorami
F-1(1~w,;)+F-(1—w,)
2 ?
k2\ [F-1 F-l — a2
%—(14- )[ (B)~F(1—a)]
[F=2 (wy) —F =2 (w,) ]?

k=

(17)

Poréwnujge (17) i (10) stwierdzamy, ze rozdzielno§é hipotez prazy
badaniu wedlug wiladciwosei liczbowej, przy ktérym spelnione 83 wa-
runki (16), wyraza si¢ wzorem

(18) Jx s = [FH(B)—F(1—a)l?

a wigc zalezy tylko od a i 8.
Z (18) i (15) otrzymujemy

[F“l(ﬂ —-F“I( —a)]?
w, (1— wa)
_ Wy (1 — ’w1)
Okazalo si¢, ze we wszystkich przerobionyeh przykladach do tak

obliczonej lieznofei prébki N mozna dobraé takie m (0 < m < N), Ze
plan alternatywny N//m spelnia niemal dokladnie warnnki (16).
PrRzYEEAD 1. Szukamy planu alternatywnego N/ /m speliajacego

warunki (16) dla a = 0,05, § = 0,10, w, = 0,025, w, = 0,005,
'Z (19) obliczamy.

(19) N =

( —W,) 10g

N-= 262,44 ~ 262.
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Nastepnie obliczamy
}MIZ_NwlNG’ﬁ’ ngNWQ N1,3-

Z tablic dystrybuanty rezkiadu Poissena odezyinj
przyjaé m = 3, i ze wtedy

a' = P(k > 38; Ay) = 0,043,
B =Pk <3;4) = 0,105.

PRZYKLAD 2. Tablica 4.6.A. na str. 132 w [3] zawiera 10 plandéw
alternatywnych tak dobranych, zeby ich charakterystyki pokrywaly sie
mozliwie dokladnie z charakterystykami odpowiednich planéw badania
wedlug wlasciwosei liczbowej. W planach tych zmienia sig w, i w,, nato-
miast nominalnie ¢ = # = 0,05 (w rzeczywistodei sg oczywifcie pewne
odchylenia).

Ponizej w tablicy poréwnuje te plany z planami alternatywnymi,
ktére znalaztam w sposéb opisany w przykladzie 1 dla tyeh samych
w, 1 w, oraz a = f = 0,05. Pierwsze plany zawiera cze§é A tablicy, drugie
— cze§é B. W obu przypadkach podaje takze rzeczywiste a i 8, obliczane
tak jak w przykladzie 1 (a wiec obarczone bledem postugiwania sie tabli-
cami Poissona). '

 TABLICA

A B

Ip. | w2 | w, N |m | e« | B ¥ | m | a | B
1 | 260, 0,52/, | 10| 0 | 0,040 | 0,074 | 10| 0 | 0,049 | 0,074
2 39/, 3,7°/ 10 1 0,062 0,090 11 1 | 0,062 | 0,072
3 110/, 0,23/, 25 0 | 0,068 | 0,067 25 0 | 0,058 | 0,067
T4 28 |78,39, 25| 270,047 | 0,077 ||~ 25 2 | 0,047 | 0,077
5 4,7%/, 0,36°/, | 100 1 0,062 | 0,062 | 95 1 0,061 | 0,061
6 13%/, 40/, 100 71 0,051 0,055 94 7 0,040 | 0,081
7 | 1,60, | 0,219, | 400| 2 | 0,047 | 0,046 | 385| 2 | 0,047 | 0,054
8 7,9%/, 3,9°/, 400 22 | 0,058 | 0,041 364 | 20 | 0,054 | 0,052
9 | 0920,| 020, |1000] 4 | 0,063 | 0,040 | 980| 4 | 0,063 | 0,049
10 6,40/, 4,10/, 10007 51 0,055 | 0,055 /1001 41 0,055 | 0,055

Dla przypadkéw 1, 3 i 4 plany A i B sa identyezne, dla 2, 7 i 8
Plany A mniej dokladnie spelniajg warunki nalozone na charakterystyke,
dla 5 plan B jest troche gorzej dobrany.

Wyréznia si¢ przypadek 6, w ktérym ocharakterystyka planu B
bardziej odbiega od szukanej. Fe ‘dwa gorsze przypadki majg za to mniej-
823 liczno§é prébki. ’ |

Wiyniki tego przykladu przemawiajg za tym, by w praktyce licznosé
probki planu alternatywnego obliczaé metods opisang w przykladzie 1.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynegla 23. 7. 1969

9, NJAEIMHAHCKA{ (Bapmasa)

O IIPUMEHEARHH TEOPHH HHOOPMAILIHHA K CPABHEHHIO JJBY X
METOJOB CTATHCTHYECKOI'O KOHTPOJIA KAYECTBA

PESIOME

G TouxM 8PeHHS BOBMOMKHOCTH HENOCPE/CTBOHHLIX IPHTOMEHMN B HMpaKTHKe
paboTa UHTEpeCcHA TeM, YTO B Hell [aéTcA 0YeHb JETKMH crocod UpmGIMREHHOr0 Oupe-
feeHus NapamMerpoB AULTEPHATHBHOIO NIAHA, HA XAPAKTEPHCTHKY Koroporo P(w)
HAMOMEHBl JBA YCIOBUSA:

CPwy) =8, P(wy) =1—a.

OnumcaHme CMOTPH B HpPHUMEpE 1. IIprMep 2 moKasHBaeT, HACKOUBKO XOPONIMM SBJIA-
erca 970 NpHOIMKEHNHe. a

B neaxom paGora copep:HuT CpaBHEHHE ABYX TECTOB, NPUMEHAEMHIX B CTATHCTH-
YeCKOM KOHTPOJé KauYecTBA — ANbTEPHATHBHOIO M UYMCHOBHX KavecTB, IPH OXHOMK
M TO# 3e AUBEPreHUMM IHIOTE3, ompenexeHmolt B [1]. Amaxns pesynbTATOB HABOLHUT
Ha MHCIb, 970 [[BA TeCTa (JAbTEPHATHBHEIN ¥ YMCHOBHX Ka4ecTB) ¢ OnHol M Toil me
AEBepreHruell rumores, mmeloT nogo0HHe xapaxrepuermkm.. IloaTBepmpalT sTO
HpUMepH. JT0 OPABOJUT K YUOMHHABIIEMYCA BHIIEe CHOCO0Y OHmpemeTeHHA Iapame-
TPOB AIBTEPHATHBHOIO INaHA ¢ 3agaHHOd XapaxTepucTmKoil.

E. PLESZCZ‘YNSKA (Warszawa)

, ON THE APPLICATION OF INFORMATION THEORY TO THE
COMPARISON OF TWO METHODS OF STATISTICAL QUALITY CONTROL
SUMMARY

" From the poinf of ‘view of the possibilities of direct application in practice the
paper contains the following result: we are given a very simple method of approxi-
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mate determination of the parameters of an alternative sampling plan on whose
characteristic P (w) two conditions are imposed

P(wy) =B, Plwy) = l—a.

A description is contained in Example 1. Example 2 shows how good that approxima-
tion is. -

As a whole, the paper contains a comparison of two tésts applied in Statistical
Quality Control (first of them being alternative and the second being based on
sampling by variables) by means of identical divergence of hypotheses, defined in [1].
An analysis of the results suggests that if the two tests have identical divergence,
they also.have similar characteristics, which is confirmed by examples. This leads
to the above-mentioned method of determining the parameters of an alternative plan
with the required charaeteristic.



