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DOEK£ADNOSC OCENY WILASCIWOSCI SREDNIEJ
PRODUEKTOW BEZESZTALTNYCH

1. W pracach [1], [2] i [3] rozpatrzono zagadnienie szacowania
wladciwodei frednich towaréw bezksztaltnych zawartych w opakowa-
niach o ksztalcie dowolnej bryly geometrycznej. Rozwazania dotyczyly
takich wiadciwodci, ktérych warto§é w kazdym punkeie @ wewngtrz
opakowania zalezy od polozenia tego punktu w bryle. Warto$é wladei-
wosici w punkeie @ jest funkeja odlegloécl od pewnego punktu P wewnatrz
bryly na dowolnej pélprostej lgczacej punkt P z powierzehnig bryly.
Do wlagciwosei takich nalezs miedzy innymi: wilgotnoé, mtensywnoéé
zapachu, zawartosé pewnych skladnikéw itp.

Za miare odleglodei przyjeto w pracy [2] stosunek r dhugogei odeinka
PQ do dlugosci odeinka laczacego punkt P z pomerzchm@ bryly na tej
same]j prostej, a wiec 0 <r < 1.

Przyjeto dalej, ze wartos¢é wiasciwosei w jest na kazdej pélprostej,
wychodzgcej z punktu P, okreflona przez te¢ samg funkeje w = f(r).
Przyjeto réwniez upraszezajace zalozenie (nie wypowiedziane zresztg
Wyranime w gytowanych pracach), ze w jest zmiennay rzeczywista. W grun-
cie rzeczy mamy tu do czynienia ze zmienng losows W i przyjmujemy,
ze jej wartofd oczekiwana w danym punkeie jest réwna w. Faktycznie
wige zalezno§é w = f(r) jest zaleznoeig miedzy wartodcig oczekiwang
zmiennej losowej W a odleglofcia r od punktu P. Powierzchnie stalej
wartofei w sg jednokladne z powierzchnia ograniczajges bryle ze &rod-
kem jednokladnogei w. P. Srednia warto§é @ badanej wlasciwosei jest
oikredlona wzerem

.
Y @ =3 [ r2f(r)dr.

Z zalefnofei w — f(r) wyznaczyé moina taks odleglosé 7, w ktorej
w = w. Dla oszacowania §redniej % nasuwa si¢ wigc najprostszy przepis
Postepowania polegajgey na pobieraniu prébki w odleglofei 7.

Rozwazania t¢ mozna zastosowaé nie. tylko do badania towardéw
bezksztaltnych w opakowa.ma.eh ale réwniez towaréw ulozonych, bads

zsypanych luzem w pewne bryly geometryczne, jak stozki, pryzmy,
sterty, kopce itp.
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W przypadku towaru w opakowaniu prostopadio$ciennym $rodek
jednokladnosci P jest geometrycznym s$rodkiem opakowania. W przy-
padku towaréw zsypanych luzem, gdy podloze podstawy nie wplywa
na zmiang badanej wiasciwosci, §rodek (lub frodki) jednokladno$ci moze
znajdowac si¢ w jednym lub wiecej punktéw podstawy. Poniewaz jednak
towary zsypywane luzem tworzg zwykle bryly o symetrycznych prze-
krojach pionowych, frodek jednokladnodci w tym przypadku pokrywa
sie ze frodkiem geometrycznym podstawy.

Nie zmniejszajac ogélnosci rozwazan, mozns. przy]@c, Ze f (0)y=1
i f(1) =0. Przyjmujemy zalezno§é miedzy wartoscia wlasciwosei w
a odlegloécig » typu ;

(2) : w =f(r) = 1—1",
gdzie m moze byé dowolng wartodcia w przedziale (1, co).

~ Przyjecie tego typu zaleznoéei Wydage sie praktyeznle w wielu przy-
padkach uzasadnione (patrz praca [2]).
~ Jak wykazano w pracy [2], w przypadku zaleznoci wyrazonej wzo-
rem (2) zachodzi

(3) =
m-+3

oraz

: _ ‘3‘ Itm

&) ! _.(m+3‘) -

Poniewaz warto§ci 7 dla matych m niewiele réznig sie miedzy sobg
i 83 bliskie 0,75, a wiec bliskie wartodci 7 odpowiadajacej m = 1, w cyto-
wanych pracaeh [17, [2]1i [3] do oszacowania wartosci w zalecono pobie-
ranie prébek w odleglofci 7 = 0,75. Teoretycznie do oszacowania w
Wysta.rczy Jedna, prébka z opa,kowa.ma badZz towaru luzem. '

- 2. Jest rzeczg oezywmta, ze pobieranie prébki w. odleglodei 7 = 0 75
od. §rodka bryly da bezbledne teoretycznie oszacowanie §redniej # tylko
w przypadku, gdy naprawde m = 1, dla pozostatyeh, za§ m oszacowanie
bedzie obarczone bledem. Zajmijmy sie obecnie znalezieniem wielkogeci
tego bledu dla réznych m.

Za miare bledu w ocenie éredmej W przyjmijmy roéznice miedzy
wartogeig funkeji (2) w punkcie 7 = 0,75 a wartoécia §redniej @ obli-
ezong z wzoru (3) dla danego m. ‘OZnaczmy ‘ten blad -przez Aw,, a wiec

Awm 5 f(0!75) ;w
korzystajac z (2) i (3) po przeksztalceniach otrzymujemy

5 Aw,, =2 0,75,
(5) w. mi3
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Zauwazmy, ze gdy m = 1, wowezas Adw, = 0, dla m > 1 zachodzi
Aw, >0 oraz lmAdw, = 0. Stad wynika, ze istnieje przynajmniej

H—>00

jédno takie m, dla ktérego Aw,, przyjmuje maksimum. Z charakteru
za$ funkeji (5) wynika, ze ma ona tylko jedno ekstremum w przedzia-
le (1, o0). . o
Poniewaz m jest ciagle, Aw,, osigga maksimum w punkecie m = Mg
w ktorym
dAw,,
dm

Po zrézniczkowaniu otrzymujemy

3 ’ ,
6 - 40,75™1n 0,75 = 0.
‘( ) {(my+3)? +0 e

Stad.
My ~ 9,3,

W przypadku wiec pobierania prébki w odleglosei 7 = 0,75 od
drodka P, najwiekszy bisd W' oszacowanin éredniej w bedzie wowezas,
gdy m = 9,3 i bedzie wynosil Awy, = 0,175, a wiec 17,5/,.

- Wykres wartosei Aw,, 'w zaleznofei od m podaje rysunek 1.
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Rys. 1. Zaleinosé miedzy bledem Awm w ocenie §redniej a wartoscia wykladnika m

... Jak wynika gz wykresu, biad. w ocenie Sredniej poczatkowo szybko
rofnie ze wzrostem m, a nastepnie po osiggnijeciu maksimum  maleje
dos¢ wolno i dla zakresu m mniej wiecej od 3,5 do 27 przekracza 10°/,.
Jest to wige blad na ogél duzy i w praktyce moze w wielu przypadkach
czynié omawiang metode szacowania $redniej za malo dokladna.
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3. Zastanéwmy si¢ obecnie, w jaki sposéb mozna by zmniejszyé
maksymalny blad oszacowania redniej, zachowujac jednak przepis poste-
powania zalecajacy pobieranie prébki z jednego miejsca, okreflonego
réwnodcia 7 = K. Zauwazmy, ze blad maksymalny jest - funkeja
Rim. ’

Zdefiniujmy teraz blad jako

m 3

AdA=1—RB™— = —R™.
(7) m-+3 m-+3 B

Zadanie polega na znalezieniu takiej wartosci R (ozngezmy jg R,),
Zeby wyrazenie : o ‘
(8) 4% = max 42
m>1
osiapgald minimum ze wzgledu na B (0 < B < 1).
Rozwazanie numeryczno-graficzne daje jako wynik przyblizZony
Ry, = 0,838 i ¢ = 0,1025. Oznacza to, ze jezeli do oszacowania §redniej w
bedziemy pobierali prébke w odleglodci R, = 0,838 od érodka P i jezeli spel-
niona jest zaleino§é (2), to blad w oszacowaniu % nie przekroczy
10,25°/,. '
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Rys. 2. Zaleinodé miedzy bledem 4’ w ocenie éredniej a wartofoia wykladnika m

Rysunek 2 przedstawia zalezno§é miedzy bledem w oszacowaniu

Sredniej w, wyrazajatym sie wzorem

- 8 "
(9) 4 = o3, %838
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(analogicznie do wzoru (5)), a warto§cia wykladnika m, w przypadku
Pobierania prébki w odleglosci R, = 0,838.
Jak wynika z poréwnania rysunkéw 1 i 2, blagd w przypadku pobie-
rania prébki w odleglosci R, jest z wyjatkiem poczatkowych wartosei
m (1-3,5) dla calego pozostalego zakresu m mniejszy niz w przypadku
Pobierania prébki w odleglo§ei r = 0,75. -

4. Rozwazania dotyczace bledu oszacowania i miejsca pobierania
Probki przeprowadziliSmy przy zaloZeniu, ze m moze przyjaé dowolng
wartod¢ w przedziale (1, co). W praktyce moze okazaé sig, ze w pewnych
brzypadkach mozna ustalié zakres warto§ci m. Ponizsza tabelka podaje,
dla niektérych zakreséw m, odlegloé R, w jakich nalezy pobieraé probke,
aby blad maksymalny oszacowania byl najmniejszy, oraz wielkosci bkgdow
maksymalnych.

Zakres m I 1-3 1-5 1-10 | - 3-8
odleglosé R, 0,778 0,800 0,825 0,824
blad maksymalny "2,880/, | 5,00/, 8,5%/, 6,00/,

5. Zajmijmy si¢ obecnie innym zagadnieniem, a mianowicie zbada-
niem rozrzutu wiadciwosei w dla Wa.rtoéci r w przedziale (0, 1>. Za miare
rozrzutu przyjmijmy wariancje o, badanej wiaciwo§ei. Wariancja
03, Zmiennej w, bedaca zgodnie z definicja drugim momentem central-
nym, wyraza sie wzorem

(10) oo = fwzqo(w)dw—W,

gdzie p(w) jest gestoscig prawdopodobienstwa wlasciwosei w.

Przyjmujemy tu taki schemat losowania, ze prawdopodobiefstwo

wylosowania ka.zd.ego punktu wewnatrz bryly i na jej powierzehni jest
takie samo,

Niech teraz r bgdme zrmenn@ losowaé (ozna.czmy ja przez g) o gestosei
glry. Zafmijmy sie jej znalezieniem. Przyjecie stosunku r za miare odle-
ghodei powoduje, se kazdy punkt powierzchni bryly jest oddalony od
Srodka jediokiadnogci o r = 1. Kazda wiee bryle w opakowaniu mozna
W jednostkach miary odleglo§ci r traktowaé jako kule o promieniu 1.
Bryly natomiast, utworzone przez towary luzem — jako polkule 0. pro-
mieniu réwniez réwnym jednosei.

Objetofé kuli o promieniu 7, ktéra jest zbierem wszyltkmh punktéw
bryly oddalonych od. punktu P.co najwyzej o r, jest Lmr®. Objetoéé nato-
miast calej bryly, bedgoej zbiorem -wsaystkich punktéfw bryly, jest =
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Stosunek tych objetofci jest

43
3757"

4
3117

(11)

= s,

Wyraza on prawdopodobienstwo wylosowania z bryly punktu oddalo-
nego od Srodka jednokladnofei co najwyzej o 7; jest wiee dystrybua,nt@
G(r) zmiennej losowej ¢, a zatem

r

(12) G(r) = fg(r)dr = 73,
0 -

Stad

(13) g(r) = 3r2.

Jak latwo sprawdzié, (13) zachodzi tez w przypadku towaru zsypa-
nego luzem. _
Poniewaz zmienna w jest zwigzana funkeyjnie ze zmienng p, wiee

dar

(14) . p(w) = g(7) |

W przypadku zaleznoseci (2), korzystajac z (10) 1 (14) zna.jdujeiuy ze
1 .
(15) | oy =3 [r(1—r"pdr—u?,

0

a stad, po catkowaniu i podstawieniu (3), otrzymujemy ostatecznie

2 3m?
(16) B S
, (2m+3)(m—!—3)
A wigc odchylenie Srednie wlagciwosei w jest

(17) C,w‘:_m ]/ 3 .
_ m+3 ¥V 2m-+3

Zauwazmy, co jest zresztg zgodne z intuicja, se limo, = 0. Na
M—>00
rysunku 3 podano zaleznos§é wyrazong wzorem (17) miedzy odchyleniem
§rednim o0, a wartofcig wykladnika m.
Jak wynika z tej zaleznofci, rozrzut wlasciwodei w jest duzy i wolno
maleje z wzrostem m.

6. Majac odchylenie §rednie o, badanej wladciwosci w w bryle,
mozemy okre§lié blad, jakim bedzie obarczone oszacowanie wartogeci
§redniej w w bryle w przypadku szacowania jej na podstawie wynikéw
probki o licznoéci n pobranej w sposob losowy. Zakladamy tu, jak po-
przednio, ze wiladciwosé w w miejscu r jest zmienng rzeczywista. Ponie-
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wai frednia z probki, oznaczmy ja przez w, ma rozkiad a.symptotyczme
normalny, mozemy przyjaé, ze blad 8, W oszacowaniu @ za Pomocy w
Ppraktycznie bedzie niewiekszy, co do wartofei bezwzglednej, od 3a;,
gdzie o; jest odchyleniem §rednim $redniej w.

Korzystajac z zaleznosci miedzy odchyleniem §rednim w populacji
(w naszym przypadku w bryle) a odchyleniem §rednim gredniej z prébki
0 licznofei n, wyrazajacej sie wzorem
(18) op = —f?:,

n

mozemy uwzgledniajage (17) napisaé, ze pra.ktyczme najwiekszy blad
W oszacowaniu w dla jednej bryly za pomocg w przy danym m jest

(19) 5w=i._KV_L_.
Vn m+3 Y 2m43

Gw
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Rys. 3. Odchylenie &rednie wladciwosei w w zaleinosei od wykladnika m

|

Z drugiej strony, jak wykazano poprzednio, jezeli bedziemy po-
bieral jedna prébke z bryly w odleglosei B,, to W przypadku istnienia
zaleznoei (2), biad oszacowania §redniej @ W bryle przy danym m nie
przekroczy warto§ei 4’ okre§lonej wzorem (9).

- Oba kresy bledéw zaleza od m, a ponadto (19) zaleiy od n. Poréw-
nujac je dla wszelkich m, mozemy. okreflié, jaka powinna byé licznosé
n:prébki, aby blad oszacowania gredniej za pomoca wynikéw prébki
losowej nie przekraczal bledu A4’ dla danego m.
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Korzystajac z (9) i (19) mozemy wiec napisaé

3 m
20 — 1————— —0,838™].
(20) Vn m+3l/mw+3 m—+3
Stad mozemy wyznaczyé liczno§é n probki, a mianowicie
27m?2

(21) - m3 .
2 2 —0,838™
(2m+3)(m+3) [m+3 ) }

Powyzsza zalezno§é przedstawia rysunek 4. ‘
Jak wynika z wykresu, w rozpatrywanym na rysunku 4 przedziale
dla m, licznogé prébki jest wieksza od 40.
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Rys. 4. Liczno&é prébki potrzebna do oszacowania &redniej wIa.é’ciwoécl, aby blad Ow
byl réwny blqdom 4" ‘

Tak wiec, aby uzyskaé drogg losowego_ pobzera,nia prébki taksg samg
co do dokladnofci oceng wartodei §redniej badanej whageiwofei jak pray
pobieraniu tylko jednej prébki w odleglofei Ry, prébka losowa powinna
sie skladaé co najmniej z okolo 50-ciu prébek - pierwotnych.
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Wynik powyzszy dobitnie §wiadczy na korzysé zalecanej metody
pobierania prébki z jednego §ciSle okre§lonego miejsca w przypadku
istnienia zaleznogci (2), mimo popemlmianych przy tej metodzie bledéw
oszacowania Sredniej.

7. Omawiang metode badania wiasciwodei Sredniej mozna z powo-
dzeniem zastosowadé réwniez do badania wladciwosci érednich roztwo-
réw i cial mazistych w naczyniach, jak ropa, smola itp., oraz produktow
rozwarstwigjacych sie. W tym przypadku zamiast punktu P wystapi
powierzchnia P* wewnatrz badanego produktu, réwnoleglta do jego gér-
nej powierzchni. Polozenie P* bedzie zalezalo od rodzaju badanego pro-
duktu i od badanej wladciwosci; moze ona w pewnych przypadkach
pokrywadé sie z gérng lub dolng powierzchnia produktu. W zaleznofci
od polozenia powierzehni P* odleglo§é r bedzie mierzona w gére lub
w do6l od niej, badZ tez w obie strony. Przyjmujemy, ze naczynia maja
staly przekr6j poziomy, réwnolegty do plaszezyzny P*.

W tym przypadku, rozumujac analogicznie jak dla towaréw w opa-
kowaniu, otrzymujemy funkcje gestoéci k(r) zmiennej ¢ w postaci

(22) h(r) =1.
Jezeli znéw przyj'miemy, ze zachodzi zaleinoéé (2), to otrzymamy
_ ™
R
(23) .
m2
= emt D (mt 1)’
oraz odleglo§é 7, w ktérej w = w
' l 1/m
24 F=-—] .
4 " (m+1)

8. W praktyce mogg istnie¢ inne przepisy postepowania przy ba-
danin produktéw w opakowaniu, zalecajace inny schemat losowania nis
omoéwiony w czeéci 5 niniejszego studium. Jednym z niech moze byé
Przepis polecajacy losowanie nie punktéw wewngtrz bryly, lecz warstw
i pobranie z kazdej z nich jednej prébki pierwotnej. Takie losowanie jest
Wige losowaniem odleglosci 7.

Zajmijmy sie poréwnaniem losowania punktéw z losowaniem odle-
gloSci, z punktu widzenia dokladnosei oszacowanis fredniej @ badanej
wladciwosci. W przypadku losowania warstwowego, a wiee losowania
odleglosei 7, kazda odleglo$é ma to samo prawdopodobiefistwo wyloso-
wania. Rozklad zmiennej o jest wiec réwnomierny na odeinku <0, 1)
1 jej funkeja gestosei g'(r) jest

(25) g'(r)y=1.
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W przypadku zaleznosci (2) warto§é oczekiwana zmiennej w przy
takim schemacie losowania jest

M
(26) E(w) = i1’
a wariancja
2
(27) o = .
(2m+1) (m+1)*

Jak wynika z poréwnania (26) z (3), to jest z pra.wdzm'ay sred-
nia @ wlaéciwodei w, w przypadku losowania warstw oszacowanie §red-
niej % zawsze bedzie obarczone bledem. Blad ten definiujemy jako
réznice miedzy wartodcia oczekiwang oszacowania §redniej a prawdziwg
Srednig:

7 _ 2m
(28) B(w)—w = e AmiE

Latwo zauwazydé, ze wielko$¢é tego bledu maleje ze wzrostem m
i w granicy, przy m — oo, jest réwna zeru. Praktycznie oznaczaloby
to, ze blad jest réwny zeru, gdy wartodé wlasciwosei w jest taka sama
w kazdym punkecie bryly. Oczywidcie w takim przypadku kazdy schemat
losowania jest réwnie dobry.

Poréwnajmy jeszeze wariancje zmiennej w dla obu schematéw lo-
sowania. Jak latwo sprawdzié, wariancja w przypadku losowania odleg-
lodei jest dla m wugkszych od 2,85 mniejsza niz w przypadku losowania
punktow.

7 powyzszych rozwazan wynika, Ze losowanie warstw, w przypadku
badania towaréw w opakowaniu badz zsypanych luzem, jest przy zalez-
no$ei miedzy r i w niekorzystne dla dokladno$ci oszacowania $redniej.

- Prace cytowane
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B. PYASKUY (Bapmasa)

TOYHOCTH OHEHKH CPEAHEN NPU3HAKA~JNIA AMOP®HBIX
H3TEIAH ‘

PESIOME

MzrorouncieHEre TOBApH B YNaKOBKe, uim 0es, MCCIENYIOTCA HA CPERHIIO
npusHakoB. B paGorax [1], [2], [3] obcympér Meron mapsgTUa BHOODKM B caydae,
HOT'ga, HNMEeeT MeCTo BaBECEMOCTL MEM Y 3HAYEHUEM HCCIEeayeMoTo IIpUBHaAKA W IO-
JOEHWEM TOYKE C JAHHHM BHAYCHEHEM IPM3HAKA.

B macrosmeit crarpe MCCHAe0BAHA IOTPEINHOCTH OLEHKEW CPeRHEH YHABAHHEIM
METOJOM ¥W ONpPeJeIeH0 TAK0e MeCT0 M3bHETHH BHOODKE, 4TOOH AR 3aBUCHMOCTH
RaHHOH Qopmynol (2), MOrpemHOCTs OLEHKM - OKABANACH HAMMEHbIIeH.

Hasg Toro e . THOA BABUCHMOCTH HakJeHH (YHKIHS NIOTHOCTH DPACCMATPH-
BAEMOro NPMBHAKA ¥ 6ro AUCIEPCHA. '

Haxoren, ucenenosan BOmpoC, HACKONEKO 0ONpLIYIO caydalmzyio BHOGPKY HaRo
B3ATh A OXeHKW CPeAHell MPUsHAKa, 4T00H HOTPeINHOCTh ONeHKM TPH IOMOINK Cpej-
Hero sHaueHHA 5Tofi BHIGODKHM COBIAIA ¢ NOTPEIIHOCTHIO JIA CIydas MBBATHA BH-
BOpKK W3 OWPEHETCHHOTO MeECTa. )

3areMm 0G00maerca MeTOR NCCIEAOBARNA CpeaHel TPHBEAKA IPHU MOMO Y XSbATAA
BHIOOpPKY U3 ONPENEeNeHHOr0 MeCTa Ha CIydall PacTBOPOB, Ma3¢o(pasHEIX BeINeCTB
W mspenuil, PaccIamBaMI{EXCH B COCYHax. KpoMe TOro CpaBHEHH — ¢ TOYKW 3pEHUA
ToUHOCHE ONEERR Ccpenmed’ pACCMATPUMBAEMOT0 IIPMBHAKA — €XeMa BHOOpaA TOUEK €O
cxemoir Brifopa PaCCTOAHEME.

W. RUDZKI (Warszawa)

EFFECTIVENESS OF A CERTAIN ESTIMATE OF THE AVERAGE
PROPERTY OF SHAPELESS PRODUCTS

SUMMARY

There are many kinds of merchandise which are shapeless and sither packed
or kept loose, and a certain average property of which has to be investigated. In
papers [1], [2] and [3] a method of sampling is discussed for estimating the average
property in the case of existence of a relation between the value of the property
investigated and the position of point with given value of this property.

In the present paper the error of the discussed estimate of the average
broperty has been investigated; also such sampling points have been determined,
that, under relation (2), the error of the estimate is as small as possible.

For the same type of relation the density function and the variance of
the property investigated have been found. ‘ : .

- Finally, it has been found what should be the sample size for estimating
tl_m ‘average property in order that the error of the estimate by sample mean
be equal to the error in the case of sampling from a fixed point.

Next, the method of estimating the average property by a single sample
from a given point has been generalized to the case of investigating liquid
solutions, greagsy substances and layer-forming products. ‘

Also, the scheme of points sampling and the scheme of sampling the
distances have been compared from the point of view of efficiency -of estimating
the average property. )
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