ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VI (1961)

DZAN DZO-I (Wroctaw)

O MINIMAEKSOWEJ ESTYMACJI PARAMETRU ROZKEIADU
‘ - DWUMIANOWEGO

Wstep. Niech X bedzie zmienng losows o rozkladzie dwumianowym:
(1) P(X = k) = (;)p*@—py*.

Z POpulacji o rozkladzie (1) pobrano probke z. Trzeba na podstawie te]j
Probki ocenié nieznang warto$é parametru p. Z kazda oceng tego para-
metru zwigzana jest strate L, o ktérej zakladamy, ze jest réwna kwa-
dratowi rézmicy p—p’,

(2) Lip,p") = (p'—p)*.

Ocena p’ zaleiy od otrzymanej wartodei «, p° = f(#). Funkeje f bedziemy
nazywaé estymatorem parametru p. Nazwijmy ryzykiem warto§é ocze-
kiwang straty zwigzang z wyborem estymatora f:

@) R(f,p) = BL((X),8)] = Y () B A - o —fih)e.
k=0
Oznaczmy przez 2 zbiér wszystkich mozliwych wartodei parametru p.

Estymator f°, ktory minimizuje supRE(f, p), nazywa sie minimaksowy.
: PeN
Gléwnym celem niniejszej pracy jest znalezienie minimaksowego esty-

matora w przypadku, gdy 2 = <a, b).

Niektérzy statystycy zalecaja uzywanie minimaksowych estyma-
toréw w praktyce. Dzieje sie to z nastepujacych przyezyn: Ryzyko
E(f,p) jest miara stuiaca, przy danej wartofci parametru, do oceny
e’'3133’111aau;m'éow; im mniejsza jest wartosé¢ ryzyka, tym lepszy jest estymator.
ZaleZy 0no jednak od nieznanej wartofei parametru i czesto sie zdarza,
ze dla jednej wartosci parametru, powiedzmy p,, B(f,, p;) < E(fs, p1),
& dla p, zachodzi nieré6wnoé przeciwvna R(f, ps) > R(fs, p,). Aby te
trudnosci omingé, wprowadza si¢ pojecie gwarantowanej wartodei ryzyke

g(f) = sup B(f, p).
Ve

Stosujac estymator f wiemy, ze jakakolwiek bedzie warto§é ‘parametru p,
ryzyko nie przekroczy liczby g(f). Rozsadne jest zastosowaé taki esty-



32 Dzan Dzo-i

mator, zeby liczba ¢ byla mozliwie mala. Te wlasnosé ma estymator
minimaksowy.

Funkeja g(f) zalezy od zbioru £ mozliwych wartofei parametru.
Jezeli p moze przyjmowaé wszystkie wartoSei z przedziatu (0, 1), to,
jak wiadomo ([2]), minimaksowy estymator f° wyraza sie wzorem

o m—!—él/;z—
W tym przypadkn
1
5) 0) = ————
(5) g(f°) RS

W praktyce czesto jednak mamy o parametrze p pewne informacje
a priori. Jezeli wiadomo, Ze p zawiera si¢ w przedziale <a,b)> (@ >0
lub b < 1), to taksy informacje mozna wykorzystaé do znalezienia esty-
matoréw o gwarantowanej wartodei ryzyka mniejszej niz (5). Okaze sie
jednak, ze gdy b =1—a i a jest dostatecznie male, to estymator (4)
pozostanie w dalszym ciggu minimaksowy. Rozpatrzymy réwniez ogéiny
przypadek pe<a, b) i znajdziemy ogéing, chociaz skomplikowans, metode
 konstrnowania minimaksowych estymatoréw, a dla n =1, 2, 3 4 esty-
matory te podamy bezposrednio.

' W dalszych rozwazaniach Wygodme bedzie zalozyé, ze parametr
p jest zmienng losows o nieznanej dystrybuancie G. Zalozenie to 'w' mi-
czym nie uszezupli wnioskéw dotyczaeych przypadku, gdy p jest liczbg
stala, pozwoli natomiast spojrzeé na problemat estymacji z innego punkta
widzenia. Funkcje G bedziemy nazywali dystrybuantq a priori parame-
tru p. Oczekiwane ryzyko r(f, G)' obliczymy wtedy z wzoru

r(f, &) = f R(f, )36 (p).

~ Niech @ bedzie-zbiorem wszystkich mozliwych dystrybuant a _pridri
parametru p. Najmni¢j korzysing nazwiemy taks dystrybuante @¢, dla
ktérej zachodzi r6wnosé :

+(f, le) = supinfR(f, &)

Poyeme najmniej korzystnej dystrybuanty wzmelo 8ip z teorii gier. Mo-
zemy ‘bowiem caly problemat estymaecyjny rozpatrywaé jako gre-Sta-
tystyka z Natura, w Ktérej role strategii Statystyka graja estymatory,
a strategiami Natury sg wartofci parametru p. Ryzyko R jest w tej grze
funkch wyplaty. Minimaksowy estymator ]est wtedy optymalng sfra-
tegis Statystyka, & najmniej korzystha dystrybuanta optymalna_» gran-
domizowang strategia Natury. - , ,



O estymacji parametru rozkiadu dwumianowego 33

1. Najmniej korzystne dystrybuanty i minimaksowe estymatory
dla Q = (a, b). Zajmiemy si¢ najpierw przypadkiem b = 1— a.

TWIERDZENIE 1. Jeéls 2 = {a,1—a), to

(a) minimaksowy estymaior f°(») spelnia warunek f*(n—xz) = 1— fo(x),

(b) istnieje najmniej korzysina dysirybuanta G°(p) spelniajgca wa-

runek
' G*(1—p) = 1-6G%p).

' Dow6d. Poniewaz dla ustalonej warto$ci parametru funkcja straty (2)
jest Scifle wypukla i ograniczona, wige istnieje dokladnie jeden mini-
maksowy estymator parametru p. Istnieje réwniez co najmniej jedna
hajmniej korzystna dystrybuanta a priori tego parametru ([17).

Udowodnimy najpierw pierwszy czesé twierdzenia. Zdefiniujemy nowy
estymatbor h
hiz) = 1—f(n—2=).
Z réwnosci
By(fo(@) —p) = Ey(l—f*(n—2)—q)* = Byfh(2) — g
Wynika, ze

Sup Ep(.fo(m)—ﬁ)z = 8sup Eq(h(w)_q)z = sup &, (h(“’)‘—p)z-

Pe(a,1—qy pe(a,1—a) . p(a,1-a)

Stad widzimy, ze funkcja h(x) jest ré6wniez minimaksowym estymatorem
Parametru p. % jednoznacznosci estymatora minimaksowego otrzymamy
Pla) < hiz) = 1—f*(n—ux), skad dowdd pierwszej czefci twierdzenia.
. Aby udowodnié drugg czeéé twierdzenia, zauwazmy, ze jeseli fo
Jest minimakgowym estymatorem, a G(p) najmniej korzystng dystry-
buanty, to fo minimizuje oczekiwane ryzyko r(f,@). Mamy wiec
) l1-a
[ p"(1—p)* " dG (p)

f o ((1}) = al-—a ‘

[ p*(A—p)"""dG(p)

a

Przyjmijmy H(p) = 1—G(1—p). Oznaczmy przez f'(x) estymator, ktory

mmimizuj‘? r(f, H). Woéwczas

I-a l1-a
o J ot a—pydH(p) [ p"(AL—p)d(1—6(1—p)
r) =2 ) a —
l1-a = 1-a -
J ra—pyalp) [ p"0—p)d(1—G(1—p)
l-a 1-a o
Jrrra—pytaam) [ Y (1-pFdG(p)
= i =1— al a =

[ 3" (1—p)*d6(p)

a

J Pt (1—pria(p)
=1—fo(n—a) = fo(u).

Zastosowania Matematyki VI ’ 3
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Widzimy, ze infr(f, @) = infr(f, H), a wieec dystrybuanta H jest réwniez
1 f

najmniej korzystna. Funkcjonaty »(f, @) i r(f, H) osiagaja wspélne mini-
mum dla tej samej funkeji f°. Stad wynika, ze dystrybuanta G° (p)
= }[G(p)+H (p)] jest réwniez najmniej ‘korzystna. Lecz

G(1—p) = }[G¢(1—p)+H(1—p)] = $[1—H(p)+1—6(p)] =

=1—$[6(p)+H(p)] = 1—-6"(p)
c.b.d.o.
Mozna postawié pytanie na.stepumce Czy kazda najmniej korzystna,
dystrybuanta G (p) spelnia warunek G(1— ?) = 1—G(p)? OdpowiedZ na
to pytanie ]est negatywna. Podamy prosty kontrprzykilad. Z wzoru (4)

wynika, ze dla n =1 i Q = ¢0,1> minimaksowym estymatorem jest
funkeja fo(2) = 3+ 1 (2 = 0,1). Jefli przyjmiemy

0 dla 9p=0,
(6) G(p)=1% dla 0<p <},
1 dla $<p<«<l1,

to, jak mozna latwo wykazaé, fo(x) minjmizu/jg oczekiwane ryzyko}

o1 . 4
1, @) = [[A—p)(1(0)—p)+p(f(1) —p)2] @G (p) =
= }f2(0)+ #(£(0)—)*+ 3(F(1)—)*.
Dystrybuanta (6) jest wiee naJmme] korzystna, nie spehna natomiast
warunku G(1—p) = 1—G(p).
TWIERDZENIE 2. Jedeli .Q =<a,1—a) (0<a <}, to

(&) albo estymator f°(x) = (w4 %l/'n)/ n—H/—) jest m@mmak,gofwy, albo
kaéda najmniej korzysina dystrybuanta G(p) jest funkejq schodkoywa, posia-

1
dajacq co najwyse] [——2—~] ® punkidw nieciaglodei,

1 i . s
—_—— x) nie
~(b) dla a > Y l/ﬁfl-l) , J(@) jest 7mnm¢ksowym estymatorem
parametru p. ‘
Dewéd. (a) oznaczmy przez f, () minimaksowy estymator parametru
?, dla 2 = {a,1—a). Oznaczmy przez Q' zbiér wszystkich punktéw

pef, dla ktorych zachodzi -réwnosé
> B(fayp) = sup R(fa! £).

feca,1—-a)

() [r] oznacza ozefé calkowita liczby .
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Z 1] Wymka., ze jezeli G°(p) jest naJmmeJ korzystng dystrybuanta, to
faG°(p) = 1. Z wzoru (2) wynika

e

R(furp) = X () P* =0V *(p—fu(k)2.
k=0

% twierdzenia 1 wiemy, ze f,(n—) = 1—f,(#), a wiee R(f,, p) jest wie-
.  [n+1 . .
lomianem zmiennej p stopnia co Najwyzej 2[—_2‘——J . Mogg wiec zachodzié
dwa przypadki: Albo zbiér Q' zawiera pewien. przedziat (a, > (a < B),
. n+3] ;
albo sklada sie co najwyzej z 5 punktow.

Jefli zbiér Q' zawiera przedzial {(a, >, to dla wszystkich punktéw
Pela, B>, R(f,, p) = const. Poniewaz R(f,,p) jest wielomianem zmien-
nej p, wiee R(f,,p) = const = c¢(a) dla wszystkich pe(0,1>. Leez
dla estymatora fo(z) = (w+;~1/n)/(n—|—l/n) zachodzi réwniez

4 B(f*, p) = const ———‘*1/4(1/77,—}—1)2
dla wszystkich pe0,1>. Poniewaz f0 jest jedynym estymatorem mini-
maksowym dla 2 = <0, 1), wiec ¢(a) > 1/4(Vn +1)2 lub f, = f*. Z dru-
giej strony

1
== _R u .R e ——
B(fs,p) = e(i‘%lpa (f, &) < ?«épl) (fy & (I/’I’l,-|—1)2

Stad f, = fo.

| . . I+
Zatbzmy teraz, ze zbiér Q' sklada si¢ cO najwyzej z [

3J punktéw.
P 6lﬁﬁﬂiival.zz dla kazdej najmniej korzystnej dystrybuanty G° musi zachodzié
mfa.dGo(P) = 1, wiec jest ona schodkowa i posiada co ha.jwyZej [ﬁ;ﬁ]
Punktéw niecigglodei. Oze§é pierwsza twierdzenia zostata wige udowodniona.

(b) Zatéimy, ze a >~—-——~1—-——— Zdefiniujemy estymator g
2(Vn+1)
r _
a dla a> M,
n-+ l/n
gy =] TEW G w+%'/”<1-—a,
n+Vn n+Vn ’
o+ §Vn
1-— dla 1—a <
* ' n+vn

Latwo przekonaé sie, ze R(g,p) < R(f% p); gdy pela,1—6), ec.h.d.o.
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TwIERDZENIE 3. Jesli 2 = (0,1), to istnieje najmniej korzysina
dystrybuania a priori parametru p spelniajgea warunek G(1—p) = 1—G(p)
n :

3
4 bedaca funkecjq schodkowq o co najwyze) [ ] punktach nieciqgtodei.

Potrzebne nam beds dwa lematy.
LeMAT 1. Niech X bedzie zmienng losowq o rozkladzie dyskreinym

P(X =k)=po(k), k=0,1,2,...,n

i niech 0Q,, Q,,... bedsie ciggiem zbiordw wartodci parametru o. Jeieli
(a) QIC92C93C.4., .lim.Q,,;m.Qoo,
(b) fi(w) jest minimaksowym estymatorem parameiru w dla straty
- L(a,w) = (a—w)* i dla 2 =0,
(¢) dla kasdego 2 (» = 0,1,2,...,n) istnieje we S, takie, 26 p,(z) >0,
(d) mfsupE(f(m w)? < oo,
wef)co
to istmeje zbiesmy podeiag ciqgu {f;} a granmica kaidego zbieinego podeiqgu
jest minimaksowym estymatorem parametru o przy Q2 = ;.
Dowbd. Jefli 2 = 2, to
(1) B.lfilz)— ) supE (fi(#) — w)? —-1nfsupE (filw)— o) <
®E i 0)6 o
< infsup B, (fi (#) — w)? = ¢ < oo.
/] wefeo

Udowodnimy, ze istnieje taka funkeja u(2) < oo, ze

(8) fi(m) < u(w).
Przypuéémy, ze tak nie jest. Istnialaby wtedy taka wartodé a, i taki
podeiagg {4;} wskaZnikéw 4, ze f; (%) — co. Niech p, (%) > 0. Poniewaz

E;ao (fij (@)— wo) o pro(%)r(f i (#)— C"o)2 ? Doy (o) (f'tj () — wo)2

dla j=1,2,... 1 Ji; (@) — o0 dla j — oo, wiee E,,u(f@j #)— wp)? — oo,
co jest sprzeczne z wzorem (7).

Z wzorn (8) i z uwagi, ze & przyjmuje skoniczonag liczbe wartodei
wnioskujemy, ze istnieje zbiezny podciag ciagu {f;}.

Zalézmy, ze podciag fy(#), 1=1,2,..., jest zbiezny do granicy
f(x), Udowodnimy, ze f(wx) jest Immmaksowym estymato n parame-
tra w. Z nier6wnofei
| B,(fy(@)— o) <e
otrzymujemy, ze

B,(f@)~w) <e¢= llflf sup B, (f(®)— o).
Estymator f jest wige minimaksowy, c.b.d.o.
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WNIOSEK. Niech f,(x) bedzie minimaksowym estymatorem parametru p
dla Q = (a,1—a). Funkcja f,(x) jest prawostronnie ciaglte funkejg emien-
nej a. , _

Dowéd. Niech {a;} bedzie ciagiem malejacym zbieznym do a.
Z lematu 1 wiemy, ze istnieje podeciag zbieiny ciagu { Ja,(®)} 1 granica
kazdego zbieznego podciagu { for, (%)} jest minimaksowym estymatorem
Parametru p dla Q = <{a,1—a). Z jednoznacznodci estymatora mini-
maksowego wynika, ze ciag {fs ()} jest zbieiny, a wiee f,(x) jest pra-
wostronnie ciggla funkecja zmiennej a.

LemAT 2. Niech A bedzie zbiorem wszystkich punktow a takich, se dla
Q2 =<la,1—a> estymator fo(x) = (®+ a}l/ﬁ) J(n+ l/fn,) jest minimaksowy.
Zbior A jest preedziatem otwartym. )

Dowé6d. Wykazemy najpierw, ze jeSli a,ed, to <{a;,1—a,)C A.

Przypudémy, ze tak nie jest. Istnieje wtedy stata b taka, ze fo(x) jest
minimaksowym estymatorem parametru p dla 2 = <b,1—b>. A wiee

1
—_— sup R(f% p) <
4(Vn+1) i)e<b,112b> for

1
<inf sup R(fyp)< B(f'p)=
f ps(al,?-ap ’ ’ 4(l/'n’+1)2’
€0 przeczy naszemu zalozeniu.

Niech @, = infa. Przypusémy, ze a,eA. Wtedy a, # 0, gdyz dla
‘ aecd . ‘
£ =<0,15 f° jest minimaksowym estymatorem. Oznaczmy przez f,

mi_nimaksowy estymator parametru p dla Q = <{a,1—a)>. Zachodzi nie-
réwnogé

- <R -
a2V < B P =

Poniewas, R(f,p) jest funkcja ciagla zmiennej p, wiec istnieje stata
€ >0 taka, ze |

|
sup  R(f, ., p) < su. B(fays ) < B(fo, p) = ————.
Pecag—s,1ayte) (fn ’p) pe(ao—s,lllao+s) fao’ ; o 4(1/7&—!—1)’
Stad wynika, ze (ap—e)e A, co przeczy definicji liezby a,. -
Dowéd twierdzenia 3. Niech 4 bedzie zbiorem zdefiniowanym
W lemacie 2. 7 twierdzenis 2 wynika, Zze gdy aeA, to minimaksowym
estymatorem parametru p dla Q = <a,1—a) jest funkeja

T (1= p)"dta(p)

(9) fa(w) — 0;_“ R
| [ p"(1="p)" " dla(p) -
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gdzie G,(p) jest najmniej korzystng dystrybuanta. Funkeja G,(p) jest
ponadto funkejg schodkows o liczbie I(a) punktéw niecigglodci nie wiek-

2
szej od [E—;—J Na mocy twierdzenia 1 mozemy zalozydé, ze G, (1—p) =

= 1—G,(p). - Oznaczmy przez p;(a), ¢t =1,2,...,1(a), punkty niecig-

glodei dystrybuanty G,(p), a przez £(a), ¢ =1,2,...,1(a), wartodeci

~odpowiednich skok6é6w. Poniewaz 0 < p;(a) <1,0 < §(a) <1, wiec dla

kazdego malejacego ciggu {a;} dazacego do @, = infa, istnieje podciag
’ aeAd '

{a'kj} taki, ze ciagi {p, (ak,-)}a PR (akj)}, {51(“@-)}7 teey {51(“1:}-)} 89 zbiezne,
gdzie 1 = supl(ay). . ‘
- Dystrybuanty G, (p), k¥ =1,2,..., majs wspélnie ograniczons

3 : , ;
przez [TH_ ] ilo§¢ skokéw, zatem funkeja G'(p) zdefiniowana przez

granice ‘ciagbw {p;(ax)} 1 {&( a,cj)}, t=1,2,...,1, jest ré6wniez dystry-
buantg schodkows o co najwyzej 1 skokaeh i Wyznacza Za& POMOCy WZOrun
(9) estymator f, ktéry na mocy wniosku do lematu 1 jest minimaksowym
estymatorem parametru p dla Q = {a,, 1—a,). Lecz a,¢ A4, wiec esty-
‘mator f jest z definicji identyczny z estymatorem f(a)= (z+ 3Vn)/(n-+Vn).
Dystrybuanta G’, ktéra go za _pomoca wzoru (9) wyznacza, jest zatem
najmniej korzystna. Lecz dla £ = <0,1) estymator f° pozostaje mini-
maksowy, & wige i dystrybuanta G'(p) przedluzona na przedzial <0, 1>
w ten sposdb, ze G'(p) =0, dla 0 <p <4, i@ (p) =1, dlal—q, <p <1
pozostaje najmniej korzystna. Jest ona funkejs schodkowsg i posiada

: 3
najwyzej [1?':]2_—] punktow niecigglofei, c.b.d.o.

WNIOSEK 1.3, Niech p; ozmaczajq wspdlrzedne punkidw nieciggtosci
dystrybuanty schodkowej G, a &; wartodei skokéw w tych punktach. Warun-
kiem konieczmym © dostatecznym ne to, by dla Q = <0,1) dystfrybuanm
G byla fnajmmey korzystna jest, ¢eby dla kazdego k (k = 1,2, ..., n), zacho-
dzila réwnosé

) k+1 n ke

(10) ==
S Zpi-‘(lwpi)“-’“&
i=1

"WNIOSEK 2. 3. Niech p; < py < ... < p; ozndczajq wspdhreedne punk-
tow nieciqglodoi najmniej korzysinej schodkowej dystrybuanty a priori G°(p),
gdy 2 = <0,1). Jesli zbidr Q modliwych wartodei parametru p ogrami-
ceymy do przedziatu {a,b), gdzie 0 <a <p;, 1—p, <b <1, to dysiry-
buanita G° pozostanie najmniej korzysina, a estymator f* = (x+ %1@) [(n+Vn)
pozogtanie minimaksowy.
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Jezeli wiec mamy informacje, ktéra pozwala ograniczyé zbiér Q
do przedziatu {a,b), ale tylko takiego, ze a < p, i b >1—p,, to taka
informacja nie pozwala na znalezienie estymatora o gwarantewanej
wartofei ryzyka mniejszej niz dla estymators (z-4-4Va)/(n-+Vn).

Korzystajac z twierdzed od 1 do 3 znalefliémy najmniej korzystne
schodkowe dystrybuanty dla n = 1,2,3,4 (2 = <0, 1)). Dla wigkszych
7 rachunki stajg sie bardzo zmudne

n=1:
=1—p, = (——1__—)‘m0146

Py =1—p,=}|1 Vo ’ ’
bL=&=1};

n = 2:
P =1— =%(1-]/ 1 _.)N0178
1= 1—Pg ‘ l+l/2 ’ ’
§1 =& =14;

n =3

3

_’[)1_,—.—.1—])3:%(1—]/3_,_'/_3_)m0,102, P2=_‘!'9
R

n=4

3
Py =1—p, =%(1"’l/-5—) = 0,113, p,=1%,
& = §3=1‘5§9 &s

Dystrybuanty te ofrzymaliémy rozwigzujac uklad réwnan (10) i korzys-
tajge z warunkéw

4
5

1
' . . n-+3
bii=p;, & ;=2E8&, Z =1  gdzie I= [T]
=1

’ 2. Twierdzemia od 1 do 3 dena wykorzystaé dla znalezienia mini-
maksowych estymatoréw parametru p, gdy 2 = <(a,1—a). Pokazemy
to na przykladzie » — 1.

Przyjmijmy f(0) < a, f(1) = 1—a. Mamy zatem

B(f,p) = (a—p)*(1—p)+(1—a—p)2p,

adR

— = —2(1—4a)p+1—4a.
> 2(1—4a)p+1—4a
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Gdy 1—4a #0, to B(f,p) ma jedyne ekstremum w punkcie p = }.
Z twierdzenia 1 otrzymujemy, ze jezeli R(f, a) > R(f, )i 2 = (a, 1—a,
to najmniej korzystnym rozkladem a priori G parametru p jest rozklad
okreflony nastepujaco

P(p=a)=P(p=1—a)=}.

Oczekiwane ryzyko r(f,G) osiaga minimum dla estymatora f' o war-
tosciach

(11) f80) =2a(1—=a), fO1)=1—FD(0)
Z nieréwnosei R(fY, a) = R(fV, 3) otrz&ma.my
@ >4—ve.

Dla Q =<{a,1—a) i a>3}—}/2 estymator fO(z) okreflony wzo-
rem (11) jest wigc estymatorem minimaksowym. Gdy Q = <a,b>,
a<}—2, 120> 3+ 31V2, estymatorem minimaksowym pozo-
stanie f°(x) = m—{—%l/n /(n—{—l/n) (tu » =1), jak to juz pokazaliémy
w poprzedmm paragrafie.
Podobnie mozemy postgpowaé dla wiekszyeh n. Rezultaty sa naste-
pujace: Niech |

0) = 1-fP (@) = 222

o M) =1

Gdy }(1—V1/1+y2)) < a <}, fO(2) jest estymatorem minimaksowym,
przy 2 =<a,1—a). Dla a <3(1—1V1+/2), b > 1+1/1/1+;/2)
i 2 = {a,b) minimaksowym estymatorem pozostaje f°

f“”’(m) jest okreglony nastepujaco

a(l—a)P+a*(l—a)
a4 (1—a)? ’

f210)

‘ 2a3(1— a)?
3)
12 = a(l1—a)?+(1—a)a?

f(3’(3 7) = 1— 19 (@),
i jest Immmaksowy dla .Q._<a 1—a) 1 0,13<a<14.

= 206(1 e a,},

Dziekuje dr Stanistawowi Trybule za pomoc W przygotowamu osta-
tecznej wersji niniejszej- pracy.
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A3AH n30-m (Bponnunj
O MUHHUMAKCOBOM OLEHKE HAPAMETPA BEHHOMHAJBHOIO
PACHPEHEJIEHHH‘

PESIOME

IIyers X caydafiHaf BeIMYMHA ¢ OMHOMHAIBHHIM pacUpefeseHueM
PE=H) = (fora-pr* E=0 1, m,

C HemsmecTHLIM mapamerpoM p.
Crareg NOCBAMEHA MWHAMAKCOBOH OLEHKE NApamerpa P B IPENIOIOKEHINM,

970 OyHKuuA morepum wBagpatHam mum pela, 1—ad.
Vasecrno, uro ecam @ = 0, 70 MUHUMAKCOBAA ONeHKA IAPAMETPA P JACTCH Hop-
Myxolk PyGuma:

Ecin ¢ > 0, vo mprEMakcoBme ONneHAH, BooOme, 0YeHE CITOKRH, B paGore Mu
UCCae ToBa Y HEKOTOPHe HX CBOMCTBA, 3 TAKKE CBOMCTBA MaliMeHee BEITOJHEIX pac-
Upenencant ¢ priori mapamerpa p (Teopemsl 1, 2, 3). Kpome Toro Mm moxasaxm, uro
OReEKka PySwma ocraercs MUHAMAHKCOBOM, ©CIN G He NPEBOCXOLUT HeXOTOpOk ompene-
TOHEON rpammis,

DZAN DgoO-1 (Wroctaw)

ON THE MINIMAX ESTIMATE OF THE PARAMETER OF BINOMIAL
DISTRIBUTION

SUMMARY

Let X be a random variable with the binomial distribution with unknown
parameter p:

P(X = k) = ('Z)pk(]_p)"—" (k=10,1,...,%).
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The paper is devoted to the problem of the minimax estimate of para-
meter p under the quadratic loss funetion and for peda, 1—a). It is known
that for @ = 0 the minimax estimate of p is given by the formula of H. Rubin:

If ¢ > 0 the minimax estimates are, in general, fairly complicated. In this
paper we have investigated some of their properties, as well as the properties
of the least favorable a priori distributions of parameter P (theorems 1, 2, 3).
Besides, we have shown that if @ does not exceed a certain fixed number,
the estimate of Rubin is still minimax. ' '



