ZASTOBOWANIA MATEMATYKI
VI (1963)

M. ZYCZKOWSKI (Krakéw)

TABLICE WSPOECZYNNIKOW PRZY POTEGOWANIU
SZEREGOW POTEGOWYCH

Szeregi potegowe stanowig narzedzie coraz czefciej stosowane w wielu
gateziach fizyki i techniki, szczegélnie przy rozwigzywaniu réwnan roz-
niczkowych i réwnan przestepnych. Miedzy innymi metoda malego para-
metru (metoda zaklécen) wykorzystuje rozwiniecie w szereg potegowy.

Jednym z podstawowych dzialann na szeregach potegowych jest ich
potegowanie, czyli okre§lanie wspétezynnikéw A; jako funkeji znanych
wspolezynnikéw a;, wystepujaeych w réwnaniu

(@) (Z a,w”')n = M 4,0
= f

j=0

Umiejetnosé potegowania jest niezbedna np. przy odwracaniu szeregéw
potegowych lub przy podstawianiu szeregu w szereg. W przypadku
n =2 lub n = 8 mozemy stosunkowo latwo okre§li¢ kilka pierwszych
wepblezynnik 6w A; stosujge mnozenie szeregéw; przy innych warto§eiach n
rachunki z regu]y komplikujg sie.

Wielu autoré6w (W. Laska [7], E. Adams [1], I. M. Ryzyk i I. S
Gradsztejn [10]) podaje wzory rekurencyjne, okreflajace wspélezynniki
A;. Przy zalozeniu @, = 0 mamy

(2)

W pracy [15] podano ogélny, bezposredni wzér na wspétezynniki 4;, -
przy dowolnej rzeczywistej wartoSei wykladnika potegowego. Wzér
ten jest sluszny dla uogélnionych szeregéw potegowych (nazwg ta poshi-
guje sie m. in. W. I. Smirnow [11]), mianowicie dla szeregéw typu

(3)  fle) = D et
i=0

gdzie u i v sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Zalozenie @, # 0 nie
jest juz wtedy konieczne, poniewaz zawsze mozna dobraé odpowiednig
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wartofé u. W przypadku » = 2 szereg (3) okrefla w zwartej formie funkcje
parzyste (u parzyste) lub nieparzyste (4 nieparzyste). W przypadku
wlamkowej wartodei u lub » przyjeto o > 0, choé zalozenie to nie zawsze
jest niezbedne. '

Mamy na.jpierw

(4) F(x) = [f(@)F = (Za w") = o™ (2 ujt’)
gdzie oznaezono
(5) & =t.

Potegowanie uogélnionych szeregdbw potegowych sprowadzono w ten
spos6b do potegowania zwyczajnych szeregéw potegowych. Jednak w wy-
niku otrzymuje si¢ na ogé! nogélniony szereg potegowy.

W dalszym ciggu, w oparciu o wzér Faa de Bruno [4] na pochodng
rzedu » funkeji zlozonej, wyprowadzono ogbélny wzér na wspblezyn-
niki 4;. Mamy mianowicie

(6) F(w) - (2 a,m'“r"f)‘ = Z’ AT
gdzie : Pk et
§(§—1).. AE—m+1] . ., :
(7) Aj 22 Eiglhos! ... kja! ' E klsak“ " a:,’f”, J= 172’ e

8=1
Sumowanie obejmuje tu wszystkie calkowite nieujemne pierwiastki %
réwnania .
(8) by+ 2Ky 3kt ...+ jk; = 3§,

8 oznacza liezbe tyeh rozwigzan, wreszeie

(9) M = Kyg+ Koo+ Ko+ . .+ Fze = m(8).

Kilka pierwszych wyrazéw ciggu A; okreéldja wiee wzory
A, = af;

Al = Ea’g-la”
E(£—-1) ai-ta? § ¢4

: Aa Y a4 1—,% G2y
: —1 2 §
(10) {4, = EEZDED) peosgay PO oty 2 af e,
- - - 1 2
4, SETDEDED) oy SEDED

-1 -
L 5(52* )a§“2a§+ (¢

1) . £ o
"‘1—,'17"‘“5 ‘ay45+ 'i"‘“o ‘.
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W pracy [15] podano réwniez spis wszystkich wartosei pierwiastkéw réw-
nania (8) dla j =5, 6 i 7.

‘Wzory (10) s3 do$é proste, jednak wobec czestego ich Btosowania
warto podaé tablice wspélezynnikéw dla najwazniejszych wykladnikéw
potegowych &, tak by mozna je bylo stosowaé bez zadnych przygoto-
wawezych obliezenn. Podanie takich tablic jest celem obecnej pracy.

Zauwazymy najpierw, ze wspélezynniki wystepujace we wzorach
(10) sa pewnymi wielokrotno§eiami wspélezynnikéw dwumiennych New-

tona (f ), lub, co na jedno wychodzi, wspélezynnikéw we wzorze inter-

polacyjnym Newtona. Istnieje wiele tablic tych wspélezynnikéw, réznig-
cych si¢ zasadniczo tylko doborem argumentow

Wisp6lezynniki dwumienne Newtona podaje sug zazwyczaj jedynie
dla calkowitych dodatnich argumentéw. Najobszerniejszymi z obecnie
znanych sg tablice [12], obejmujgce (przy naszych oznaczeniach) & =
= 2—(1)—11, przy j = 1—(1)— 1000, a nawet wieksze wartosci j przy
mniejszych £ Ulamkowe wartofei & obejmuja, trudno zreszta dostepne,
tablice siedmiocyfrowe G. Vegi i J. A. Hiilssego [13], mianowicie & =
= 0—(0,01)—100, przy j = 1—(1)—6, ograniczaja si¢ wiec jedynie
do dodatnich ulamkéw dziesigtnych. '

Tablice wspélezynnikéw we wzorze interpolacyjnym Newtona obej-
muja — ze zrozumialych wizgledéw — jedynie zakres 0 < & 1. Naj-
dokiadniejsza jest tablica H. T. Davisa [3], podajgca jedenastocyfrowe
wartosei tych wspdlezynnikéw dla & = 0—(0,01)—1, przy j = 3—(1)~17,
& mniejszy skok maja dziesigeiocyirowe tablice L.-N. Ka.rma.zme;
i L. W. Kuroczkme; [61, mlanowmm &§=0—(0,001)—1, przy j =
—(1)—8

Tabhce te na ogél nie dadzg si¢ zastosowad w naszym. przypadku.
Po pierwsze, zadna z nich nie obejmuje zakresu & <0, co ogranicza
zakres ich zastosowan. Po drugie, przy potegowaniu szeregéw potegowych
z reguly niezbedna jest znajomosé fcistych wartoSei wspélezynnikéw,
ktore przy ulamkowych wykladnikach ¢ s3 réwniez ulamkami, a nie
ich przyblizenn dziesi¢tnych, nawet wielocyfrowych. Jak wynika z kata-
logéw tablic matematycznych [8], [2], tablic takich dla uJemnych Iub
ulamkowych ¢ mie opublikowano.

Istnieje zalezno§é pomiedzy wspélezynnikami dwumiennymi a funkeja
beta Eulera B(z,y), poniewaz dla ulamkowych argumentéw defininjemy
silni¢ przez funkecje I'(x) Eulera. Mamy mianowicie

£ Ir+1) I(&+2)
JTE=) TGFOIGE—j+1)  (EFDTG+TE—j+1)
1
C E+DBG+L, i+

(11)
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1 czedciowo mozemy skorzystaé z tablic funkeji beta. Niektére dodatnie
ulamkowe wartofei argumentéw obejmujy tablice autora [14]. Jednak
nie obejmujg one ujemnych wartoei argumentéw, ktére, jak widaé ze
wzoru -(11), wystepuja czesto nawet przy dodatnich é&.

Tablica 1 podaje wartogei wspélezynnikéw dla calkowityeh &, & =
= 41, +2, +3,..., 410, a tablica 2 — dla wazniejszych ulamkowych
wykladnikéw &, dodatnich i ujemnych. Zastosowanie tablic jest, dzieki
ich ukladowi, niezmiernie proste. Odezytujemy z nich bezpoérednio na
przykiad

o0
(Z ajm“f)_s = a5 ®—3a; *a, 2"+ (6ay° al — 3ay a,) 2™ +
7=0 ' ,
+(—=10a;°a}+ 12a.0‘5a1a2~— Sag tay)a® ..

¥ 1 5 1
( ﬁaixw)lle _ a%/e_}_ _6_01()—5/6&1',”,«:_’_ ( a’o—ll/ﬁaf 6 ) -—5/60’;) $2,u+
F=0 A .
bb  _ - b 1
+(1296 eay— 26 % “"'alwa-{——ao 56 3) &**4...

Tak wiec zastosowanie tablic 1 i 2 umozliwia réwniez pmrwxa.stkowame
szeregéw potegowych i dzielenie przez szereg.

Ta.bhce 11i 2 sg oczywiscie zarazem ta.bhca.ml wipotezynnik 6w dwu

miennych Newtona. ( ) dlaj=1,2,3i4, przy réznych dodatnich i ujem-

nych, catkowitych i ulamkowych ‘warto$ciach argumentu - ¢ (pierwsze
kolumny odnoszg si¢ do poszczegllnych wyrazéw A4,).

Jako przykiad zastosowania tablic przytoczymy rozwigzanie (metoda
-matego parametru) problemu skonezonych ugieé preta osiowo §ciskanego
sily ponadkrytyczng. Metode maltego parametru sto-
sowal tu po raz pierwszy T. Poschl [9], ograniczajac
gig jedymie do pierwszego przyblizenia i nie poda-
jac metody okrelenia przyblizen nastepnych. Dzieki
przytoczonym w obecnej pracy tablicom zamiana
réwnania rézniczkowego nieliniowego na uklad la-
twych do eatkowania réwnan rézniczkowych linio-
wych jest niezmiernie prosta.

W najdogodniejszym tu, niekartezjariskim ukla-
dzie wspélrzednych s—y (¢ — zmienna mierzona po
fuku ugigtej osi preta, y — ugiecie) réwnanie r6i-
niczkowe rozpatrywanego problemu ma postaé, [9],

‘ylf 3
— futy =0
iy Y=

gdzie x»? = P/HI, P jest sily osiowo Kciskajgcs,

(12)
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EI — sztywnofecig zginania preta. Réwnanie (12) daje sie scatkowaé Sci-
Sle za pomoeg calek eliptycznych, jednak metoda malego parametru
daje duzo dogodniejsze wzory przyblizone.

Oznaczmy strzalke ugiecia preta przez f (rys. 1) i zalézmy rozwig-
zanie w postaei

(13) y = Dy,
§=0

poniewas ze wzgledéw fizycznych wiadomo, Ze rozwigzanie to musi byé
nieparzystg funkejy parametru f. Stosujge najpierw tablicg 1, a nastep-
nie tablice 2, obhcza,my

(14) = Yo + 2091 + (07" + 20090+ ..
(15). (l—y"‘)‘”2 [1—90'f = 2yotnf* — (9 + 29090 fo— ... 17V =
= 1+ 3 0+ 0 P w5 0 P S v+
o | +3 @+ 20090+ s
zatem, po podstawieniu do (12), ,
(16) (yof+ i f+uf +usf + .. ) 1+ 3957+ Gvo'+ woy) f* +
¥ T390+ 97 vy 1
+ o+ 91+ 9Py ) = 0.

Mnozac szeregi i poréwnujae Wspélézynnj]d przy rbwnych; potegach
parametru f otrzymujemy uklad réwnan 11n10wych ktére mozna napisaé
krétko w postaci

an yi+5y; =8;, §=0,1,2,3,...,
przy ezym. prawe strony tych réwnan — 8; — okreélone sg kolejno wzorami
8, =0, |
Si=—39%%, |
(18) 8y = — 3 Y0 — 5 Y0’ Yo — Yo¥1Ys
8y = — 390y — iyé“yl —YoY1YT — 36 9o Yo — 1 Yo Y1%6 —
| — 3 Y% —Ya 9395,

Réwnania (17) mozna rozwigzaé w spos6b ogélny przy pomocy calki Du-
hamela

. 1 | ~
(19) 9)(8) = Ojsins -+ Dyoon s+ f 8(n)sin x(s — n)dn,
0
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gdzie 7 jest zmienny catkowania. Efektywne wzory dla j =01 j =1
podaje -T. Poéschl {9]; okreflenie dalszych funkeji y;, wymaga jedynie
latwego (choé czasem zmudnego) eatkowania. Catkowania tego nie bedziemy
przytaczali, poniewaz nie jest ono celem obecnej pracy. W kazdym razie —
po uwzglednieniu odpowiednich warunkéw brzegowych — mozliwo§é okre-

§lenia poszukiwanego zwigzku miedzy sily » a strzalks uglgcla. S jest
widoezna.

Inny, znacznie bardziej zlozony przyklad zastosowania przytoczo-
‘nych w obecnej pracy tablic podaje praca [16]

Prace cytowane

[1] E. Adams, Smithsonian mathematical formulae, Washington 1922.
[2] H. M. BypyuoBa, Crnpagounur no mamemamuueckum mabauyam, donos-

nenue, Mockna 1959.
[3] H. T. Davis, Tables of the higher mathematical functions, vol. I, Blooming-

ton 1933.
[4] Faa de Bruno, Quart Journa.l of Mathematics, vol. I, str. 359 (eyto-

wane za [8]).

[56]1 E. Goursat, Oows d'analyse mathématique, Paris 1927.

(6] JI. H. Kapmasura, JI. B. Kypournra, Tabiuyn unmepnonnquouuux'
Kosgppuyuenmos, Mockpa 1956.

[7] W. Laska, Sammlung von Formeln der Reinen und angewandien Mathema-
tik, Braunschweig 1888. _

[81 A. B. JleGepgen, P. M. ®enopona, Cnpasounur no mamemamuvecrum
mabauyam, Mocksa 1956,

[9] T. Péoschl, Uber eine Methode zur angenﬂherten Lésung nichtlinearer Diffe-
rentialgleichungen mit Anwendmo,g cmf die Berechmung der Durchbiegung bei der Knic-
kung gerader Sidbe, Ing.-Archiv 1, 9 (1938), str. 34-41.

[10] ¥. M. Pumnxk, U. C. P'pagmrestn, Tabauys unmezpance, cymm, pm’)oe
U npouseedenuii, Mockna 1951.

[11] W. I. Smirnow, Matematyka wyssza, tom’ II, Wa.rsza.wa 1960.

[12] Table of binomial coeffwwnts Roy. Soc. Math. Tables, Cambridge Uni-
Versity Press 1954.

[13] G. Vega, J. A. Hulsse, Sammlfwng mathematischer - T'afeln, Leipzig 1849,

[14] M. Zyczkowski, Tablice funkeyj Bulera i pokrewnych, Warszawa 1954.

(18] — Potenzieren won wverallgemeinerten Polenzreiken mit beliebigem Expo-
nent, Z. angew. Math. Phys. 6, 12 (1961), str. 572.576.

[16] — Kreywe gramiceme pray jednoczesnym zginamiu 1§ rozciqgamiu pretéfw
0 réanych ksztaltach przekrom, Arch. Mech. 8tos. (w druku).

Praca wplyngla 5. 8. 1961



406 M. Zyczkowski

M. JKMYKOBCKHU (Kpakos)

TABJIHIBl HKOSOQHIHEHTOB [IPH BOSBOKIAEHHH B CTEIEHD
CTEITEHHbBIX PALOB

PESIOME

B padore [15] pmama obman dopmyna BOSBOMACHUA B CTemeHh 0600meHHEX
CTeNeHHHX DPHJOB LmyTeM BHIOAHeRUA geikcTeus (6). 9ro dopmyna (7). Heckombko
OepPBHX YIACHOB paga ompepenaior dopmyart (10). B Hacrosmeit paGore pamu Tad-
TUOH yooTpeGadeMuX B sTHX @opMynax KooPuOumenToB, HAURECHHHX AN BAKHBIX
NI OPUKIANHEX Iejlelt SHaueEHl CTeNeHE — HENHX ¥ IPOCHHX, OI0KATENBELLX
1 OTPUNATEeNBHEIX.

Tabawner 1 ¥ 2 copeprwaT 0FHOBpeMeHHo TAGIAIH OCHHOMMAIBHEX HKO3(puneH-
T0oB HBIOTOHA, KOTOpPHE MOMHO NOJYYHTh K&K YACTHHYE cayuail, mpuauMas a; = 0
apu j > 2. B pabore gaHH OPpHMepH IpuUMeHeHMA rabmun.

M. ZYCZKOWSKI (Krakéw)
TABLES OF COEFFICIENTS FOR RAISING POWER SERIES TO ANY POWER

SUMMARY

In [15] a general formula for raising generalized power series to any power was
given, viz. formula (7) of operation (6). The fixst terms of the new series are defined
by formulas (10). The present paper gives the tables of coefficients used in these for-
mulas, for some values of the exponent (integer and fraction, posmve and nega-
tive), important in applications of mathematics.

. Tables 1 and 2 contain also tables of binomial coefficients which can be obtamed
a8 a particular case when a; = 0 for j > 2. Examples of application of the tables are .
given.



