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APPROXIMATION UNIFORME DES FONOTIONS CONTINUES
PAR LES FONCTIONS RATIONNELLES

1. Introduction. L’approximation uniforme consiste & remplacer
une fonetion continue & d*une variable réelle par une autre fonction plus
simple o, voisine de £. Le but de ce remplacement est, d’ordinaire, de
simplifier le caloul approximatif des valeurs de &, par exemple & Paide
de la caleulatrice automatique. C’est pourquoi on choisit d’habitude pour
fonetion » un polynéme dont les valeurs se laissent calculer trés simple-
ment, surtout si son degré n’est pas élevé.

Supposons que la fonetion £ soit continue dans Pintervalle I =

= {(—1,1>. Le nombre
max |&(f) — o (t)]
ted

est dit erreur maximum (ou erreur au sens de ’approximation uniforme)
de ’approximation de 3 par une autre fonction o dans cet intervalle.
Parmi les polynémes o de degrés non supérieurs & un nombre naturel
fixe m nous tichons de choisir le polynéme auquel correspond la moindre
‘valeur de l’erreur maximum. Souvent aussi ce dernier polynéme appro-
che insuffisamment la fonction &, bien que le degré » soit choisi grand.

Ce fait a lieu, par exemple, quand un péle de cette fonction se trouve
prés de Vintervalle I. On pourrait supposer que les fonotions rationnelles
qui peuvent avoir des singularités analogues, s’assortissent & une telle-
fonetion & plus facilement que les polynémes. Par conséquent, I'appli-
cation des fonctions rationnelles au calcul approximatif des valeurs d’une
telle foriction & avee une préeision fixée, permet d’abréger ce caleul et
de réduire le nombre des coefficients employés en comparaison avec les
~formules polynomiales. Cela en vaut la peine, bien gue le caloul qui méne
& la fonetion rationnele soit assez pénible (en comparaison avec les for-
mules polynomiales).. En effet, il suffit d’exéouter ce caleul une fois pour
pouvoir appliquer la fonction autant de fois qu’il est néeessaire.
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Pour la majorité des méthodes d’approximation rationnelle le point
de départ est une série potentielle convergente vers la fonction & dans 1.
On transforme cette série en fonction rationnelle, par exemple par l’in-
termédiaire des fractions continues (cf. [8]). Récemment on a remarqué
qu’on pourra obtenir de meilleurs résultats en appliquant le développe-
ment de & en série orthogonale de polynémes de Tchebycheff. A vrai
dire cette série se rattache & I’approximation en métrique L2, mais ses
sommes partielles approchent la fonetion & mieux que les sommes
correspondantes de la série potentielle, aussi au sens de l’erreur
maximum,

Stesin [6] a proposé une méthode de construction d’une fonction
rationnelle, fondée sur la série orthogonale mentionnée. Hornecker [2]
(voir aussi [3]) & récemment créé une autre méthode, plus générale et
plus parfaite. Dans Ia présente note nous démontrerons qu’il est possible
de réduire et de simplifier essentiellement le calcul des coefficients de la
fonetion rationnelle définie par Hornecker. Lé sens de ces améliorations
sera indiqué plus tard.

~ Dans le § 2 nous parlons du choix de Ia fonetion ra.tlonnelle appro-
ximante, les §§3 et 4 contiennent des considérations théoriques. Aux
§§ b et 6 nous déerivons les moyens de contréle et ’ordre des ealeuls,
“enfin au § 7 nous illustrons la méthode proposée par un simple exemple,

2. Choix d’une fonction approximante. Supposons que la fonction
approchée & soit développée en série orthogonale uniformément conver-
gente de polynémes de Tchebycheff dans l'intervalle I:

(1 ) = 5 a0t Y wlt),

le

7;(f) = cos{jarccost) étant le polynéme de Tchebycheff d’ordre j,
1
ff Vo, (1) (1—B)y @t (j=0,1,...).
-1

Entre autres, toutes les fonctions ayant dans I une dérivée premiére bornée,
satisfont & cette hypothése ([4], p.245). En fixant les deux nombres
m > —1 entier et » naturel, on approche la fonction & par une fonetion
rationnelle de la forme

Gk(l“Pi)
2 @ ——b b
2) (1) = °+f§ m(t)+2 TRt
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avec des paramétres réels b,,b,,...,b, et complexes ¢,ec,,...,0,,
P1y Pry -y Pny OU '

(3) [pel <1 (k=172-’--')”’)

que nous préeciserons plus loin. Par définition, si m = —1, la fonetion
se réduit & la derniére somme du second membre de (2). et i m = 0,:cette
fonction se réduit au terme }b, et & la-somme - mentionnée. On-peut dsé-
montrer que toute fonction rationnelle dent le numérateur ‘est un -poly-
néme de degré tout au plus m-+n et le dénominateur est un polynéme
de degré », n’ayant pas de zéros dans l'intervalle I, s’exprime sous.la
forme (2). Cela résulte en particulier du fait que la fonction z = $p+p)
transforme le cercle ouvert |p| < 1 sur le plan complexe sans I. D’autre
part, pour tous les nombres complexes p telsf:quer lpt< 1, on a Didentité

._p2
(4) ST —+2pr,(t) (teD)

F==1

([5], p. b4, formule 1.447.3). Elle permet:@d’écrire:1a fonetion « sous une
forme analogue & celle de &:

n n

®) o) =3 (bt )+ Zm’(bﬁ- Z oupf) =(0)+

k=1 F=1

.0 n

+ ) (Do) 0.
Les paramétres véels by, by, ..., b, et complexes oy, ¢, ..., ¢, Py,

D3y ...y Pn ONt été choisis de fagon que dans le développement (1) de &
et dans le développement (5) de  les termes constants et les coefficients
de 7y, 7y, ..., Tyyoon Solent égaux deux 3 deux:

(6y) bi+20kp;;="’i (j=0,1,...,m)),
k=1
% -
{64) Noapi=a, (G=m+I,m+2,...,m+20)
k=1
(pour m = —1 ¢e systéme d’équations se réduit, bien entendu, aux

équations (65)). On peut espérer que la fonetion w définie de cette maniére
fournisse une bonne approximation de la fonetion £.

La solution du systéme (6) n’existe pas toujours. Si elle existe, elle
peut n’avoir aucun sens pratique lorsque les inégalités (3) assurant la
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convergence de la série (5), n’ont pas lieu. Nous allons indiquer les con-
ditions d’existence de la solution du systéme (6) et les moyens de véri-
fier les inégalités (3).

3. L’existence de la solution du systéeme (6) et 1la forme de cette
solution seront étudides au moyen dé la méthode appliquée dans des
problémes analogues (cf. [8]). Aprés avoir £ixé £, on introduit la fonction-
nelle E définie pour tout polynéme de degré non supérienr & 2n—1,
avec les coefficients ¢o, g1y ...y Jon_1°

2n— 22—

1 1
E(Z it = Z @ 19k
k=0 k=0 ,

Noug définissons aussi par récurrence une suite de polynomes vy, ¥y, ..., ¥,
(la théoréme 1 donne les conditions assurant que cette définition soit
correcte):

E(tvi_
P == — H(”: y (k=1,2,...,n),
E(vi-1)
(7) £ A )
S\Vi—
8 =0, 3111:_*;"_(,‘,_”25-1—) (70:2,3,...,%),'
e —2
va(t) =0, () =1,
(8) |

ve(t) = (Pt tve1 (D) +8wr_aft) (K =1,2,...,n).
TatorEME 1. S

Cmi1 Bpyp oo Con 1 1

a a. see @
%) m+z Om4s ikl | 20 (k=1,2,...,0),

Gtk Omikil +oo Gmysk_)

les polynbmes vy, vy, ..., v, existent, v, est de degré & et le coefficient de t*
est 1 (k =1,2,...,n).

Démonstration. On peut vérifier que pour tous les coefficients
Gnai1s Omisy «+ -5 Gmyse il €Xiste une fonction o dont les 2n moments ini-
tiaux sont égaux i ces coefficients:

1 .
(10) [tFe@dt = trimyn  (h=0,1,...,20—1).
-1

Cette fonction peut prendre des valeurs négatives. Néanmoins, on peut
détinir ‘1es polynbémes vy, ¥4y..., v, de degrés successifs, orthogonaux avec
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le poids o, dés que les déterminants de Gram de la fonetion ¢ ne sont
pas nuls ([4], p. 333). On déduit de 1& I’hypothése (9). Les polyndmes

Vo, P1y .+, ¥p Satbisfont & la relation de récurrence (8) ou
1 . 1
J ey, ()i J o ()t
Y = 1 ’ S = — .
J el [ o(tvi_o(t)dt

-1

([41, p. 341). En vertu de la définition de la fonctionnelle 5 et des moments
de g, on peut écrire ces égalités sous la forme (7). Il est tout & fait évident
que le polynome v, est de degré k et le coefficient de t* est 1.

THEOREME 2. 8¢ Uhypothése (9) est satisfaite et, si en ouire, pour
m =0,

(I : am+3 l e Cnymi1
(11) L L) cee Qpgngs ?50,
am+n+1 a'm+n+2 Ceee O y2n
il ewiste ume solution du systémé (6)‘ telle que les mombres Py, Pay ..., Py

sotent tous des zéros du polyndme v, €t

# n
1—Di\ e
(12) ck:E( ‘ ___p ‘)prcm Yok =1,2,..,mn),
i1 ik PE P
n
(13) by = “f”“Zokch (j=0,1,...,m).
‘ k=1 '

Démonstration. Soient p,,p,, ..., P, des zéros du polynéme »,
et goit

céﬁlf.g(t) H PG (k=1,9,...0)

Le théoréme fondamental cbnéerna.nt les quadratures de Gauss, valable
ausgi pour la fonetion o définie dans ce paragraphe, nous montre que
les éga.htés

fg(t)z’dt_ Zo,,pk (3=0,1,...,2n1)

k=l
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([4], p. 602) ont été vérifiées. Conformément a (10) on peut écrire ces
égalités et 1a définition des nombres ¢; sous la forme suivante:

n .
(14) 201:1’;6 =G mp  (J=0,1,...,2n-1),
* k=1
ot
e,;.—_:s_( p‘.) k=1,2,...,0).
1214k Pk_—}’@
Si m = —1, en prenant ¢, =¢; (k =1,2,...,7), nous obtenons

un systéme d’équations coincidant avee le systéme (6,). Supposons main-
tenant que m > 0. Comme

71 7 ‘
1 i A 4 Gyl Bmos cor Gy
Uiy By cor Opun Bmingl| (Omys Omgs cer Bpingl
o (t) = . :
Anin Cminsel v Gmion—1 Omizm| [Omyn Fmyni1 <o+ Omypon—1

{[4], p. 333), le terme constant dun polynome », égale le quotient des
deux. déterminants.. En_vertu de.lhypothése (11), le numérateur de ce

quotient. est non nml; par guite tous les zéros du polyndme », sont non
nuls et les définitions-

o =opr™ " (k=1,2,...,m),

¢’est-a-dire les :définitions (12), sont -correctes. Il en résulte I'identité des
systémes (14) et (6,). En définissant les nombres b, par les formules
(13)  pour m queleonque on satisfait aussi au - systéme (6,).

On sait déja que 1a solution du systéme (6) existe sous l’hypothése
(9) et, pour m > 0, sous I’hypothése (11). Toutefois il est inutile de cal-
culer l:esd:étermmmts*de ces_hypaothéses. La prelmére d’entre elles équi-
vaut aux . égalités _,(vk) #0 pour k=0,1,...,n—1. Antérieurement
nous avons-constaté qne la seconde hypothése nous montre que le terme
constant d,-du  polynéme.

vat) =dg+dyt+...+d, 1" d, 8" (A= 1)

est non nul.

_ Aprég-avair-eatenté le polyméme-w, it-faut encore vérifier si ses zéros
satisfont. A 1'inégalité (3). Dans ce.but .on. peut utlhser, par exemple, le
théoréme suivant de- Westerfield [7]:.

Soit 1a suite de nombres Qoy Giy v+ -y Guy Tésultant de l’arra.ngement
des nombres

i

Vidd, th:l, oy W]
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dans l'ordre décroissant. Alors tous les zéros du polynéme », sont situés
dans le cercle -

l2l < g0+ 0,6180¢;4-0,3811¢,

(et & plus forte raison, dans le cercle |2| < go+¢.).

Notons encore que les expressions 7, et s, des formules (8) se laissent
calculer par ’algorithme q-d (ef. [8]). Alors le nombre des opérations
arithmétiques serait un peu plus petit, mais ’hypothése (9) ne serait
plus suffisante.

4. Calcul d’une fonction approximante. Pour trouver la fonction
o on peut 8¢ baser directement sur la définition des polynémes vy, v,,...,,
et le théoréme 2, ¢’est-d-dire, aprés avoir trouvé »,, caleuler successive-
ment les zéros (en général complexes) du polynéme v, et les coefficients
C1yCay.vey €y €6 bgy by, ...y byy. Oest 3 peu prés ainsi que procéde Hor-
necker dans [2]. Nous présenterons en abrégé les étapes successives de
sa méthode. '

Hornecker propose de calculer les coefficients du polynéme », & par-
tir du systéme d’équations

n
Eammd, =0 (k=1,2,...,n).
§=0

Cela réduit les hypotheéses (9) a la derniére d’entre elles et permet de
négliger les polynémes vy, vy, ..., %,_;. Néanmoins, le nombre des opé-
rations nécessaires pour résoudre le systéme ci-dessus est plus grand que
dans le cas ol I'on appligue les formules (7) et (8) (cf. § 6). D’ailleurs, en
général, nous ne fixons pas d’avance le paramétre n, mais nous le choi-
sissons au cours du calcul de sorte gue l’erreur d’approximation de &
par o soit suffisamment petite. Le méthode basée sur les formules (7)
et (8) permet sans difficulté d’augmenter »n 8i eela est nécessaire.

~ Enguite, selon Hornecker, il faudrait trouver les zéros p,, Pay ..., P,
du polynome v, ot, & partir du systéme d’équations (6,) & coefficients
complexes P}, trouver les nombres o¢,, ¢, ...,0,. Enfin on caloulerait
les coefficients de la fonetion w, en laquelle on réunirait en couples les
fonctions rationnelles ¢;(1—p3)/2(1—2p,t+p?) qui correspondent aux
zéros complexes conjugués du polynéme »,. Alors la fonction w serait
égale & 1a somme d’un polyndme et de fractions simples & coefficients réels,
mais pour les trouver il faudrait encore exécuter des opérations supplé-
mentaires sur des nombres complexes.

Dans ce paragraphe nous proposons une modlflcatmn de la méthode
de Hornecker. Elle donne la méme fonetion rationnelle w, mais sous forme
du quotient d’un polynéme de degré tout au plus m - par un polynéme
de degré m. Ce quotient provient de la réduction an dénominateur commun



448 8. Paszkowski

de tous les termes de w. On verra que pour caleuler les coefficients de
ces deux polyndémes il est inutile de trouver les zéros p,, psy ..., Pn (il
suffit de constater que les inégalités (3) ont lien) et les coefficients ¢, ¢,,
.5 0. Les opérations sur les nombres complexes sont également inuti-
les. Cette forme de la fonction rationnelle w facilite les opérations ‘soit
lorsque o constitue le but final du caleul, soit lorsque nous voulons trans-
former » de nouveau, cette fois-ci en fraction continue ce qui est souvent
pratiqué. Il est aussi facile ne réduire au dénominateur commun
que la partie de w qui se compose de fractions simples.
Nous donnons tout d’abord un lemme préeisant le mode du calcul
des valeurs auxiliaires

n
=20kp;c - (j=10,1,..),

k=1

dont le réole sera expliqué.
TaEOREME 3 ([2]). On a

(15) i, =0 (G=0,1,..).

i=0
COes relations de réourrence, dans lesquelles d,, dl, ey @y =1 sont les oo-
efficients du polyndme v,, et les égalités
(16) of =a; (j=m+1,m+2,..,m+2n)

qui résulient de (65), permeiteni de calouler successivement Gy, an, 1,
Omyonizy -+ 6 (Aans Phypothése &y # 0) ay,, a1y ..., a;. I1 st facile @'étab-
lir ces relations :

Z Gbisj = 5’ de 0P’ = Z O Pk Z dip = Vokpivn(pk) =0
l

T ‘i,==0 . 1:=:0

THEOREME 4 ([2]). L'erreur maximum & approvimation de la fonction &
par la fonction rationnelle o satisfait & inégalité

17 max|é () — o) < D la—afl.

Démonstration. Soit

olc(l““pk)
o) = 22(1 20+ L)
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Conformément & l'identité (4), on a
* 1 % 3 *
(18) w = ~2*—a0+ Za,- T

et de la définition (6) des paramétres b;, ¢, et p; il résulte que

E—o= D (4—a).
F=m+2041 -

Ayant démontré de cette maniére le théordme 4, nous Passerons
ensuite & la déduction des formules pour le numérateur A et le dénomina-
teur x de la fonction rationnelle w. On peut définir le polynéme u comme
il suit:

1
w0 =5 [ [a—2patph.

THEORBME 5. Le polyndme u s’exprime par la formula

b= 36+ T+ ...+ 6,7y,

Y

oy

n—k ‘
(19) o= hdiy (k=0,1,...,m).

=0

Démonstration. Pour ¢ = $y+4y~! on obtient

2 |
p(t) = En(l*ﬁk?l—Pk?!—l+P?E)

k=1
= if](yﬂv Yy~ —p ) = l-v (Wvaly™)
) I 1 k k 9 % n .
Comme
vo(y) = do+dyy+...+d 9",
, "’n(f‘/*l) = d;)"l‘dl'y—l‘}‘---‘f‘dn?f—ny
on &

W@y ) = et a(@+y )+ ey "),
les coefficients ¢, étant définis par la formule (18). -
Sitel, ona y =t4+V8—1 ot y~* = t—V2—1, d’0h

Py = HVESI VP11 =2l (k=1,2,..)

Zustosowania Matematyki VI »
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([4], p. 72), ee qui établit la théoréme 5. Il est évident que la formule
pour le polynéme u de ce théoréme est valable pour tout ?.

THEOREME 6. On «

A
w=—,
ou #
1 m-n
(20) b= Sfot D fem,
1 11 .
ho=g (gt 3 aa),
(21) =
1
fk = —2—(ak80+ Z(alk_ll+a,k+;)el) (k = 1, 2, ey m~]—n).
=1 ,
Démonstration. Conformément & la définition du polynéme 2
on a

1 M2
A= op = (“2‘ “o+2 Tt
. k=1

Le degré de ce polyndéme n’est pas supérieur &4 m-+n, ce qui prouve
Pexistence des nombres fo,fi, ..., fnin sSatisfaisant & la formule (20).
Appliquant les identités

%t = Mgy + ) (B, 1=1,2,...)

on obtient sans difficulté les formules (21). Il n’y a pas, dans ces formules,
de coefficients ay pour k& > m-2n-+ 1. Parfois il est préférable de ne ré-
duire au dénominateur commun que la partie o* de la fonction rationnelle
. On exprime alors la fonction o par la somme d’un polynéme x» de degré
tout au plus m et du quotient d'un polynéme 2* de degré tout au plus
n—1 par un polynéme u.

THROREME 7. On «

* 1 C
Q. Ty -é 60+ ZG;T; .
_ =1

k=m+2n+1

/1*
0= x+ —,
o

1 m
= 5‘(%—“3‘)“}—2(“1—“?)"7':
: 7=1

A1
1
A= —f:’]‘ fz‘tka



Approzimation uniforme des fonctions continues 451

n
1 1/1 :
""f: = “”"(_“'0'30‘{‘ Za;‘el)a
9 212 =

(22) .
; 1 N ' ,
fi = —2“(a;ck90+ Z(ark.-u“l‘a’kq-l)el) (k=1,2,...,n—1).

La forme du polynome » résulte des formules (13) et de la déﬁm—
tion des coefficients a;. Tenant compte de 1a formule (18), on obtient
les coefficients f7,fi;...,fa.1 de méme que fo,f,,..., . dans le
théoréme précédent. : -

 Aprés avoir appliqué le théoréme 6 ou 7 on doit encore trouver les
coefficients des puissances successives de la variable ¢ dans les polynémes
A(t) et u(t) ou x(t), A*(t) et w(t). Nous utilisons ici la formule connue de
récurrence pour les polyndémes de Tehebycheff:

T(t) =1, wl)=1, () =2u_,0—1n.0 F=2,3,.),

ou directement les égalités qui en résultent:
() =1,
7y(t) =1,
74(t) = 212 —1,
75(t) = 445 — 3¢,
(23) 7 7,(1) = 8t'— 8241,
75(t) = 16t° — 2088+ 5t
Tg (t) = 32°— 48t4—i— 18#2 =
7, (1) = 64¢ — 112t5—{—56t3 »
v (f) = 12848 — 25615+ 1601:4;— 32121 1,
5. Contréle dy caleul. Le caleul qui méne & 1a fonctlon rationnelle
w nest pas trop compliqué et sa vérification peut étre limitée & déux

opérations: 1° aprés avoir calculé le polynéme », on vérifie 1a condition
jyd’orthogonalité“ des polynémes v, = 1 et 7,:

(24) E(va) = 0,

2° aprés avoir ealeulé les coefficients de w on vérifie les indgalités

=]

@5) EED—o(£DI < Y lo—al,

j=m+2n41
qui résultent du théoréme 4. |
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6. Schéma du calcul. Pour le calcul des coefficients de la fonetion
rationnelle @ on suivra les étapes que voici:

I. Caleul des coefficients dg, dy, ..., d, du polynéme », & aide des
formules de récurrence (8) et (7).

II. Controle de Détape I (vérification de 1’égalité (24)).

II1. Vérification (& ’aide, par exemple, du théoréme de Westerfield
cité & la fin du § 3) si tous les zéros du polyndéme », sont situés dans le
cerele |2| < 1. Sinon, il faut revenir & P’étape I et caleuler le polynéme
v,.; qui, peut-étre, satisfera déjd & la condition demandée.

IV. Calcul des coefficients ap_ oni1y Omionysy ... des formules (15)
et (16).

V. Examen de l’erreur maximum ma,xlé (1) —w(t)] & laide de Yiné-

galité (17). Si son second membre est trop grand il faut revenir & D’étape
I et calculer le polynéme w,,,.

VI. Caleul des coefficients ¢,, ¢,, ..., ¢, du polynéme x & partir des

formules (19). ' ' _

~ Les opérations restantes dépendent de la forme demandée de la fone-
tion . Supposons d’abord que nous voulions I’obtenir sous forme du
quotient @ = Afu (cf. le théoréme 6). Dans ce cas on doit exécuter les
opérations suivantes:

VIIL. Calcul des coefficients fy, fi, ..., fmin QU polynﬁme A & partir
des formules (21).

VIII. Calcul des coefficients de #°,#,...,# du polynéme u et de
¥, ¢, ..., ™" du polyndéme A & Paide des formules (23).

IX. Contréle des étapes ITI-VIII (vérification de I'inégalité (25)).

Supposons maintenant que nous voulions obtenir la fonetion ration-
nelle  sous forme de la somme w = x-+ A* /,u Le cas échéant, on doit
exécuter les opérations suivantes:

VII*. CQalcul des coefficients ag,a},...,a), des formules (1B)
et (16), et calcul des coefficients }(a,— a3), a,—ay, ..., ¢, —an du poly-
néme x. . |

VIIT*. Caleul des coefficients fy,fi,...,fr_; du polynéme A* des
formules (22).

IX*. Calcul des coefficients de £,¢,...,™ du polynéme x, de
¢, ..., %" du polynéme u et de ¢, ¢, . t"“’ du polynéme A* i P'aide
des 'formules (23).

X*. Contréle des étapes III-VI et VII*-IX* (vérification de 1'iné-
galité (25)).

Dégignons par I le nombre des coefficients @y ani1s @misnizs ---
caloulés pour trouver le second membre de 1'inégalité (17) aussi exactement
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qu’on veut. Supposons en outre qu’on ait choisi convenablement le degré
n,.c'est-§- dn'e que les résultats des étapes III et V permettent de conti-
nuer le calcul Alors on peut fixer le nombre des opérations arithméti-
ques quj geront 3 exécuter pour obtenir la fonetion w. Nous donnons ce
nombre & part pour chacune des étapes, sauf Pétape III, oll ce nombre
est difficile 3 établir, Parmi les additions et les soustractions nous avons
insérd I division d’un nombre par 2. On désigne par [«] la partie entidre
de x:

Etapes o i?lg::::);?ons Multiplications g;;‘s
I i (n—1)(2n+417) S(n—1)(n?...19n— 6) on—1
II ) n ' 0
v (n—1)1 nl 0
v 2l—1 0 0
VI in(n+1)+1 ~ dn(ntl) 0
VII 2n? 4 (m+1)(2n+1) (n+1) (m+n41) 0
VI (3 (m+n)?1+ [§n?) [} (m+a+1)21+ [F(n+192]— 2 0
IX 2m+ 4n 0 2
vII* (m+1) (n—1) (m+1) (n—1) m41
vIII* 202+ m+ 2 n(n41) 0
IXY | [imfl+in(n=1) [2(m+1P2]+3nn+1)—3 0
xX* 2m+ 4n 0 2

7. Exemple de calcul. Voici le développement de la fonction ¢
en série orthogonale de polynémes de Tchebycheff:

1y w1
(26) ¢ = Io('"z—) -{-_2’-21‘11(7) 7 (1),

I,, étant la fonction de Bessel de premidre espéce, d’ordre n, d’une variable
imaginaire. On obtient alors pour ¢

a,-=21',-(§) (j=0919---)9
d’ott il résulte (cf, ([1]) que

@ = 2,53213176, a, =1,13031821, a; = 0,271495340,

a; = 0,0443368498,  a, = 0,03547424044, - a; = 0,09542926312,
s = 0,0449773230, a, = 0,0°319843646,  a, — 0,0°199212481,
ay = 0,01110367717,  ay = 0,0°550589608, = a;;= 0 0‘°249795662 _
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Nous supposons que m = —1 et n = 3. Par conséquent la fonction
rationnelle cherchée  sera le quotient d’un polynéme de degré au plus 2
par un polynéme de degré 3. La fonctionnelle 5 est définie par la formule

5 . 5 V
5(Sot) = Soa
k=0

k=0

Etape I. Appliquant les formules (8)- et (7) on caleule les polyndomes
Y1y Vay V3

"’_1(;t) =0, r(t) = 1, 'V%(it) =1,

E(}) = 2,53213176, F(H) = 1,13031821,

Py o= e = —0,446389966, s, = 0,

vy () = (P +po(t) + s, (1) = —0,446389966 -1,
i (1) = 0,199264002 — 0,892779932¢ 4 ¢,
E() = —0,233067367,  S(b?}) = 0,027182089,

E(t?) E(v])
e 0,116631467, 8, = — 0D 0,0920439334 ,

ve(t) = (rg+ By () -+ 847, () = 0,0399808168 — 0,329758499¢ -+ 12,
¥i(t) = 0,00159846571—0,0263680282¢--0,188702302¢2—0,659516998# + £,
E(») = 0,0017083933, E(t?) = — 0,00005298457,

E (tv} B2

g = — H( v2) = 0,0310142694, s, = — ﬂ = 0,00733004076,
2 2
E(»,) ()

v3(t) = (r34t)va(l) 4~ 837, (7)
= —0,00203208083 + 0,0370836387t— 0,298744230%2 - {3,

Par suite
dy = —0,00203208083, d, = 0,0370836387, d, = — 0,298744230, d, = 1.
Etape II. Vérification de 1’égalité (24):
E(v;) = aodo+ 0,8, + azdy+ asds = — 0,0000000008.
E“ta,pe' TII. ‘Application du théoréme de Westerfield au polynéme v;:

3 ,— | J— )
Vidol =~ 0,127,  Vidy| ~ 0,193, |dy} ~ 0,299,
qo = 0,299, - ¢, = 0,193, ¢ = 0,127,
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les zéros du polyndéme w, gont situés dans le cercle
8] < ggd-a; = 0,492 < 1.
Etape IV. Calcul des coefficients ag, a7, ... & partir des formules
(15) et (16):
G5 = — (do0;+ & ¥+ d205) = 0,00004928740,
0 = — (dotis+ G105+ dya?) = 0,00000571474,
ar = —(doas+ dyaf +dya¥) = 0,000000082759,
ay = —(@ya5+d,a%+ dyal) = 0,0000001818262,
a3, = 0,00000002948805,
af = 0,000000004063653, ...

Etape V. Examen de l'erreur d’approximation max le'— w(t)]
4 'aide de l’inégalité (17):

a; —a; = —0,00000431008, a;— a3 = —0,00000251630,

a —a} = —0,000000783547, a,— a§ = —0,0000001707894,

Gy —afy = —0,00000002893746, a5, —ah = — 0,000000004038673,
(27) max|e'— o) < D 'la—af| < 0,00000782.

A titre de comparaison il est utile de noter quela somme partielle

)2 1t

de la série (26) contenant autant de coefficients que la fonction » appro-
che la fonetion €' avee lerreur 0 ,0000484,

Etape VI. Caleul des coefficients du polynéme u 4 partir des formu-
les (19): ,
6o = di+-di+d3+d; = 1,090627440,
e, = 0,545313720,
e, = dody+ dydy+dads = — 0,309898110,
= dody+dyd; = 0,0376907111,
= dod; = —0,00203208083.
Par suite, - _
p = 0,545313720 — 0,309898110 7, + 0,03769071117, —0,002032080837,.
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Etape VIL. Calcul des coefficients du polynéme i par les formules
(21):
= ‘}(f}aoeo"‘ @ 6, ag€3+ a365) = 0,620332735,
fi= %(“190“"' (@o+ az) €14 (@14 a5) €3+ (a5 @) 93) = 0,203814038,
fg = %(az 80+ (al + a3) 81+ (a0+ (14) 02-—|— (al + as) 33) = 0,012711529 .
Par suite,
A = 0,520332735 -+ 0,2038140387, + 0,0127115297,.
Btape VIIL Caloul des coefficients de , 1,2, du polynéme
p et des coefficients de 19, #1, 12 du polynéme A 3 P’aide des formules (23):
u(t) = 0,507623009 — 0,303801868¢+ 0,075381422¢2— 0,008128323¢¢,
A(t) = 0,607621206 4 0,203814038t+ 0,025423058¢2.

Etape IX. Vérification de 1'inégalité (25):

A(—1) = 0,329230226, p(—1) = 0,894934622,

o(—1) = 0,36788187,  |e~i— w(—1)| = 0,00000243
(1) =00,736858302, a(1) = 0,271074240,
w(l) = 2,71828965, le— (1) = 0,00000782,

cé qui s’accorde aveec (27).
Finalement, nous obgenons la formule approchée

y 19,966961 -+ 8,016897¢ -+ 12
"~ 19,967032 — 11,949855¢ -+ 2,96508112— 0,319722¢

avec une erreur non supérieure & 0,00000782.
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S, PASZKOWSKI (Warszawa)

APROKSYMACJA JEDNOSTAJNA FUNKOJI COIAGLEYCH ZA POMOOA
FUNKOJI WYMIERNYOH

‘STRESZCZENIE

Na elektronowyech maszynach cyfrowych ‘wartogei funkeji ciaglych oblicza
si¢ zwykle za pomoca wielomianéw, dostatecznie dobrze aproksymujacych te funkcje
w sensie aproksymacji jednostajnej. Wiadomo jednak, ze wielomiany sg zlym narze-
-dziem aproksymacji funkeji majaeych biegun w poblizu przedzialu aproksyma.cy
W takich przypadkach lepiej postugiwaé si¢ funkcjami wymiernymi.

- Hornecker w [2] i [3] zaproponowal algorytm wyznaezania funkeji wymier-
nej,” ktéra — w okreblonej klasie podobnych funkeji — prawie najlepiej aproksy-
muje dang funkcje ciagla. Metoda ta opiera si¢ na rozwinieeciu (1) funkeji przybli-
Zanej w szereg ortogonalny wzgledem wielomianéw Czebyszewa i na analogicznym
rozwinieciu (4) najprostszych funkeji wymiernych. Wads metody Horneckera jest
koniecznoéé rozwiazywania ukladu réwnah liniowych i obliczania wezystkich zer
wielomianu, a takie wykonywania dzialan na liczbach zespolonych.

W niniejszej pracy zmodyfikowano metode Horneckera, usuwajac wszystkie
wymienione wyzej wady jej pierwotnego wariantu. Schemat obliczenr i ich kontrole
szezegélowo opisano w §6, w ktérym obliczono réwniez ilo§é wykonywanych
dzialah arytmetycznych. W § 7 podano przyklad aproksymacji funkeji wykladniczej

'C. TAIIKOBCKHN I (Bapmass)

PABHOMEPHAA AINPOKCHMALAA HEOPEPHIBHEIX OVHRIHN
PAITAOHAJBHBIMH ®VHELOUAMY

PESIOME

Briuncnenue HempepHBHENX (QYHRIWA- Ha 3JIeKTP ORHEIX umI)poBHx MAITMHAX
06xraRo OCYIECTBIIACTCA. ¢ MOMOIBI0O MHOrOYNEHOB, MOCTATOYHO Xopomo npwGim-
RAOMUX 8TH QYHKINE B CMHCHE PaBHOMepHON ammpoxcumanumm. MspecTHo, 0OJHAKO,
IT0 MHOTOWICHE ABIANTCH MINOXEM WHCTPYMEHTOM HpubiMsKeRHs yHKIHE, KOTOPHE
 MMeI0T MOXI0C BOAMBY CErMEHTA ANNMPOKCHMAIME. B 7TaKMX - CHAYYafX AYUIIE IOML-
80BATHCA PAUMONATLHEIME QYRKRIMAME,
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Xoprexkep B [2] w [3] mpepmomuar auxropmM BHUNCIEHHA PaALUOHAILHON
PyHRuUM, HKOTOPAR — B -ONPERLITCHHOM KIACCe TAKMX e QYHRUME — IOYTH HAUAYY-
muM 00pasoMm HPUGIMKAET NAHHYK HENPEPHBEYHO (yHKOWI. DTOT MeTON OCHOBAH
Ha pasmomedmn (1) ammpomcmMupyemoll $YEKIZAM B OPTOTOHAUBEHHN PAJ WO MHC-
rounegaM YeOnimepa M aHAJOTHYEOM paszuoeHuu (4) mpocTefmMX panmoHAXbHHX
¢yrurnuit. Hegoorarkr Merona XopHeKepa BAKIOYAOTCH B HKeo0XOMMMOCTH DPeIIeHnA
CHCTeMH. NNHEeWHHX YPaBHEHWIt M HAXOMEHMA BCeX KOPHeH MHOTOYIIEHA, 4 TaKMKe
BEIXONTHEENA neiflcTeUnil Bad KOMIACKCHBIME YHCIAMHU.

B macrosmelt pafore mpepcTABIeH0 BWOMBMEHEHME METOXA Xop}tenepa, yerpa-
HAOIee BCEe HepPeurcieHEHe HeTOCTATHE ero IepBOHAYANBEOr0o BapwaHra. (xeMma
c4YeTa M ero KOETPoIk moppo0Ho omucadHu B § 6. TaMm e IMOZCUATAHO KOIHMYECTEO
BHIOITHAGMHX apuMermiecKux peficTuit. B § 7 nam npmMep anmpOHCHMANUK HKCIO-
HeRIManbEOH GyHRRIMII.

S. PASZKOWSKI (Warszawa)

UNIFORM APPROXIMATION OF CONTINUOUS FUNOTIONS BY MEANS
OF RATIONAL FUNCTIONS

SUMMARY

The values of continuous functions are usually computed with the aid of elec-
tronic computers by means of polynomials, which approximate these functions
sufficiently well in the sense of uniform approximation. It is known, however, that
polynomials are not a good instrument of approximation of the functions whose
pole lies near the interval of approximation. In such cases it is better to ma.ke use
of rational functions.

Hornecker, in [2] and [3] proposed an algorithm for finding the rational func:
tion which approximates almost best a given continuous function, in a definite class
of similar functions. This method consists in expanding (1) the function being approx-
imated into an orthogonal series, with regard to Chebyshev polynomials, and in
an analogous expansion (4) of the simplest rational functions. A drawback of Hor-
necker’s method is the necessity of solving a system of linear equations and of com-
puting all the zeros of the polynomial, as well as the necessity of performing opera-
tions on complex numbers.

In the present article Hornecker’s method is modified: all drawbacks mentioned
above are eliminated. The scheme of computations and their control are described in
detail in § 6, which gives also the number of arithmetic operations to be performed.
In § 7 an example of approximation of an exponential function is given.



