ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VIL (1963)

W. KRYSICKI (L6dz) i M. OLEKIEWICZ (Lublin)

O UOGOLNIONYM POLACZENIU ZAGADNIEN BAYESA
I BERNOULLIEGO

Wstep. W tek$eie bedziemy odrézniali gestosei zmiennych losowych
typu cigglego od rozkladéw prawdopodobienstwa zmiennych losowych
typu skokowego, uzywajac w pierwszym przypadku symbolu funkeji
»wf’, W drugim — symbolu funkeji ,,p”. Dystrybuanty tych dwu typéw
zmiennych losowych oznaczaé bedziemy odpowiednio symbolami funkeyj-
nymi ,,F” i ,,P”. Dla krétkosci i przejrzystoéei sformutowan stosowaé be-
dziemy oznaczenia f(z)i f(y) lub p(x) i p(y) zamiast np. fO(2) i P (y) lub
pFNw) i p¥(y), opuszezajac okreslajacy funkeje wskaznik zmiennejlosowej.
Natomiast, gdy na miejscu z,y wystepowaé beds inne symbole, moggce
spowodowaé nieporozumienie, bedziemy umieszczaé wskaZnik zmiennej
losowej u géry symbolu funkeji, np. f¥(a) i (b)) lub p®(a) i pP(d)
lub explicite P(X = a) i P(Y =b) (prawdopodobienstwo, Ze zmienna
losowa X przybiera warto§é a lub ze zmienna losowa Y przybiera war-
tosé b) itp. Analogicznie oznaczaé bedziemy gestosei i prawdopodobieristwa
w przypadku zmiennyeh losowych dwuwymiarowych i tréjwymiarowych,
np. f(z,y) zamiast f&P(x,y) oraz p(x,y) zamiast p&V(x,y) lub
P(X =z, Y =y) itp.

Dalej, bedziemy uzywaé symboléw X |2, Y | z dla oznaczenia zmien-
nyeh losowych warunkowych X |Z =2, Y | X =z, tj. rozkladéw wa-
runkowych zmiennych losowych X lub Y, przy zalozeniu, ze zmienna
losowa Z przybiera warto§é 2z, lub rozkladu warunkowego zmiennej lo-
sowej Y, przy zalozeniu, ze X = . Gestosci 1 prawdopodobieristwa wa-
runkowe bedziemy wyrazaé¢ réwniez skrétowo, np. f(z|=z), f(y|=2),
fly | z), z tym samym zastrzezeniem co do przypadkéw mogacych spo-,
wodowaé nieporozumienie.

Klasy zmiennych losowych warunkowych X |z, Y |z, Y |z, utwo-
rzonych przy wszystkich mozliwyeh wartosciach 2, @, oznaczaé bedziemy
przez (X |2), (¥ |2), (¥ | 2).

1. Charakter rozpatrywanych w pracy tréojek zmiennych loso-
wych. W pracy tej rozpatrywaé bedziemy tréjki takich zmiennych loso-
wych, z ktérych jedna ma te wla§ciwosé, ze rozklady warunkowe pozo-
statych ze wzgledu na jej dowolng mozliwa warto$§é sg niezalezne. Np.
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je§li w przypadku tréjki X, Y, Z zmienna losowa Z ma te wlasciwosé, to
Xz 1 Y|z brane z klas (X |2) 1 (Y |2) beda niezalezne, tzn. ze dla
kazdej mozliwej wartoSci 2 bedzie zachodzié réwnosé

Hzyyl2) =fl®|2)f(y2),

pl@,y12) =p@|2)p(y(?)

przy wszystkich mozliwych wartosciach = i 9.
Przy powyzszyeh zalozeniach udowodnimy

(1.1)

TWIERDZENIE 1. Rozklad warunkowy zmiennej losowej Y wzgledem
mosliwej wartoci x zmiennej losowej X wyraza si¢ (przy zalozeniu (1.1))
nastepujacymi wzorami (bez wegledu na typ zmiennej losowej X):

fyla) = [fly)a)f(z|n)de,
Z typu cigglego —°:°
plyla) = [plylaf(z|z)de;
(1.1) -
fly o) = Zf(yIZ)p(ZIw),
Z typu skokowego

plyla) = Zp(ylz)p(zlw)

Dowéd. Wystarczy udowodnié pierwszy z podanych wzoréw. Jak
wiadomo,

f(w,yyz) =f(z)f(m,y l 2)

oraz
f@,9) = [fla,y,2)de = [ f(2)f(2,y |2)de,

2 w my$l zalozenia (1.1)

(1:2) f@,y) = [ f@f@12)f(y|2)de.
Korzystajac z relacji -
(1.3) f(@,2) = f()f (@] 2) = f(2)f(z | )

otrzymujemy z wzoru (1.2) wzor

(1.4) fl@,y) = [f@f(z]1a)f(y|2)de.

Stad, piszac f(y|z) = fJ(Fa(v,)y) otrzymujemy, po podstawienin, wzér
)y

twierdzenia, c. b. d. o.
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Ze wzgledu na symetrig, twierdzenie 1 jest sluszne przy zamianie
zmiennych losowyeh X i Y.

2. Ogoélne zagadnienie Bayesa i Bernoulliego. Wprowadzmy teraz
na miejsce zmiennej losowej Z zmienny losowy P przyjmujaca wartosei p
z przedziatu otwartego (0,1). Na miejsce zmiennych losowyech X i Y
wprowadzmy zmienne losowe typu skokowego 4, i By, przyjmujace
odpowiednio warto§ei ¢ =0,1,2,...,n i $=0,1,2,..., N, bedace
liczbami zdarzen pomy$lnych zachodzgeych w seriach » i N doéwiadezen
przeprowadzonych w ramach jednego doSwiadezenia zlozonego, zorga-
nizowanego jak nastepuje:

1° W drodze losowej uzyskuje si¢ liczbe¢ p z przedzialu otwartego
(0,1) jako realizacje zmiennej losowej P.

20 a) W przypadku zmiennej losowej 4, przeprowadza sie serie n
doswiadezenn wedlug schematu Bernoulliego, tj. do§wiadezert niezaleznych
i identycznyeh, ze stalym prawdopodobiefstwem (warunkowym) p zda-

rzenia pomys$lnego <7, (k =1, 2, ..., n), rtéwnym uzyskanej w punkeie 1°
liczbie p; znaczy to, ze
(2.1) Py |P=p)=p (k=1,2,...,n),

gdzie &, oznacza wynik & w k-tym do§wiadczeniu;

b) w przypadku zmiennej losowej By przeprowadza si¢ seri¢ dal-
szyeh N dofwiadczen wedlug schematu Bernoulliego z tym samym sta-
lym prawdopodobienistwem (warunkowym) p zdarzenia pomys§lnego
& {(l=n+1,n+2,...,n+N), co w przypadku a), o oznacza, ze

(2.2) Pl |P=p)=p ({(@=n+1,n42,...,0+N),

gdzie o/; — wynik & w l-tym do$wiadczeniu.

Zmienng losowa A, okre§limy wiec jako liczbe zdarzeri pomyslnych
(k=1,2,...,n) zachodzacych w wyniku ecalego de$wiadczenia zlozo-
nego, skladajacego si¢ z punktéw 1° i 2°a, w ktérym prawdopodobienistwo
(bezwarunkowe) zdarzenia pomyS$lnego jest stale i daje sie wyznaczyé
ze znanego wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:

(2.3) P(oy) = [P(s#, | P = p)f(p)dp = [pf(p)dp = B(P)
dla k=1,2,...,n.

Analogicznie, zmienng losowa By okreflimy jako liczbe zdarzen
bomy§lnych &, (I =»n+1,n+2,...,n+N) zachodzacych w wyniku
calego do§wiadczenia zlozonego, skladajacego si¢ z punktéw 1° i 20D,
W ktérym prawdopodobieristwo (bezwarunkowe) zdarzenia pomyslnego
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jest stale i takie same jak w przypadku zmiennej losowej 4,:
1 1

(2.4) P(s7) = [P(4| P = p)f(p)dp = [pf(p)dp = E(P) = P(st})
] 0

dla k=1,2,...,nil=n+4+1,n4+2,...,n+N.

Tak okre§lone zmienne losowe 4, i By stanowig uogdlnienie schematu
urnowego Lexisa, w ktérym prawdopodobiefistwo warunkowe zdarzenia
pomysinego uzyskuje sie w drodze losowej osobno dla kazdej serii n czy N
do§wiadezen; zamiast k jednakowo mozliwyech wartoéei tego prawdo-
podobienstwa, jak to jest w schemacie Lexisa, w gre wehodzg teraz wszyst-
kie mozliwe wartosci p z przedzialu otwartego (0,1), przy wszelkich
mozliwych gesto§ciach zmiennej losowej P.

Mozna réwniez uwazaé, ze zmienna losowa dwuwymiarowa (4,, By)
stanowi uogélnienie dwuwymiarowego schematu urnowego Lexisa. Zmienne
losowe A, i By 83 zalezne: s3 one okre§lone w wyniku dofwiadezen zlo-
zonych, posiadajacych pierwszg cze$é wspoilng.

Tak wige unogélnione polgczenie zagadnien Bayesa i Bernoulliego
zwiazane jest z zagadnieniem Lexisa. Jest ono réwniez zwiazane z zagad-
nieniem zmiennych losowych ,zZrandomizowanyech” (wedlug termino-
logii Dynkina, {2]).

Spoéréd zmiennyeh losowych: tréjwymiarowej — (P, A,, By), dwu-
wymiarowyeh — (P, 4,), (P, By) i (4,, By) ofaz zwigzanych z nimi
zmiennych losowych warunkowych szezegdlng uwage zwrécimy na zmien-
ng losowy dwuwymiarowa (4,, By) oraz na zmienng losows warunkows
By | a. Z drugich eczefci doswiadezen zlozonyeh 203 lub 2°b wynikaja
okreslenia niezaleznych zmiennych losowych warunkowyeh 4, | p i By | p,
reprezentujaeych odpowiednio liezby zdarzern pomyélnych o7, (k =
=1,2,...,n)ih(l=n}+1,n+2,...,n+N), ktére zachodzg w seriach
n 1 N do$wiadezenn przeprowadzonych wedlug schematu Bernoulliego,
z prawdopodobienstwem warunkowym p zdarzenia pomy$lnego. Roz-
klady tych niezaleznych zmiennych losowych warunkowych sg oczy-
widcie rozkladami Bernoulliego, bez wzgledu na to jaki jest rozklad zmien-
nej losowej P:

(2.5) p(alp)=P(An=al_P=p)=(Z)p°qn_° (a=0717---7n) M,
gdzie ¢ = 1—p i podobnie:
N -
(26) p(Blp) =P(By=B|P =p)=(4)0'd"" (B=0,1,....,0) (.
(*) Symbol p uzyty tu jest w dwu znaczeniach: jako symbol funkeji (przed na-

wiagsem) oraz jako symbol dowolnej mozliwej wartoéci zmiennej losowej P (w na-
wiasie).
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Na podstawie znajomosci tych rozkladéw warunkowych, rozkiady
(bezwarunkowe) zmiennych losowych A, i By wyrazg si¢ wzorami ogélnymi

1 1
(27)  pla) = P(4, = a) = [pla/p)f(®)dp = (%) [ f(p)p"ap,
0 0

(2.8) p(B) =P(By =p) = [pB/p)f(®)dp = (lﬁv) [£p)p’d" Pap.

Zmienne losowe A4, i By mozna uwazaé¢ za zmienne losowe zrandomi-
zowane, jakkolwiek nie sg one r6wnowazne w sensie de Finettiego (chyba,
ze N = n), przy czym czynnikiem randomizujgcym jest zmienna losows P.

Ogé6lny wzér dla rozkladu zmiennej losowej dwuwymiarowej (4,,
By) jest

pla, B) = P(4, = o, By = B) = [ p(a, | p)f(p)dp =

1
= [p(aip)p(B1p)f(P)dp,
0

¢o po podstawieniu wzoréw (2.5) i (2.6) daje

(2.9) »(a,8) = () (3) [ 1@+ 7q" " ap.

Rozklad zmiennej losowej warunkowej P | a, tj. warunkowy rozklad
zmiennej losowej P, przy ustalonej warto§ci « zmiennej losowej 4,,, wy-
raza sie wzorem Bayesa

f@)ple|p) f@)p'e"®
(2.10) fpla) === o=
J1(p)p°q" “dp

i symetrycznie

B N-8
(2.11) f(p|8) = fp)p(B1p) _ fo)r'y

p(F) fl Fo) e iy

]

Ogodlne wzory dla rozkladéw zmiennych losowych dwuwymiarowych
ﬂA7,, P) i (By, P) otrzymujemy przez zastosowanie wzoréw (2.5) i (2.6):

(2.12) fla,p) = f@)p(a|p) = fo)(2)P0"

(2.13) 16, 2) =1@)p(8 1 p) = fo) ) 0"

Stosujae twierdzenie 1 (wzér (1.I)), otrzymujemy wzér ogélny dla
rozkladu zmiennej losowej warunkowej By |a, tj. dla warunkowego
rozkladu zmiennej losowej By ze wzgledu na dowolng mozliwg wartosé «

Zastosowania Matematyki, VII, 1 6



zmiennej losowej A,:
(2II) p(Bla)=P(By=p|4,=a) =
f f)p*+Pq" " tap

—fp(ﬁ | P)f(p | @)dp = (3)°
f f(@)p°d" “dp

W wielu zastosowaniach praktycznych wazna jest znajomosé nie tyle
prawdopodobienstwa wyrazonego wzorem (2.1II), ile prawdopodobieristwa
warunkowego, ze zmienna losowa By przyjmie warto§é nie wiekszg od
pewnej wartoéei 8, gdy zmienna losowa A4, przyjmie warto$é a. Prawdo-
podobienistwo to wyrazi si¢ wzorem

(2.1II) P(Bla) =P(By <B|4n=10a) =

B 1
5 2( )ff(p)paquvb a+ N— bdp
= D' pbla) = =" .
b=0 of f(p)p°q""dp

Rozpatrzmy teraz pewne szczegdlne przypadki rozkladu zmiennej
losowej P:

(2) zmienna losowa P ma rozklad prostokatny
1 dla O0<p<1l,

(2.14) f(p)=‘0 o pe0ipol

(b) zmienna losowa P ma rozklad beta o stalych parametrach r, s
(-1<r<s+1)(®

_ I+2)
Ir+1)(s—r+1)

(215)  f(p) = P’ dla 0<p<l.

W przypadkach (a) i (b) wzory (2.7)-(2.13), po zastapieniu calek jako
funkeji B Eulera przez ich wartoéei, przyjmujg postaé

1
n+1’

L s+2)(at+r+1)'(n—ats—r+1)
l(a) Tor+0)I(s—r+1)(ntst+2)

(2)

(216)  p(a) =

(b)

(%) Jak wiadomo, w praktyce spotykamy wiele rozkladéw zblizonych do rozkiadu
beta. Znane sy metody szacowania parametréw r i s na podstawie danych
doswiadezalnych. Miedzy innymi w pracy [6] moina znalezé informacje na ten temat,
jak réwniez inne cenne informacje o rozkladzie beta.
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1

n+1’ (a)
(217)  p(B) =

wm LE+2) B+ r+D)I'(N—p+s—r+1) -b

(ﬂ) rr+0)Ir(s—r+1)I(N+s+2) (b)

1 (2)(1;)_ n!Nl(a+p)!(n—atN—p)!

n+N+1'(n—_l*—-1g) Calfln—a)(N—p) (n+ N+ 1)1’

(2)
(2.18) p(a, f) =

('n) (N) I'(s+2)I'(a+pf+r41) . (b)
a/\B] I'(n+N-+s+2)I(r+1)I(s—r+1)’
(n+Dp(a]p) = 0+ 1) (7)™, (a)
(219) flple) = I'(in+s+2) P ats s
FlatriDIm—ats—rin? ¢ 7 (b)
W+1)p(@1p) = F+1)(}) ', (a)
(2.20) f(p|B) = I'(N+s+2) ping-pieer, )
r+r+1)I'(N—p+s—r+1) ’
pla|p) = (Z) »°q"" (a)
(2.21)  f(a,p) = (n) I'(s+2) asrgn-ater, (b)
o)/ P(r+1)I(s—r+1) i
»(81p) = (3) pd", (a)
(2-22) f(ﬁy p) = N P(’8+2) g+r N—B4s—r b
(ﬂ) Ir+1)I(s—r+1) ' ()

W konicu, interesujgcy nas szezegélnie wzoér (2.I1) przyjmuje postaé

(2.1V)

n+1 (n)(g) (1)l (atp) n—atN—p)

n+N+1 (”i?) alpln—a)(n—B) Y (n+N+1)V

(N) 'm+s+2)I'(a+p+r+1)'(n—at+N—B+4+s—7r+1)
[ I'm+N+s+4+2)(a+r+ 1) (n—ats—r+1)

(a)

P(Bla)=

- (b)

Wzér (2.1Va) podano w pracy [5). Mozna go znalezé réwniez u Fishera [3].
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3. Extremum funkeji p(8 | e) = P(By = 8| 4, = a), przy stalych
n, N, a w przypadku (a) lub przy stalych =, N, a,r, s w przy-
padku (b). W przypadku (a), tj. w przypadku gdy zmienna losowa P
ma rozklad prostokatny (2.10), extremum tej funkcji zbadano w pracy [5].
Zbadamy wiee extremum w przypadku (b), tj. w przypadku,
gdy zmienna losowa P ma rozklad beta (2.11). Stosunjac wzér (2.IV)
otrzymujemy

pPB+1la) _ (a+B+r+1)(N—p)
pBla) (B+1)(n—a+N—f+s—7)
Gdy p przebiega wartosci 0,1, ..., N, stosunek ten zmienia sie¢ i jest nie

mniejszy niz 1, dopdéty funkeja rozpatrywana nie maleje; zachodzi to dla

8 < (N+1)(a+7) 1
= n+s ’

Dyskusja poszczegélnych przypadkéw prowadzi do nastepujacego
twierdzenia:

TWIERDZENIE 2. Przy stalych n, a, N, r, s:

10 Jezeli (N+1)(a+7) <n-+s, to p(B|a) jest funkcja malejacq B,
tzn. przy B = 0 osiqga warto$¢ najwiekszq

(3.1) max[p(|a)] = P(By = 0| 4, = a) =

B I’(n+s+2)1’(n——a+N+s—r+1_)_
T I'mn+N+4+8+2)'n—ats—r+1)’

a przy B = N — wartosé najmniejszg
_ F(n+s+2)1’(a+N+r+1)_
- I'm+N+s+2)I(atr+1)°

20 Jezeli a+r = n-+s, to p(B|a) jest funkecjg rosnaca B, ten. przy
B = N osigga warto$é najwigkszq

(3.2) min[p(fle)]=P(By=N|4,=a)

(3.3) max[p(fla)] =P(By=N|4,=0a) = —— "

a przy B =0 — warto$é najmniejszq

_ N'T(n+5+2)

 I'(n+N-+s+2)

(N+1)(a+7)
(n+s)

naturalng, to p(B|a) osigga te samaq najwickszq warto$é zaréwno dla
B="k—1, jak i dla 8 =%

(3.5) max[p(Bla)] =P(By=k—1|4,=a)=P(By=k| A4, = a).

(3.4) min[p(f|a)] =P(By =0]|A4, =a)

3° Jeteli at+r = n+s oraz =k, gdzie k jest liczbq
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N+1
40 Jeseli (—-—_*(_—-—_)'_(:)M nie jest liczba naturalng, to p(B | a) osiqge
"
najwiekszq wartosé, gdy p rowna si¢ najwigkszej liczbie calkowitej 1 mniej-
e (N+1)(ad7)
sz6j nig —————:
(n+s)
(3.6) max[p(f | a)] = P(By =1| 4, = a).

Ponizej, dla przykladu pedano wartosci g, dla ktérych zachodzi
maksimum przy pewnych wartosciach », N, a, 7, s.

” ' a l N ‘ Bo n I a I N B
100 5 500 17 100 5 500 14
r=1 100 6 500, 20 r=3 100 6 500, 16
8 =175 200 10 500 20 s = 178 200 10 500 17
200 10 | 1000 40 260 10 | 1000 34

4. Zagadnienia graniczne
1. Obliczmy warto§é graniczng p (8 | a) przy stalych N, g, zakladajae,
Ze n oraz a rosny nieograniczenie w ten sposéb, ze stosunek

a

(4.1) '; =ps (Po #0,p0 #1)

pozostaje staly. Mamy zatem obliczyé
1
J‘f('p)pa-{-ﬁqn—a+N—ﬁdp

(4.2) lim p(8|a) = (JZ) lim
Pomacast m-eonst  [f(2)P°q""dp
W tym celu oznaczmy
(4.3) P—po=h, gdzie gy =1-—p;
wowezas ¢— gy = —h oraz
a, n—a a n—a(l h )a (1 h )n—a
Paq = Po4o I o

Po analogicznym przeksztalceniu w liczniku wyrazenie (4.2) przyjmie postaé

29 nPy+B b ngg+M—p
J 1@+ po) (1+ —) (1 - ——) dh
4 N s N_p q:0 PO Po Qo
( 4) (ﬂ) y) n]ig: ay b nPg h ndy
pg=const ®) (4 (1+ —) (1— —) ah
1 t+pa |1+ - P

—Pq
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Wykazemy, ze przy pewnych zalozeniach sformulowanych ponizej,
granica we wzorze (4.4) jest 1. Jest to réwnoznaczne z tym, ze

9

h \"Po h \™o
(4.5) lim FO(h+ po) (1+ ) (1——) X
0

N—->00 q 0

pg=const ~Po
h\?{( h\N-#
X[(1+—) (1——) —l]dhz().
Po %o

Wyrazenie zawarte w nawiasie kwadratowym nie zalezy od =, a bedac
funkcja ograniczong ma te wlasno$é, ze jego warto$é bezwzgledna ma
kres gérny (skoneczony). Wystarczy wiee udowodnié, ze

(4.6) lim f P+ po) (1+ h )npo(l— i)nqoalh —o.

n—->00 /)
pg=const ~Po

0t6z, rozpatrujac przebieg funkeji

h \"Po h \"
D,(h) = (1+ ———) (1— —)
Do Go

w przedziale —p, < b < ¢, PrZy » — oo, oraz zakladajac ograniczonosé
drugiej pochodnej funkeji f(»p) w pewnym otoczeniu punktu p,, wykazano
(dla innych celow) w pracy [4] mozliwo$§é oszacowania calki wystepujacej
w (4.6) za pomocy wyrazenia

2 040 —2w
(&.7) )/ R (o) 0,

gdzie 1 < w < }. Z oszacowania (4.7), przy » — oo, wynika bezposrednio
stuszno§é¢ wzoru (4.6), a tym samym prawdziwo$§é tego, ze granica we
wzorze (4.4) jest rowna 1. Otrzymujemy wiec wzor graniczny:

(4.V) lim p(g|a) = (ﬁ)pﬁqé" .

Pp=const

Otrzymany wynik jest interesujacy: méwi on, ze niezaleznie od
gestosci prawdopodobienistwa a priori f(p), przy podanych wyzej zatoze-
niach wyrazenie graniczne p(f|a) jest réwne prawdopodobienstwu,
ze w N do§wiadczeniach niezaleznych o stalym prawdopodobieristwie p,
zdarzenia pomys$lnego, zdarzenie zajdzie dokladnie B razy. Inaczej
moéwige, wyrazenie graniczne p(f|a) jest dane wzorem Bernoulliego.
Wzér (4.V) jest wiee znacznie ogélniejszy od wzoru (II) pracy [5].
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2. Obliczmy teraz graniczng warto$¢ prawdopodobienstwa p(f | a)
przy stalych = i o, zakladajae, ze § i N rosng nieograniczenie w ten sposéb,
ze stosunek

(4-8) ‘—=Po (Po#:O’Po?':l)

pozostaje staly, tj. obliczmy

1
[f(p)p*+Pq"—a+N-tgy

(4.9) lim p(f|a) = lim (l; —
[Siipset Pl oonst 0f f(p)p°q"“dp

Przeksztalcajac wyrazenie pod znakiem granicy przy uzyeciu wzoru Stir-
linga, jak réwniez wykorzystujac oszacowanie (4.7) (przy innych oeczy-
wifcie oznaczeniach) otrzymujemy taksa jego postaé:

PQy[fP (Po)+0(n™>)]
1
N 0f f@)p°q" dp

(4.10) , gdzie @, =1-—P,.

Granicg tego wyrazenia przy N — oo jest zero, lecz z postaci wy-
razenia wnioskujemy, ze rzgdem zbieznosei do zera wzgledem 1/N jest 1,
oraz ze
(p) (Pg)
(4.VI) 3m {(Np(B|a)} = — 7P Pigy"
Po—oonst 0f f(p)p°q"dp

W przypadku (a), gdy zmienna losowa P ma rozklad prostokatny
(2.10), jest oczywiscie f)(P,) = 1, a po zastgpieniu calki jako funkeji B
Eulera przez jej warto§é otrzymuje si¢ wzér (III) pracy [5].

(4.11) lim {Np(8|a)} = (nt+1) (Z)P:QZ,‘"".
N-ooo

Py=const

W przypadku (b), gdy zmienna losowa P ma rozklad beta (2.15),
otrzymuje si¢ wzér

atrnn—a4-S—r
(412) lm{Np(B|a)} = 1P° % =

ofpa+rqn—a+s—rdp

. I'in+s842)
" Tla+r+1)T'(n—at+s—r+1)

atrn4a—s—r
Pyes .
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5. Wartosci oczekiwane i wariancje

a) Wartosei oczekiwane i wariancje zmiennych losowyeh A, i By.
Na podstawie wzoréw (2.7) i (2.8) mozemy otrzymaé ogdlne wzory dla
wartosci oczekiwanych zmiennych losowych 4, i By, wynikajace bez-
posrednio z definicji wartodci oczekiwanej:

n n 1
B(4,) = ) ap(a) = ) a(Z) [fp)p°q"dp,
a=90 a=0 1}

(5.1) N N 1
B(B,) = 3 608 = ) 8 (3) [f0)'a*~"ap.
=0 B=0 o

Mozna jednak obliczyé E(4,) i E(By) w sposob latwiejszy, korzystajac
z tego, ze warunkowe wartoSei oczekiwane zmiennych losowych A4, i By
wzgledem losowo otrzymanej warto§ei zmiennej losowej P — rozpatry-
wane jako zmienne losowe E(A4, | P) i E(By | P) — s3 funkejami zmien-
nej losowej P,

(5.2) E(A,|P)=nP, E(By|P)=NP,

oraz z tego, ze ich wartofei oczekiwane sy wartofciami oezekiwanymi
zmiennych losowych A4, i By,

(5.3) E[E(4,|P)] = E(4,), E[E(By|P)]= E(By).
Mamy zatem, biorge wartosci oczekiwane prawych stron réwnosei (5.2),
(5.VII) E(4,) = nE(P), E(By)= NE(P).

Aby otrzymaé wzory ogélne na wariancje zmiennych losowyeh A4,
i By, okre§lone jako

%, = B(A2)—E*4,), ok, = E(BY)—E*(By),

trzeba jeszeze obliczyé drugie momenty tych zmiennych losowych E(A4;)
i E(BY). Zamiast korzystaé z bezposrednich wzoréw opartych na definicji
drugiego momentu

n

N
B4l = Dape) i EBY =) pw0),
=0

a=0

analogicznych do wzoréw (5.1), zastosujemy znowu metode posrednis.
Przez analogi¢ do (5.3) mamy

(5.4) E(4};) = E[E(A|P)], E(BY) = E[E(BY|P),
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ale, jak wiadomo z teorii rozkladéw Bernoulliego,

E(AL | P) = nPQ+ n?P? = nP+ n{n—1)P2,

5.5

©-5 E(B% |P) = NPQ+N*P2 = NP+ N(N—1)P2.
Mamy wige

(5.6) E(4;) = nB(P)+n(n—1)E(P?),

E(B%) = NE(P)+N(N—1)E(P?).

Relacje wyrazone wzorami (5.VII) i (5.6) s3 szezegblnymi przypad-
kami nastepujgeego twierdzenia ogdlniejszego:
TWIERDZENIE 3. Jeseli k-ty moment warunkowy jakiejkolwiek zmiennej

losowej U wzgledem dowolnie ustalonej wariodci v innej zmiennej losowej V
jest wielomianem m-tego stopnia z¢ wzgledu na v, tj. jesels

(5.7) E(U" | v) = Wn(v),
gdzie
(5.8) Wn(v) = ag+ 6,0+ a,024...+ @, 0™,

lo k-ty moment zmiennej losowej U wyraza si¢ wzorem
(5.VIII) E(U* = ay+ a,E(V)+ a,E(V¥)+...+ a6, E(V™).

Dowéd jak wyzej, z odpowiednia zmiang oznaczen.
Ogélne wzory na wariancje zmiennych losowyeh 4, i By otrzymamy
biorgc pod uwage wzory (5.VIII) i (5.6):

(5.IX) o’ = B(A})—E*(4,) = nE(P)[1-E(P)]+n(n—1)d},
' o%, = B(Bk)—E*(By) = NE(P)[1—E(P)]+N(N—1)d}.

Wzory (5.IX) sg znanymi wzorami dla wariancji liczby zdarzenh pomysl-
nych w schemacie urnowym Lexisa [1], [7].

Obliczmy teraz wartosei oczekiwane, drugie momenty i wariancje
zmiennych losowych A4, i By w interesujacych nas przypadkach szeze-
gélnych: (a) — gdy P ma rozklad prostokatny (2.14), oraz (b) — gdy P
ma rozklad beta (2.15). Po zastosowaniu odpowiednich wzor6éw i zastgpienin
w przypadku (b) calki jako funkeji B Eulera przez jej wartosé, z wykorzy-
staniem relacji rekurencyjnej

() = (t—1)IiE—1),
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otrzymamy

(5.9)

(5.10)

(5.11)

E
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1
P—l dp = ?
()—ofpf(p)p— ey

s+2’
1
E(P2) = [ pf(p)dp =
(P?) “fpf(mp (D42

9y

(s+2)(s+3)’

1

Ja?

2 = E(PY)—FP) =

(r+1)(s—7r+1)
(5+2)%(s+3)

(a)

(b)

(a)

(b)

(a)

(b)

Stad, po podstawieniu do wzoréw (5.VII), (5.6) i (5.IX), otrzymujemy:

(5.X)

(5.12)

E(4;) =

BB =

i
E(4,) = 2
nl — r4+1
n—0;
s4+2
| IR
E(B |2’
N) = ey
s+2
n(2n—l—_1_)
6 9
n(r+1)[n+s‘+2+(.n—l)(r—l—l)].
(s+2)(s+3) ’
N(2N+1)
6

N+ )IN+s+2+F—1)r+1)]
(s+2)(s+3) ’

()

(b)

(2)

(b)

(2)

(b)

(b)
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n(n-+2)
N T ®
G4 =
n n(n+s+2)r+1)(s—r+4+1) ) )
(s+2)(s+3) ’ |
(5.X1)
N(N+2)
. T (2)
OBy =—
N(N+s+2)(r4+1)(s—r+1) (b
(s+2)*(s+3) ’

Zauwazmy, ze w obu przypadkach (a) i (b) wariancja zmiennej lo-
sowej A, jest rzedu O(n?), a wariancja zmiennej losowej By jest rzedu
O(N?):

(5.13) o, = 0(n?), o, = O(N?).

W dalszych rozwazaniach dotyczacych zmiennych losowych wa-
runkowych bedziemy brali pod uwage wylgeznie zmienng losows By | a.
Otrzymane wyniki beda oczywifcie wazne i dla zmiennej losowej warun-
kowej A, | B, z odpowiednia zmiang oznaczen.

b) Warto§é oczekiwana i wariancja zmiennej losowej warunkowej
By | a. Opierajge sie na (2.IT) mozemy napisaé ogélny wzoér na warunkowsg
warto§é oczekiwang zmiennej losowej By, przy zaloieniu, ze 4, = a,
korzystajac. bezposrednio z definicji

TMz

28 (5) [p o= —tap
(5.14) B(By|a) = Zﬂp(ﬂla) - :
[f@)p'd"ap

Latwiej jest jednak obliczyé E(By|a) W sposéb pofredni. Stosujac
wzdr (1.I) z zamiang x na e, ¥ Da f, 2 na p, otrzymujemy

(515) E(By|a) = Zﬂfp(ﬁ | 2)f(p | @)dp =
= [fwla) Zﬁp(ﬂ | p)dp = ff(p | a)E(By | p)dp.
0 B=0 0

Podstawiajac E(By | p) = Np, otrzymujemy wzdér ogélny

1
(5.X1I) E(By|a) =N [pf(p| a)dp = NE(P | a).



92 W. Krysicki i M. Olekiewicz

Aby otrzymaé wzér na wariancje By | a, trzeba jeszeze obliczyé
drugi moment E(BY | a). Przeksztalcenia analogiczne do (5.15) prowadzg
do wzoru

1
(5.16) E(By|a) = [f(p | )E(BY | p)dp,
[1]

skad, podstawiajac E(B% |p) = Np+N(N—1)p2, otrzymujemy
(5.17) E(B% | a) = NE(P | o)+ N(N—1)E(P? | a).

Relacje wyrazone wzorami (5.X1II) i (5.17) sg szczegbélnymi przypad-
kami twierdzenia ogdlniejszego, bedacego rozszerzeniem twierdzenia 3.

TWIERDZENIE 4. Jezeli zmienne losowe warunkowe X |z ¢ Y |z sq
niezalezne (wzdr (1.1)) oraz k-ty momeni zmiennej losowej warunkowe)
Y | z jest wielomianem m-tego stopnia ze wzgledu na z, tj. jeszeli

(5.18) E(Y*|2) = Wy(2),
gdzie
(5.19) Woo(2) = bg+ b2+ b2+ ... 4+ b, 2™,

to k-ty moment zmiennej losowej warunkowej Y | x wyraia si¢ wzorem
(5.XIII) EB(Y*|z) = by+b,E(Z | 2)+b,EB(Z2 | ) +...+ b, E(Z™ | x).

Dowédd jak wyzej, z odpowiednig zmiang oznaczen.
Ogélny wzér na wariancje zmiennej losowej warunkowej By | a
otrzymamy biorage pod uwage wzory (5.XII) i (5.17):

(5.X1V) 08yie = B(By | a)—E*(By | a) =
= NE(P| o)[L—E(P | )+ N(N—1)cb,,.

Na podkre§lenie zashiguje ta sama struktura wzoru na wariancje
zmiennej losowej warunkowej By | a, co na wariancje zmiennej losowej By,
mianowicie struktura charakterystyezna dla wariancji w schemacie urno-
wym Lexisa. Zmienna losowa warunkowa By | a réwniez podlega prawom
tego schematu.

Obliczmy teraz warto$é oczekiwang, drugi moment i wariancje
zmiennej losowej warunkowej By | @ W interesujacych nas przypadkach
szezegblnych: (a) gdy P ma rozklad prostokatny (2.14) oraz (b) — gdy P
ma rozklad beta (2.15). Po zastosowaniu wzoru (2.19) otrzymujemy wzory
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(znane dla przypadku (a)):
at+1
n+2’

at+r+1
n+s+2’

I (a+1)(a+2)

1 2 ,

(5.21) E(Pt|a) = fpzf(p | a)dp = I(’n-l- Yn++3)
0

, (a)
(5.20) E(P|a) = [pf(p|a)dp =
' (b)

(2)

(a+7r+1)(a+7r+2)
(n+s+2)(n+s+3)’

(b)

l (a+1)(n—a+1) @

(n+2)2(n43) ’
(a+7r+1)(n— a—*—s—r—i-‘l_)
(n+s4+2)*(n+s8+43)

(5.22) 0P, = E(P*|a)—E*P|a)=
| (b)

Stad, po podstawieniu do wzoréw (5.XII), (5.17) i (5.XIV), otrzymujemy
N at1 ’
n-+2
Na—i—'r—l—l;
n+s42
N(a+1)n+N+2+(N—1)(a+1)
B (n+2)(n+3) ’
| N(a+r+1)n+N+s+2+ N —1)(atr41)
[ (n+s+2)(n+38+3) ’
N(n+N+2)(a+1)(n—a+1)
s (n+2)%(n+3) ’
Byie = Nn+N+s+2)(atr+1)(n—ats—r+1)
(n+s+2)2(n+s+3) )

(a)
(5.XV) E(By|a) =
(b)

(@)
(5.23) E(B%|a)

(b)

()
(5.XVI)

(b)

Wynik (5.XV) dla przypadku (a), otrzymany w pracy [5] jako wzér (IV),
wyprowadzono tu w sposéb znacznie prostszy. Udowodnili§my wige

TWIERDZENIE 5. Wartodé oczekiwana ¢ wariancja zmiennej losowe)
warunkowej By | a wyratajq si¢ w ogdlnym przypadku wzorami (5.XII)
1 (3.XV), a w przypadkach szczegdlnych (2) — gdy P ma rozklad prosto-
katny (2.14) oraz (b) — gdy P ma rozklad beta (2.15) — wzorami (5.XV)
¢ (5.XVI).

Zbadamy teraz zmienno§¢ wariancji warunkowej 0’pyie  08ODDO
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dla przypadku (a), gdy zmienna losowa P ma rozklad prostokatny (2.14)
i dla przypadku (b), gdy P ma rozklad beta (2.15). Wariancja ta przy
statych wartoéciach n, N lub n, N r,s jest funkeja a (¢ = 0,1, ..., n).

(a) P ma rozklad prostokatny (2.14). Przedstawmy wariancje wa-
runkowg (wzér (5.XVI)) w postaei

0'2BN|a = g(n, N){a+1)(n—a-+1),

gdzie
_ N®+N+2)

(n42)2(n+43)

p(n, N)

Wynika stagd natychmiast
TWIERDZENIE 6. Wariancja warunkowa o v la dana wzorem (5.XVI) —

przypadek (a) — ma dwae jednakowe minima przy o =0 i przy a = n:
. N(n+1)(n+N+2)

= 2 - d

(0'24) mlno'zB‘\‘lu = O'BA'[An=0 = 6.2BN|A"=n = (n+2)2(n+3)

Gdy n jest liczbq parzystq, maksimum wystepuje w a = in, gdy z2a$ n
jest liczbg nieparzysta, dwa jednakowe maksima znajdujq si¢ w o = }(n—1)
oraz w a = }(n+1):

w (ptrzy a = %n)
(5.25) maxock, ., = 4(nt3) ’
NeE T Nm+1)(n+ N +2)
4(n+2)

(prey a = {(n—1), $(n+1)).
W oprzypadku n =1, wartoéci obu maksimow ¢ obu minimow sq, co
widaé ze wzorow (5.24) ¢ (5.25), jednakowe:

. N(N+3)
(5.26) ma:XO'?B‘\.la = mlnG’%NIa = O"ZBN[‘41=0 = 623N1A1=1 = —TS——‘.
Sens twierdzenia 6 jest taki, ze spoS§réd n-1 zmiennych losowych
warunkowych By |a (¢ =0,1,...,n) zmienne losowe By |4, =0

i By | A, = n majg najmniejszg wariancje, dang wzorem (3.24), najwiekszg
za§ wariancje ma zmienna losowa By | 4, = in (gdy n jest parzyste),
badZz zmienne losowe By | A4, = 3(n—1) i By| 4, = }(n+1) (gdy »
jest nieparzyste) (wzory (5.25)). Gdy » = 1, to w klasie (By | a) sg tylko
dwie zmienne losowe: By | A, = 0 oraz By | A, =1 i obie te zmienne
losowe maja jednakows wariancje dang wzorem (3.26).

(b) P ma rozklad beta (2.15). Przedstawmy wariancje warunkows
(wzér (5.XVI)) w postaei

0Byia = p(n, N,8)(a+7r+1)(n—at+s—r+1)

gdzie
N(mn+N+s+2)

w(n7 Z\Ta 8) - .
(n+s+2)2(n+s+3)
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Wiynika stad, po przeprowadzeniu dyskusji, nastepujace

TWIERDZENIE 7. Minima ¢ maksima wariancji warunkowej 02BN|ay
okreslonej wzorem (5.XVI)—przypadek (b)— ksztaltujq si¢ w sposéb
nastepujqey :

Minima:

1. Gdy r < }s, minimum wyslepuje w a = 0, przy czym jest ono
funkejq rosnacq r.

II. Gdy r = }s, dwa jednakowe minima wystepujq w o = 0 % a = n,
przy czym ich warto$é jest wigksza niz w przypadku 1; wtedy maksimum
wystepuje w a = In, gdy n jest parzyste, badé wystepuja dwa jednakowe
maksima, w a= i(n—1) ¢ w a=}(n+1), gdy n jest nieparzyste.

II1. Gdy r > }s, minimum wysiepuje w « = n (mniejsze co do war-
tosei niz w preypadku II), pray czym jest ono funkcja malejqeq r:

N(n+N+s+2)(r+1)(nts—r+1)
(n+s+2)3(nts+3)
przy a =0, jesli r < }s,
N(n+N+s+2)(s+2)(2n+s42)
(5.27) minog, ; = 4(n+s+2)2(n+s+3)
pray a =0,n, jesi r = }s,
Nn+N+s+2)(n+r+1)(s—r+1)
(n+s+2)2(n+s+3)
pray a =mn, jesli r > is.

Mamy zatem

(5.28) maxminoy.. , = N(n+N+s+2)(s+2)(2n+542)
. , a Bpia — 4(n+8+2)2(n+s+3) ’

tj. najwigkszq wartodé ma minimum pray a = 0,n (gdy r = }s).

Maksima:

I. Gdy r < ¥(s—n), maksimum wystepuje w o = n, przy czym jest
ono funkecja rosnaeq r, osiggajaca najwickszq wartosé w r = (8—n)/2.

II.Gdy (s —n) < r < }(s+n):

10 Jesli 4(n+s—2r) =m =1,2,...,n—1, to maksimum wystepuje
W a=m, przy czym jest ono jednakowe dla wszystkich wartosci r i rowne
najwiekszej wartosei z przypadku I;

20 Jesli 3(n+s—2r) = A, gdzie A jest liczbg mniecatkowitq, to maksi-
mum wystepuje badé w a =1, badé w a = 1+ 1, badé tez wystepujq dwae
jednakowe maksima w a« =14 prey a =1+1, gdzie 1 =1,2,...,n—1
Jjest najwiekszq liczbg calkowitq mniejszq od A, zaleénie od nastepujacych
przypadkiw :
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1) jesti 1 = A— %, to dwa jednakowe maksima zachodzq przy a =1
i pray a =141, przy czym warto$é ich nie zaledy od r,

2) jesli 1 > A— %, to maksimum zachodzi przy a =1,

3) jesli 1 < A— %, to maksimum zachodzi przy a = 141.

ITI. Gdy r > %(s+n), to maksimum zachodzi przy a = 0, przy czym
jest onmo fumkcja wmalejaca r, o najwigksza jego wartosé zachodzi przy
r = }(8+mn) i jest rowna najwickszej wartosci maksimum z przypadku 1.

N(n+N4+s+2)(n+r+1)(s—r+1)
(n+s+2)*(n+s+3)
przy a =mn, gdy r < H{s—n)

N(n+N+s+2)
4(n+s8+3)

prey a =n, gdy r = (s—n),
N(n+N+s8+2)
4(n+s+3)
pray a =m, gdy 3(s—n)<r < }(s+n)
oraz (n+s—2r) =m,
N(n+N+s+2)(nts+1)
4(n+s+2)2
pray e =1,14+1, gdy 3(s—n) <r < §(s+mn)
oraz Y(n+s—2r)=21il=21—14,
E(_’}j_-N—i-S-*-2)(l+7‘+1)(”—l+8—r+1)
(n+s+2)2(n+s+3)
przy a =1, gdy d(s—n) <r < $(s+7r)
oraz 3(n+s—2r)=21il1>1—4%,
N(n+N+s+2)(l+r+2)(n—l+s—r‘)
(n4-s+2)2(n+s+4+3)
przy a =141, gdy d(s—n) <r < §(s+7)
oraz f(n+s—2)=21il<i—4,
_l_V(n+N+8+2)
4(n+s+3)

(5.29) maxog,, =

prey o =0, gdy r = }(s+n),
Nn+N+s+2)(r+1)(n+s—r+1)
(n+s+2)%(n+s+3)
przy a =0, gdy r > 3(s+n).
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Mamy zatem
N(n+N+s+2)
(5.30) mf,xmf,xaigNla = fnist3)

tj. najwigksza warto$¢ maksimum zachodzi b.qdé pray a=mn (gdy r =
= $(8—n)), badé przy a=m=1,2,...,n—1 (gdy (s—n)<r<
< }(s+n)), badé pray a =0 (gdy r = }(s+n)).

¢) Wariancja warunkowej wartofci oczekiwanej E(By | 4,). Korzy-
stajac ze wzoru (5.XII), wyrazimy t@ warunkowsg warto§é oczekiwang
jako funkeje zmiennej losowej 4,,

E(By| 4,) = NE(P| 4,),

skad otrzymamy ogélny wzér na wariancje
(5.31) ety an) = N20ap) 4,)-

Obliczmy te wariancje dla interesujacych nas przypadkéw: (a) —
gdy P ma rozklad prostokatny (2.14) oraz (b) — gdy P ma rozklad beta

(2.15).
Poniewaz w przypadku (a) mamy
A,+1
B(P| ) =10
a w przypadku (b)
_Aptr+1
E(P | 4,) = wrst2
(por. wzory (5.20)), wiec
i (2)
— a
(n+2)2’
(5.32) 5@ 40) = 2
O'An
(n+s+2)F ®)
Podstawiajae wartosei af,n z wzoréw (5.XI), otrzymujemy
nN2
(5.XVII 3 12(n+2)” *
. ) CEBy|4p) = aN2(r+1)(s—r+1) )
(s+2)2(s+3)(n+s+2)

Udowodniliémy wige

TWIERDZENIE 8. Wariancja warunkowej wartosci oczekiwanej E(By | A,)
wyraia si¢ w preypadku ogdlnym wezorem (5.31), a w przypadkach szczegdl-
nych: (a) — gdy P ma rozklad prostokqiny (2.14) oraz (b) — gdy P ma roz-
klad beta (2.15) — weorami (5.XVII).

Zastosowania Matematyki, VII, 1 7
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d) Warto§é oczekiwana wariancji warunkowej G%NI 4, Powyzszg
warto§é oczekiwang obliczymy na podstawie znanej zaleznofei jako
réznice dwu wielkogei juz obliczonych,

(5.33) E(0%}) 4,) = OBy— OBy 4n)

gdzie odjemna jest wyrazona wzorem (5.IX), a odjemnik wzorem (5.31).

Dla interesujacyech nas przypadkéw szczegdlnyeh (a) — gdy P ma
rozklad prostokatny (2.14), oraz (b) — gdy P ma rozklad beta (2.15),
otrzymujemy, po podstawieniun (5.XI) i (5.XVII),

N(n+N+2)

5.XVIII) E(d _f ey (a)

®. ) BOBnan) = N st 2) 1) 5—r 1) (b)
(s+2)(s+3)(n+s+2)

Udowodnilismy wiee

TWIERDZENIE 9. Warto$é oczekiwana wariancji warunkowej o%. .4,
wyraza sig w przypadku ogdlnym wzorem (5.33), w kidrym odjemna jest
dana wezorem (5.I1X) a odjemnik wzorem (5.31), w przypadkach za$ szezegdl-
nych (a) — gdy P ma rozklad prosiokeiny (2.14) oraz (b) — gdy P ma
rozklad beta (2.15) — wezorami (5.XVIII).

e) Udziat skladnikéw warianeji G%N' Zbadajmy udzial skladnikéw
w sumie ang wedlug relaeji (5.33) przy statym n oraz N — co. Mamy dla
interesujaeych nas przypadkéw szezegélnych (a) i (b)

2(n+N+2) 9
2 > ’ (a)
E(oBy4,) _ (n+2)(N+2) n+2
By (s+2)(n+N+s+2)  s+2 .
(nts+2)(N+s+2) ntst2’ (b)
(6.XIX) . )
Tipiaw _ l m+2)(N+2)  nt2’ (®)
62BN ”N n

(s +2)(N+s+2)  ntst2’ (b)

Udowodnilismy wiec

TWIERDZENIE 10. Gdy prey stalym n liczba doswiadezeri N — oo,
wéwczas w obu przypadkach szezegdlnych, (2) — gdy P ma rozklad prosto-
katny (2.14) oraz (b) — gdy P ma rozklad beta (2.15), wszystkie trzy wiel-
kosci: 1) wariancja zmiennej losowej By, 2) wariancja warunkowej war-
todci oczekiwanej E(By | A,) oraz 3) warto$é oczekiwana wariancji warun-
kowej oby 4, T0Sng nicograwiczenie (dokladmiecj: sq reedu O(N?)); stosunki
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wielkosci 2) do wielkosci 1) © wielkosei 3) do wielkosei 1) wyrazaja wzory
(5.XIX).

6. Kowariancja i wspolezynnik korelacji zmiennych losowych
4, 1 By. Z definicji kowariancji mamy

(6.1) Cov(4,, By) = E{[A,—E(4,)]1[Bx—E(By)}},
co latwo doprowadza si¢ do dogodniejszej w uzyeiu postaci
(6.2) Cov(4,, By) = E(A,By)—E(A,)E(By).

Czynniki odjemnika sg juz obliczone, trzeba wiee jeszeze obliczyé drugi
moment mieszany, jakim jest odjemna. W tym celu skorzystamy ze
znanej relacji
(6.3) E(4,By) = E[E(4,By | P)].

Zmienne losowe warunkowe 4, | P i By | P s3 niezalezne przy kazdej
mozliwej wartofei P, a wige

E(A.By | P) = E(A, | P)E(By | P),
i wzér (6.3) przyjmuje postaé

(6.4) E(A,By) = E[E(4, | P)E(By | P)].
Poniewaz, na podstawie (5.2), E(4, |P) = nP, E(By|P) = NP, wige
(6.5) E(A,By) = nNE(P?).

Stad, korzystajac z (5.VII) otrzymujemy ogélny wzér na kowariancje
zmiennych losowych A, i By:

(6.XX) Cov(4,, By) = nN[E(P?)—E*(P)] = nNob.

Wispélezynnik korelacji zmiennych losowych 4, i By wyraza sie,
2godnie z definicja, wzorem ogélnym, tj. wzorem

A,,B nNo}
(G-XXI) QAnBN = OOV( "I N) = L =

04,%By 04,08y
B nN
[+ ZEEQ [y, ZOE@]

n. N
CuanBy = QAIBJ/H(n_l)eA,BI ]/ 1+(¥N—1)ess’

gdzie E(Q) =1—E(P) 2 04,8, = op/E(P)E(Q) jest wspblezynnikiem
korelacji zmiennych losowyeh 4, i B,.
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Obliczmy teraz drugi moment mieszany, kowariancje i wspélezynnik
korelacji dla interesujgcych nas przypadkéw szczegélnych: (a) — gdy P
ma rozkiad prostokatny (2.14) oraz (b) — gdy P ma rozklad beta (2.15).

Korzystajae z wzoru (5.10), otrzymujemy na podstawie (6.5)

nN

T) (a')
aN{(r+1)(r+2)
(s+2)(s+3) °

(6.6) E(A4,By) =
l (b)

Korzystajge z (5.11), otrzymujemy na podstawie (6.XX)

nN
v (a)
(6.XX1I) Cov(4,, B) = nN(@r+1)(s—r+1) (b)
(8+2)%(s+3)

I wreszcie, korzystajac ze wzoréw (5.XII) otrzymujemy na podstawie
(6.XXI)
nN
(n+2)(¥ +2)’
nN
(n+s+2)(N+s54+2)

(a)

(b)

UdowodniliSmy wiee

TWIERDZENIE 11. 1° Kowariancja zmiennych losowych A, i By wyrasa
sie w przypadku ogdlnym wzorem (6. XX1), a w przypadkach szczegdlnych:
() — gdy P ma rozklad prostokginy (2.14) oraz (b) — gdy P ma rozktad
beta (2.15) — wzorami (6.XX1I), przy czym w przypadku ogdlnym jest ona
proporcjonalna zaréwno do n, jak ¢ do N ze wspdlczynnikiem proporcjonal-
nosei op, a wige w preypadku (2) 1/12, natomiast w preypadku (b)
(r+1)(s—r+1)/(s+2)2(s+3).

20 Wspdlezynnik korelacji tych zmiennych losowych wyraza si¢ w ogdl-
nym przypadku wzorem (6.XXI), a w przypadkach szczegdlnych (a) ¢ (b) —
wzorams (6. XXIII).

Wyprowadzimy stad wnioski: Gdy przy staltym n liczba doéwiadczen N
rosnie nieograniczenie, wspoélezynnik korelacji zmiennych losowyech A4,
i By dazy do Vn/(n+2) w przypadku (z), a do Vn/(n+s+2) w przypadku
(b), a wiee w przypadku (a) dla » rzedu kilkudziesieciu, a w przypadku (b)
dla » duzych w poréwnaniu z s jest on, praktycznie biorge, nieznacznie
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mniejszy od 1. Gdy jednoczesnie n i N rosng nieograniczenie, otrzy-
mujemy w obu przypadkach
lim o 4,By = 1.

N—>00
Nesroo

7. Mozliwosci zastosowan praktycznych. Wytwarzanie pewnych
partii towaru moze nieraz zalezeé od pewnego ustawienia technicznego
trwajgcego bez zmiany przez czas wytwarzania danej partii, a dokony-
wanego na nowo dla nastepnej partii. Jesli tak jest, to wadliwo§é p partii
jest realizacja zmiennej losowej P, ktorej forma rozkladu i parametry
moga byé oszacowane na podstawie dlugotrwalej obserwacji procesu
produkcyjnego. Moze sie np. okazaé, ze rozklad liczby sztuk niedobrych,
w n-sztukowych probkech, pobranych z jakiejkolwiek partii biezgcej, nie
bedzie rozkladem dwumianowym, lecz omawianym w pracy niniejszej
rozkladem zmiennej losowej 4,. Wprawdzie dwumianowym bedzie roz-
klad warunkowy A4,{P = p, tj. dla prébek z tych partii, w ktérych
wadliwos§é jest stale p, ale partii tych umiejscowié nie mozemy, poniewaz
wartosci p pozostaja nieznane. Dlatego wydaje sie, ze statystycznag kon-
trole jakosci racjonalniej jest przeprowadzié, korzystajac z rozkladu bez-
warunkowego zmiennej losowej A,,, bedacego modelem teoretycznym dla
wynikéw z faktyeznie pobieranych prébek na calej rozciaglosci proeesu
produkeyjnego, niz z warunkowych rozkladéw dwumianowych 4, | P = p,
bedacych modelami dla wynikéw z pomy§lanych, ale faktycznie nie prze-
prowadzanych powtérzen préb z tych samych wyizolowanyeh partii
(lub dla wynikéw z préb faktyeznie wprawdzie przeprowadzanych z réz-
nych partii, ale nie wiadomo z jakieh). Ograniczenie si¢ do rozkladéw
warunkowyech A4, | P = p, w ktéryech wartodci p, pozostajae niewiado-
mymi, nie sa zwigzane zadnym prawem stochastyeznym, nie wykorzy-
stuje informacji, jaka daje to prawo, ktdére odzwierciedla przeciez pewne
wlasciwoéei proecesu technologicznego.

Statystyczng kontrole jako§ci mozna pojmowaé jakeo ciag zabiegdw,
w ktérym wyniki biezgce moga byé wykorzystywane dla oceny wynikéow
nastepnych. Tak na przyklad realizacja zmiennej losowej A4,, stuzgea
do oceny partii biezgcej, moze staé sig jednoeze$nie informacja pomocng
Przy ocenie nastepnej partii. Stad tez zmienne losowe By | 4, = a mogs
rowniez znaleZé zastosowanie praktyczne w statystycznej kontroli jakosei
Prowadzonej w warunkach okre§lonego procesu technologicznego.

Prace cytowane

[1] A. C. Aitken, Statistical mathematics, Edinburgh and London 1957.

[2] E. B. Jurxun, Kaaccol skeusasenmuviz cayuainuiz seaunur, YMH, 7. VIII,
2 (54) (1953), sir. 125-130.

[3] R. A. Fisher, Statistical methods and scientific inference, London 1959.



102 W. Krysicki i M. Olekiewicz

[4] W. Krysicki, Twierdeenie graniczne o wyrazach wyiszego rzedu w zagad-
nieniu Bayesa, Prace Mat. 1 (1955), str. 93-112.

[5]1 — O polaczonym zagadnieniu Bayesa © Bernoulliego, Zastosow. Mat. 2 (1956),
str. 172-178.

(6] J. Oderfeld, Statystyceny odbidr towaréw klasycznych wedlug alternatywy,
Studia i prace statystyczne, 2 (1950), str. 100-104.

[7]1 M. Olekiewicz, Statystyka jako metoda poznawcza, Zeszyty problemowe
Kosmosu 2 (1956), str. 112.

Praca wplynela 22.7. 1962

B. KPHCHOKH (Mloxar) & M. OMEKEBHY (Tiobaur)

OB OBOBHIEHHOM OBBEJUHEHHH IIPOBJIEM BS5WECA U BEFHYJAIH

PESIOME

B paGore paecmMarpuBaeTcsa Tpoitka caywalHHX mepemeHAHX X, V, Z, Tarux,
4TO YCJIOBHBE ciaydyaltmrie mepemennsie X |2 M y | 2 He3aBuUCHMMH HPU BCAKOM 2. BH-
BOGATCHA HCKOTOPHle CBOMCTBA YCIOBHHIX pacupejiellcHM, CBABaHHHE C dTUMM TPOMH-
KaM¥u CIyJalHHIX NepPeMeHHEIX.

PaccmarpuBas obbepunennyio npoGiaemy DBepmyanum u DBoiteca, BMecTo exy-
yaliwolt mepemenHol Z Gepem cuywaiHYo HepeMeRHY10 P HempepuBHOro THOA, IPH-
HUMAOIYI0 BeIWYMHY p A3 OTKPHTOro MHTepBama (0, 1), a BMecTo YCHOBHHX CIy-
Ya#HHX wepeMeEEHX X |2z um ¥ |2 Gepem OmHoMManbHEe chaydaliHuie NepeMeHHBIE
Ay |p m By | p, ODpMHMMAIONME COOTBETCTBCHHO BeiwduEH a = 0,1,...,n u B =
=0,1,..., N. O6vexuntraas nmpobnema Depmyanu m Balteca csasama ¢ mpobmemolt
Jlexcuca, Tak kKak cayyalimeie mepeMeHHHe A, M By, uMeiolue COOTBETCTBEHHO 0HM-
nagud nE(P) u NE(P) m CcBepXHOPMAJNbHHE JAUCHEPCUM nE(P)E(Q)+n(n—l)02P
u NE(P)E(Q)+N(N—1)ok, onpenenestsi cormacHo ypHoBo# cxeme Jlexcuca.

PaccMaTpMBaOTCA [Ba UYacTHHX Ciaydas pacmpefeneRus caydalimok mepe-
MeHHoit P:

a) mpsAMoyroipHoe pacmupepemenye mpu f(p) =1 8 (0, 1),

r (8+ 2) rqs—r
Tt )re—r+n 2%

Oco6oe BHWMaHWe yjeasercs YCIOBHHIM CIyJaliHHiM HepemeHuniM By |a (¢ =
=0,1,...,n). OGcympaawTca WX PACHAPEACICHAR B JBYX JaCTHHX CAyYasx a) u b)
¥ BHBOJATCA HEKOTOPHE ACMMIOTOTHYECKHe CBolicTBa. ONHO WHTepeCHOe acHMMUTO-
THYeCKOe CBOMCTBO pacHpoCTpaHsercs Ha ofmumii cuaygall: npefefipHEAas BeNUTNHA
p(fla) (mpx n m ¢ PMKCHPOBARHHX) OKASHBACTCH PABHON e¢ OlEHKe N0 MPUEIMITY
MaKCMMANbHOTO npaspgomomobus. Jaiored M 06CYMTAITCA YCAOBHHE OKMAACMEHE
BemyuuEs E(By | @) u YycioBHHE EuCICpPCHM 0-2BN|‘1 IR O6IEro CayYas W JNIA 4acT-
HHX ¢iy4aen a) m b).

Hawores U oGeympaores GopMyanl Rad AUMCIEPCHM OZE(BNI A7) OUTaeMo# Beim-
uuls E(BNn | An) (paccmaTpupaemoit Kak cayvaltHas IJlepeMeHHAs, NPHEEMA0IIAR
BEeJIMINEH GZBNIG’ € YueToM 4acTHHX CJIYy4aeB a) & b)).

b) B-pacupepmenenme xpu f(p) =
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Haxomen, pamorcs $oPMYAH AIA CMEINAHHHIX BTOPHX MOMEHTOB ¥ Koaddu-
IUEeHTH KOPPeNAnMM cAydaliHux mepemenHHX Ay, n By pgaa o6mero cayyas @ gast
YaCcTHHIX CcaydaerR a) u b).

Kasxerca, yro mpejcraBieHHHE Pe3YABTATH MOTYT HARTH NPHMEHEHHe B CTa-
THCTHYECKOM KOHTPOJE KATeCTBA.

W. KRYSICKI (L6dz) and M. OLEKIEWICZ (Lublin)

ON THE GENERALIZED JOINT PROBLEM OF BAYES AND BERNOULLI

SUMMARY

Triads of random variable (r.v.) X, Y, Z are considered, such that r.v. X |2
and Y |z are independent for each value of =2z Certain properties of
conditional distributions in such triads are deduced.

Considering the joint problem of Bernoulli and Bayes, for Z a r. v. P of conti-
nuous type is taken, assuming values p from the open interval (0, 1), while for X | z
and Y | z binomial r. v.’8 4, | p and By | p are taken assuming values a = 0,1, ..., n
and § = 0,1, ..., N, respectively. The problem is linked with the problem of Lexis,
inasmuch as r. v. ’s 4, and By are of Lexian type, with expectations nE (P) and NE (P),
and with supernormal (Lexian) variances nE(P)E Q)4 n(n— l)af, and NE(P)E(Q)

+N(N—1)¢ (where @ = 1—P) respectively.
Two special cases of distributions of r. v. P are given consideration:
a) rectangular with f(p) =1 in (0, 1),

. I'(s+2)
b) bet th = T
) beta with f(p) Ter)Te_ri1)? ¢
The conditional r. v.’s By |a (¢ = 0,1, ..., n) are given particular attention.
Their distributions p(8 | a) (8 = 0,1, ..., N) are discussed for the two special cases a)

and b) and certain assymptotic properties are drawn. An interesting assymptotic
property is extended to the general case: the limit value of p(#|a) (with n and «
held constant) is found to be equal to its maximum likelihood estimate. Conditional
expectations E(By | a) and conditional variances O%N | @ are given and discussed

for the general case and for the two special cases.

Formulas for the variance O%I(B 14,) of conditional expectation E(By | 4,)
(considered as a r. v. assuming values E'(BN | @)) and for the expectation E’(a2 14 W)
of conditional variance 02 N14p (considered as r. v. agsuming values a% o) are given

and discussed both for the general case and for the two special cases a) and b).
Eventually the covariance of r. v.’s 4,, By and their coefficient of correlation
are given and discussed for the general case and for the two special cases a) and b).
It is hoped that these results may prove useful in the statistical quality control.
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