ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII (1964)

B. KOPOCINSKI i L. ZUBRZYCEKA (Wroclaw)

UWAGA O PODZIALE ZESPOLU CECH
NA PODZESPOLY ZGODNE

Praca niniejsza nawigzuje do prac [3] i [4], a zwlaszeza do pracy
[4], gdzie rozpatruje sie sposéb dzielenia zespolu cech przyrodniczych
na podzespoly zgodne. Takiego podziatu cech na podzespoly zgodne wy-
maga s§i@ przy analizie cech przyrodnmiczych metods wskaznikéw Per-
kala [2]. Mozna rozwazaé optymalno§é podzialu ze wzgledu na liczbe
podzespoléw (zobacz [4]) albo ze wzgledu na sume wag. Celem tej pracy
jest wskazanie rozbiezno$ci miedzy zgdaniem podzialu na najmniejszg
ilo§é podzespoléw zgodnych, a zadaniem podzialu o najwigkszej sumie
wag wyréznionych podzespoléw zgodnych. Warto zwrécié uwage na pro-
babilistyeczny sens drugiego zadania polegajacy na tym, ze je§li unormu-
jemy cechy tak, zeby wszystkie one mialy wariancje réwne 1, to waga
zespohu zgodnego cech okre§lona ponizej w definicji 3 jest réwna wariancji
sumy cech tak unormowanych. Wydaje si¢ naturalne uwazaé zespél
cech za tym zgodniejszy, im wieksza jest ta wariancja.

*

*® *

DerFinicsA 1. O zmiennych losowych X, X,,..., X, bedziemy mé-
wili, ze stanowia wkiad zgodny, jezeli wszystkie wspblezynniki korelacji
miedzy tymi zmiennymi losowymi sg nieujemne.

DEFINICJA 2. O zmiennych losowych X,;, X,,..., X, bedziemy mé-
wili, ze stanowig wuklad stabo zgodny, jezeli mozna znalezé uklad liczb
€1y &3y --+y &n, takich Ze g = 41, a zmienne losowe ¢,X,, ¢,X,,...,,X,
stanowig uklad zgodny.

DEeFINICTJA 3. Wage ukladu zmiennych losowyeh X,,X,,..., X,
stanowigeych uklad zgodny nazywamy wyrazenie

n n

W=W(X17X2’--°?Xn)=2 Tijy

i=1 =1

gdzie r; jest wspélezynnikiem korelacji migdzy zmiennymi losowymi
X;i X;.
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DEeFiNIcTA 4. Dla stabo zgodnego ukladu zmiennyeh losowych
X,, X,,..., X, przez jego wage rozumieé¢ bedziemy okreslong w definicji 3
wage ukladu zmiennych losowyeh ¢, X,, &,X,, ..., e,X,, ktéry juz jest
zgodny.

TWIERDZENIE 1. Nie jest prawdq, Ze podziat zespolu zmiennych lo-
sowych X,, X,,..., Xn na najmniejszq ilo$¢ podzespolow =zgodnych, dla
ktorych suma wag wyrdinionych podzespotow jest najwicksza, daje najmniej-
szq sume wag wyroinionych zgodnych podzespoléw wsrod wszysthkich moili-
wych podzialow na podzespoly zgodne.

TWIERDZENIE 2. Nie jest prawdq, Ze podzial zespolu zmiennych lo-
sowych X,, X,, ..., X, na najmniejszq ilo$é podzespotéw stabo zgodnych,
dla ktdrego suma wag wyrdinionych podzespoléw jest najwicksza, daje naj-
wigksza sumeg wag wyrésnionych podzespolow wsrod wszystkich mosliwych
podzialow ma podzespoly stabo zgodne.

Nim sformultujemy przyklady z ktéryeh wynikajg te dwa twierdze-
nia, udowodnimy

LeMAT 1. Niech I bedzie macierzq jednostkowaq stopnia n. Niech A =

= [ay;] bedzie macierzq symetryczng stopnia n, takqg 2¢ a,; = @y = ... =
= @p, = 0. Wowczas znajdzie si¢ liczba n > 0, taka 2¢ R = I+ nA b@dzze
macierzq wspdtezynnikow korelacji(t).

Dowéd. Niech K ={(¢,5): 1 <i<j, 1<j<n}. Dla (i,j)eK
oznaczmy przez B macierz symetryczng o elementach b,, taka, ze

byy =bgy = ... = by, =by; = b;; =1, a wszystkie pozostale elementy
sg réwne 0, a przez B&,T" macierz symetryczng o elementach b,,, taky ze
byy = by, = ... = by, = —by; = —b; = 1 a wszystkie pozostale elementy
83 réwne 0.

Niech Y{, ¥, ..., Y Qla (i,j)eK beda n*(n—1)/2 niezalei-
nymi zmiennymi losowymi o wartoSci oczekiwanej 0 i warianeji 1.
Wéwezas dla (i,j)eK zmienne losowe X7 = V|a;| 77, ..., Xi¥ =
Vieg Y%, X = (sgnayVlagl Y, X = Viay| T, X = Viay| ¥
majg macierz kowariancji

[a;] B,
a zatem zmienne losowe

Zr = Zng)7 k=1,2,...,n
(G)eK

(1) Nie znalefliémy tego lematu w literaturze, choé jest on bardzo bliski nie-
ktérym znanym sformulowaniom. Wiadomo np. (por. [1], str. 40, éwiczenie 2), ze
jesli A jest macierza symetryczng, to istnieje liczba 7, taka Ze macierz I+nA4 jest
dodatnio okreslona.
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maja macierz kowariancji

D lag) By = ( D' jayl)1+4,

(t,9)eK {i,/)eK
czyli macierz wspé6lezynnikéw korelacji

1 2
n

n a

(i,gx 1l ;1 ; a5

I+9d, gdzie 9=

To koticzy dowdd lematu 1.

Dowéd twierdzenia 1. Wobec lematu 1 i tego, ze waga zgodnego
ukladu zmiennych losowych jest co najmniej réwna n, gdyz suma okre-
§lajaca jej warto§é ma co najmniej n skladnikéw réwnych 1, wystarczy
przy budowaniu przykladu dowodzacego twierdzenia 1 rozwazyé ma-
cierz symetryczng majacy na gléwnej przekatnej same zera i potraktowaé
ja tak, jakby byla macierzg wspélezynnikéw korelacji.

Rozwazmy macierz

0 ¢ —¢ 1
£ 0 —¢& —e
—e —e¢ 0 £

1 —¢ £ (1]

stopnia 4, gdzie ¢ jest dostatecznie malg liczbg dodatnig. Widzimy, ze
jedynym mozliwym podziatem na dwie grupy zgodne jest podzial na
(X;1 X,)i(X,1i X,). Daje on sume wag réwng 4e. Natomiast podzial
na trzy grupy (X, i X,), (X,) i (X,) daje sume wag réwng 2.

To dowodzi twierdzenia 1.

Dowé6d twierdzenia 2. Przyklad ten nie dowodzi twierdzenia 2
bo, jak zauwazyl J. Lukaszewicz, przez zmiane znaku cechy X, uzyska-
libySmy podzial na stabo zgodne grupy (X, i X,) i (X, i X;) o sumie wag
24 2¢. ‘

Rozpatrzmy wiec macierz

1 —e —¢ £

1 0 e e —e¢
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stopnia 5, w ktorej ¢ jest dostatecznie malg liczbg dodatnia. Mozna latwo
sprawdzié, ze tu najmniejsza ilo§é podzespoléw stabo zgodnych, jakie
mozna wyréznié, jest réwna 2, i ze wéréd takich podzialéw na dwa pod-
zespoly slabo zgodne najwieksza sume wag, réwng 2 6¢, daje podzial
na podzespoly (X, i Xy) i (X,, X;i X,). Natomiast podziat na trzy slabo
zgodne podzespoly (X, i X,), (X;i X,)i (X;) daje sume wag réwng 4.

To dowodzi twierdzenia 2.

Dla wiekszej konkretnofei podajemy ponizej dwie macierze wspél-
czynnikéw korelacji skonstruowane wedlug przepisu zawartego w le-
macie 1.

PrzykrAD 1. Niech

1,00 0,10 —0,10 0,50
0,10 1,00 —0,10 —0,10
—0,10 —0,10 1,00 0,10
0,50 —0,10 0,10 1,00

bedzie macierzg wspélezynnikéw korelacji cech X, X,, X, i X,. Suma

wag jedynego mozliwego podzialu na dwie grupy zgodne jest W(X,,

X,)+W(X,, X,) = 4,4. Natomiast W(X,, X)+W(X,)+W(X;) = 5.
PRZYKEAD 2. Niech

1,0000 0,2500 —0,0625 —0,0625  0,0625 |
0,2500 1,0000 0,0625 0,0625 —0,0625
—0,0625 0,0625 1,0000 0,2500 —0,0625
—0,0624 0,0625 0,2500 1,0000 0,0625
0,0625 —0,0625 —0,0625  0,0625  1,0000

bedzie maeierzg wspéleczynnikéw korelacji cech X,, X,, X,, X, i X,.
Najmniejszg ilo§cig podzespoléw slabo zgodnych jest tu 2, a wéréd nich
najwigkszg sume wag mamy W(X,, X;)+W(X,, X;, X,) =5,5. Na-
tomiast W(X,, X,)+W(X,, X,)+W(X;) = 6.
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Praca wplynela 5. 4. 1963

B. KODOGUHCKH r J. SYBXHUIKA (Bponaas)

3AMEYAHHE O PABJEJAEHHH CHCTEMElI IIPH3HAKOB HA CXOJHBIE
IIOJICHCTEME!

PESIOME

B pafore [2] paccmaTpmBaercs pasyelieHMe CHCTEMH €CTeCTBEHHHX NPHSHAKOB
Ha CXOXHEE IojcucTeMH. B Hacrosmel 3aMeTKe aBTOPH NOKABHBAKT PaCXOHAeHHE
Mempay TpeGoRaHMeM pasfeNeHHS HA HaifMEHbIIee KOJMYECTBO CXOJAHHX MORCHCTEM
7 TpeGoBanmeM PasKeNeHMsd, B KOTOPOM CYMMa BECOB OTMEYEHHHX CXOAHHX NMOACHCTEM
ecTp HaltGoabpmielt.

B. KOPOCINSKI and L. ZUBRZYCKA (Wroclaw)

REMAREK ON DIVISION OF SYSTEMS OF FEATURES INTO HARMONIZED
SUBSYSTEMS

SUMMARY

The question of dividing a system of random variables into harmonized sub-
systems has been considered in [2). In this note it is shown by counter example
that the division of a system into the minimal number of harmonized subsystems
can be different from a division for which the sum of the weights of the subsystems
is maximum.
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