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PEWNA METODA GRAFICZNEGO CALKOWANIA
I GRAFICZNEJ ANALIZY HARMONICZNEJ

Pamieci Jana Zameorskiego

I. Wstep i praktyczny opis metody. Pomimo intensywnego roz-
woju i stosowania metod numerycznych wykres ciagle jest bardzo wy-
godnym sposobem przedstawiania funkeji, a wige proste metody gra-
ficznego rachunku sa nadal ciekawe i uzyteczne.

W pracy tej podajemy graficzng metode znajdywania przyblizonej
wartodeci calki

[ f1y2(0)— 9, (2)]dw

dla funkeji f(y), y,(x), y,(x) spelniajacych pewne warunki, ktére podamy
w dalszej czeSci pracy. Osnows dla tej metody jest podziat przedziatu
calkowania na takie podprzedzialy (w:,2:,;) aby calki

T4y

[ flya@—y@)lde  da i=0,1,2,...,n

mialy te same warto$ei.

W metodzie tej postugujemy sie wykresami funkeji y,(x), y,(z) oraz
wykrojem funkeji f(y). Wykresy funkeji ,(z) i y.(x) wykonujemy w pro-
stokgtnym ukladzie wspébrzednych (z,y). Wykr6j funkeji f(y) sporzg-
dzamy np. z kartonu. Przedstawia on okienko o osi symetrii pokrywajacej
si¢ z osig y-6w i. o wewnetrznyeh brzegach opisanych w prostokatnym
ukladzie wspélrzednych (z,y) réwnaniami

Il =c/f(y); y=0b; y=d.

Skale wspétrzednych x wykresu i # wykroju, jak réwniez skale y wykresu
i wykroju maja byé réwne. Wykréj odgrywa rol¢ przymiaru w pomiarze
odleglosei, stala ¢ odgrywa role jednostki tego przymiaru. Punkt y = 0,
2 = 0 jest zaznaczony i lezy na zewngtrznym brzegu wykroju. Umozli-
wia to latwe ulozenie wykroju tym punktem na krzywej, rysunek 1.
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Przystepujac do pomiaru kladziemy wykres funkeji y,(x) na wykre-
gie funkeji y,(x) tak, by uklady wspéirzednych byly wspélne i wykres
krzywej y,(z) nie zaslanial krzywej y,(z).

Podeczas postepowania, ktére nazywamy przez wspomniang analogie
pomiarem, wykréj utrzymujemy osig y-6w réwnolegle do osi y-6w wy-
kresow. Mozemy to latwo zrealizowa¢ na rysownicy przymocowujac
wykréj do prowadnicy.

Pomiar przeprowadza sie¢ przez kolejne odkladanie wykroju na
krzywych wykresé6w. Na krzywej y,(x) nakluwamy ostrzem punkt P,
o odcietej p. Ostrze znajduje si¢ ponadto w okienku wykroju, ktéry prze-
suwamy tak, by oparl sie lewym brzegiem okienka o ostrze, a punktem

wykroj
-
y.»g'zm
,;','w/:: g4,
P 9
0 X
IM-462

Rys. 1. Polozenie wykroju na wykresie podezas pomiaru

2z =0, y = 0 lezal na krzywej y,(x). Punkt ten na krzywej y,(r) na-
zwiemy P,. Nastepnie unieruchomiajge wykrdéj wbijamy ostrze na krzy-
wej y.(z) przy prawym brzegu okienka wykroju w punkcie, ktéry na-
zwiemy P,. W dalszym ciagu fraktujemy punkt P, jak punkt P,. Iteru-
jac postepowanie znajdujemy kolejno punkty P; dla j =0,1,2,...,
n, n+1, Punkt P, jest ostatnim, ktdérego odcieta x, nie przekracza z = g,
T, < q. Znajdujemy w ten sposéb liezbe n. Liczbe r obliczamy ze
Wzoru

q— T

r=———-:
Tpp1— T,
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Mierzymy w tym celu odleglo§¢ odcigtych punktéw P, i P,,,, réwna
%y, — &, OTaz réznice odcigtej punktu P, i z = ¢, réwng q¢—x,. Wzbr

q
m = c(n+7)~ [ f92(2)—y:(2)]da

pozwala znalezé liczbe m, bedaca przyblizong wartoscig calki.

Zauwazmy, ze nakluwamy tylko punkty P, lezace na krzywej y,(z).
Po nakluciu punktu P, nie odrywamy ostrza od wykresu az do usta-
wienia wykroju punktem z = 0, ¥y = 0 W punkcie P, ,. Nastepnie whi-
jamy ostrze w punkcie Py, na krzywej y.(x) wykresu i powtarzamy po-
stepowanie. Postepowanie takie umozliwia puste wnetrze wykroju
(okienko).

II. Oszacowanie przyblizenia. Bedziemy sie zajmowali funkcjami
y.(x), y.(x) oraz funkcja f(y), spelniajagcymi warunki

(1) ly(w)— g (@) S mle—2’| dla p<z, 2 <g;1=1,2;

(2) 0<b= inf [y.(@)—9(2)], d= sup [4:(®)—Yy,(2)] < oo;

P<E,I<Y pP<TE<q
(3) n(x) =l da =z>¢1=1,2;
(4) ) —fy) <vly—y'l dla b<y, ¥y <d;
(5) 0<e =Kiun<fd fv), 9= i J(y) < oo.

Oznaczmy: f(z,2') = f(y2(2)—y:(a"))-
LEMAT 1. Jesli dla stalej ¢ zachodzi relacja

(6) 0 < ¢y max (u, go)fe? <1,

to dla kasdego x; > p dwa réwnania

() 25— T+ 6[f (@), Bi) = 0,
(8) mf—wi+1+0/f(x7'+u z) =0

majq jedno i tylko jedno rozwiqranie Zji,.

Dow6d. Rozpatrzmy réwnanie (7). Poniewaz zachodzg warunki
(5), (2), (8) i #; > p, to dla z;,, = x;+c/e lewa strona réwnania (7) jest
niedodatnia. Podobnie z warunkéw (5), (2) i (3) wynika, ze dla z;,, =
= x;}¢/g lewa strona réwnania (7) jest nieujemna. Poniewaz spelnione
sg warunki (4), (1) i (3), wige dla @;+¢/g < @i < 2;+c/e lewa strona
réwnania (7) jest funkcja ciggla i na podstawie twierdzenia Darboux
przyjmuje w tym przedziale wszystkie warto§ei od niedodatnich do nie-



356 K. Florek
ujemnych. Gdyby istnialy dwa rozwiazania réwnania (7) ., i @7,,,
to zgodnie z warunkami (1), (3), (4) i (6) otrzymaliby§my

¢ ¢ cv,u,
7 - 23
fl@ry @is1)  f(@yy T510)

|%7.40— @] = |21 — @54l < @701 —55al,
a wige sprzecznosé. Analogicznie, dla kazdego z; > p réwnanie (8) ma tylko
jedno rozwigzanie w;,,.

LEMAT 2. Je§li spelnione sq zaloienia lematu 1, 2, = p i réwnanie (7)
zachodzi dla x;, j parzyste, a réwnanie (8) dla x;, j nieparzyste, oraz liczba
calkowita nieujemna n spelnia warunek

—
(9) 0<r= 2" -y,
wn+1_wn
to cigg {z;}, j =0,1,2,...,n, n+1, jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowéd. Z lematu 1 wynika, Zze przyjmujac x, = p jednoznacznie
wyznaczamy za pomocg réwnania (7) x,, nastepnie z réwnania (8)
jednoznacznie wyznaczamy «,. Iterujac postepowanie otrzymujemy
jednoznacznie wyznaczony rosnacy nieskonczony ciag {xz;}. Poniewaz
zachodzg warunki (5), (7) i (8), wiee x;,,—x; > ¢/g, czyli istnieje takie
Jo < glg—p)fe, ze x;, > q, @ ®, = p < g. Relacja (9) daje z, < g < Tuya,
istnieje wiee jedno i tylko jedno takie n, 0 < n <j,, Ze mamy (9).

TWIERDZENIE 1. Jes$li zachodzq zalotenia lematu 2, oraz

(10) m = c(n+r),
to mamy
+
ay | f finsto)=vu(o)1ds—m| < ZEEE oy g)(g—p)—m] <
< ”(/‘12"*‘#2) (g—p) < 0”(!‘1‘:/‘2)m
e 2¢
Dowéd. Dla
(12) 0<h<y<H
prawdziwa jest nieréwnosé
(13) (H—h)H — y (B — W)+ HR(H' — 1) <0,

gdyz lewa strona tej nier6wno$eci jest wielomianem wzgledem y maja-
cym dwa dodatnie pojedyncze rzeczywiste pierwiastki & i H, rosngcym
Wwraz z y nieograniczenie. Z nieréwnofci tej skorzystamy réwniez w do-
wodach dalszych twierdzen. Oznaczmy 4; = x;,— ;.
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Na mocy lematu 2 réwnan (7) i (8) i warunkéw (9) oraz (10) znaj-
dujemy

-1 Z;4

I- lff(x 2)ao—m|=| > f f(@, o)do—ne-+ ff(w )—o 12 <
-1 Z;4, P
<2;f f@, f(‘”’“’)—d—n do
Poniewaz spelnione s3 warunki (1) i (4), wige dla |o"' —2'| = ¢/f(”, 2")
mamy

(@, x)— I_—c_‘;, l < 2192(2") —9:(2") — [Y2(2) — ¥, (2)]] <

< v[yi(@") — Y1 (@) + 7 |ya(2") — ya(@)]
Sy |2 — 2|+ vps e’ — x|

Po scatkowaniu

I

flz, x)— m]ldx' <7 flw — ol p + |2’ —w[y2dw!

< v(lh;' He) o’ — -""’,'Iz-

Z zalozen (7), (8) i (3) oraz ostatniej nier6wnosci, otrzymujemy

I< l;—"—) [ v412+(q—.fzen>’].

1=0

4

Wobec (9), dostajemy
n-1
I< 1’(.“1;‘.“2) [Z A§+A,2.'r].
i=0

Podstawmy y = 4;, na mocy nier6wnofeci (13), gdzie ! = 1, oraz réwnan
(7), (8), warunkéw (3), (5), (12) i (9) otrzymujemy

(@1 1s) ¢ 0) . _iz
I e [(e +; (n—p+ dn7) eg(n-{—r)] =
_ ev(pa+ pa)

2eg Lle+9)(g—P)—cnt-7)].



358 K. Florek

Uwzgledniajge (10), oraz to, ze

n—1
4;
bedziemy mieli (11).
TWIERDZENIE 2. Jesli spetnione sq zaloienia twierdzenia 1 oraz
(14) ' —f@) <oly—y| da b<y, ¥y <d,
(15)  |yi(@e)—ys(@) < Ahje—2'| dla p<w 2 <q;1=1,2,

q—, e
= —P)—
A ) c(q—p) P

n

to zachodzi nieréwnosé

q
(16) | [fIys(@)—p(@]dw—m| <
D
< e*{(g— p)(As,+Bs;) —m(As;+Bs,)+D} <

< e2{(g—p)(4g®+Bg?)+D} < ¢? {%n (A93+B92)+D},

gdzie
» | v(Aatda) + o (3 + papa + i)
——ﬁ([li-{-”z”l—{—ﬂi); B — 2T M ;“22 Helha 1T W :
ge 2 2¢%g
a7) 3 1
p_3” . g
—-Z;(/h'*‘.uz); 8 = —e

Dowéd. Na moey lematu 2 wyznaczony jest jednoznacznie cigg {x;}
dla j =0,1,2,...,n, n+{l. Niech 2" i 2’ przyjmuja wartofci &'’ = oy
a2y Kz< g iv' =qdlac, <z <gq gdy n =2k+1, &' = &x,
dla 23 <2< Ty, 1 @' =¢q dla o, <2 <¢q, gdy » = 2k, wéweczas po-
niewaz (10), (9), (7) 1 (8) oraz (14) i (15) mozemy lewy strone nieréwnosei

(16) zapisa¢ nastepujaco:

aq q 1
I=|[f(z, )do—m| = | [ do [daf (", ) [ys(") (@ — ") — ¥} (") (2 — 2],
» D 0

glzie 2 =o' +a(@—a"), &' = &' +2(w—a') oraz (2", 2') = f'[yal(e”) —
—y:(2')]. Rozbijajac przedzial calkowania i wprowadzajac bezwzgledns

warto§é pod sume, otrzymujemy
(18) I <I(0,1)+

n—1

+ I;(—1, 1)+In(—97 9)+I’n(_17—2r)+1ﬂ+1( -1, 2r-2),
i=1

1
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gdzie o = min(2r,1) oraz

0 dla a8,

Ii , — 1 1‘.‘:+ﬂ6i ,
Ol [ e o) e—o) - @) e—o)dd,
[ Ti+ad;_q

6.; == (wi+1—w,-)/2.

Zmieniajge sposéb catkowania mamy
1 a 1 a

Li(—a,a) = | [d2 [ go(s, 2, ) =006, 2, D8] < [ d2 [ lpal + gy 8,
0 [ (1] (1]

gdzie dla k¥ =1, 2, o5 = 1—(—1)"",
Puiy 2, 1) = [t — 0wl [0} (Uay 1) Yelua) — 811 f" (03, 9) 9 (0a)],
up = 2+, [tetor(1—2)], O = @—0i_1[l2+ ois(1—2)].
Korzystajae z réwnan (7) i (8) mozemy napisaé
Pu(ty 2, 1) =
= (t— ow){f (@i, &) Y2 (@) [f (Uz, wy) o — f(0gy 01) [} (@iyy— 3:_,) & 6 _1+
+ O3 (way ) (W () — Y3 (@) - Yo (@) (F (5 1) —F (5, 23)) 1 —
— 831 [f (vay 01) (W (00) — Y2 (@) + 9 (@) (f (025 0) — F' (@i, @)1},
gdzie dla k = 1,2, u; = 2,4+ 0;0%; 0Tz v = 2+ 0;_, 0350

Na mocy warunkéw (5), (6), (1), (4) i z uwagi na to, ze

7 17 17 ’ v(xi —w.— )
1tz ) — (03, )] < = [ Opit- 0]
oraz 4*8;0;_, < (x;,.,—x;_,)* otrzymujemy dalej
. v
lpe (2, 2, B)| < |t — ous {(xi+1—ﬂ7i_1)4(/4202i+/‘1 ox) ‘55‘;
+ (83 + 67 _1) [ ¥4 (t2+ 0xs (1 —2)) + pw opa (124 025 (1 — 2)) +
+px opy (te+ 035 (1 —2)) 3.

+

Podstawiajac te nieréwnosé do oszacowania na I;(—a, a) i catkujac otray-
mujemy, dla a < 2,

»* (@11 — @5 1)40

4% [”30'212(4_a)+2/"'2ﬂla+[l§012(4—a)]—}—

Ii(—a,e) <

8+ 67
+ ( -+ . l)a [('V}»z“i‘ w,ug)] 60'2,;—— a2l + (73.1—*— wlu";)[ﬁali_ azl +12,u1,u2wa].
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Z zatozen (7), (8) i (5) wynika

ke C
— < @ — o] < 2’

co dla y = 2§; oraz dla y = 2;,,,—@;_, daje warunek (12), wiec zachodzi
w obu przypadkach nier6wnoéé (13), a zatem otrzymujemy

Ii(—~a,a) <
12¢2a )
S Seg(g— e)[["”"§+ ot Mz”z] [(@i1— @i )(g* — €') — 2¢(9° — €)1+
ac? 2 a2 N a2
+m 2uqpy 0+ (VA wps) Ox— o + (vA; 4 opy) | 02— ik

X (51— ®i_1)(g° — €°) — 2¢(g" — €))].
Sumujac te oszacowania i korzystajac z (9) i (10) oraz
(g — ) @i —z)—eld'—€) = 0

znajdujemy’

n—-1
D L(—1,1)+1n(—e, @) <
i=1

2p2

T gRes(g—e)
2

+ —26—96(9—_;) [(g—P)(g°— €%) — m(g2— e)][{ Ao+ As) + @ (4 + prapts + )],

[(g—p)(g*—e')—m(g®—e%)] (u§+

”22”‘ +u‘i’)+

Wprowadzajac oznaczenia (17), mamy zgodnie z (18)
(19) I < Iy(0,1)4(q—p)(As,+ Bs;z)c*—m(As;+ Bs,)e*+
+In(—17 _2r)+In+l(_17 27'—2)-
Wprost z definicji oraz warunkéw (1) i (4) znajdujemy
Ly (—1,0) _ w(@wi,—a:)? 3ve?
< — 1 " 1 ; L — .
1;(0, 1)} 9.1 [(A+ow)pa+( + 09 4] 3 4¢? (p1+ #2)

Poniewaz jedno z wyrazen I,(—1, —2r) albo I, ,(—1,2r—2) jest ze-
rem, wigc otrzymujemy

3vc?
4e?

(20)  Io(0, 1)+ I(—1, —2r)+Inp(—1,2r—2) < (114 pa) = 2D
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Ostatnia nier6wnoéé Igeznie z (19) daje nam (16). Slabsze oszacowanie
w (16) otrzymujemy po uwzglednieniu nieréwnosci:

LH1__ 1 g—é ]
m = e(q—p); =2 (g—p)—m=—— < (¢g—p)d' < mY.
g—e¢ g—e e

Wni0sEX 1. Jesli funkcje y.(x), Y2(®), f(y) ¢ stala ¢ spetniajq zato-
Zenta lematu 1, to postgpowanie opisane w czgéci I wyznacza m jednoznacznie.

Rzeczywidcie, gdy polozymy wykréj punktem y =0, z =0 na
punkcie P,.,; wykresu, to punkt Py lezy przy lewym brzegu wykroju,
a punkt Py, lezy przy prawym brzegu wykroju. Woéwezas odciete
punktéw Py, Py, 1, Pory. Spelmiaja réwnania

Lo = wqu-x‘““/f[?/z (@or) — Y1 (Tar1)],
Log o = k1 C[f (W2 (@orra) — Ya (@ 41)].

Sg to réwnania (7) i (8). Punkty Py, Py 1y Porye 53 Wiee na mocy lematu 1
wyznaczone jednoznacznie. Poniewaz ponadto punkt P, ma odciets
x = p, liczba n spelnia warunek (9), & réwnania (7) i (8) s3 spelmione
zgodnie z zalozeniami lematu 2, wiec na moey tego lematu liczba » wy-
zhaczona jest jednoznacznie. Liczba r obliczona wedlug opisu zawartego
w czedei 1 spelnia relacje (9), wiee m podane przez opis i (10) jest wyzna-
czone jednoznacznie.

Uwaga 1. Jefli funkeje f(y), ¥Y2(x), ¥:(®) nie spemiaja warunkéw
(2) i (5), albo stale ¢ i g s3 male dajac zle oszacowania, mozemy je prze-
ksztalcié na funkeje spelniajace wymagane zalozenia. Wartosei poszuki-
wanych calek znajdujemy przez odjecie odpowiednich poprawek.

III. Oszacowanie bledow.

TWIERDZENIE 3. Niech m bedzie wyznaczone, zgodnie z opisem w cze-
dei I, wykrojem o stalej ¢ spelniajacej (6). Jesli bezwzglegdne bledy przy wy-
znaczaniv punktow P;, j = 0,1,...,n, n+1, nie beda przekraczaly

(@) w dla odleglosci punktow P od brzegu wykroju |z| = ¢/f(y),

(b) w dla odleglosei naktué punkiow Py od krzywej y = y,(x),

(c) t dla odleglosci -punktéw Py, o0d krzywej y = y,(x),

(d) s dla bezwzglednej wartosci kata pomiedzy osiami y-dw wykroju

1 wykresu,
to blad bezwzgledny Am, z doktadnosciq do bledow w, u, t, s pierwszego rzedu,
bedzie

@) am<> [+ | mtet o) —esta—m+
¢ '/1+Il2

+ 29 (u+t+ py8d)(q— p)+ 2mp,8+2cs {d+eig e+ g)(g—p)— m]}.
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Dowé6d. Niech y;,., bedzie wspéhlrzedng na osi y-6w wykroju
punktu P;., wykresu, gdy punkt 2 = 0, y = 0 wykroju lezy w punkeie P;.
Wprowadzimy punkty P;j na wykresie okre§lone jak nastepuje: dla j = 2k,
Py, = Py, oraz dla j = 2k+1 punkt P; jest wyznaczony przez punkt
2=0, ¥y = (¥_1+9;,1)/2 wykroju, gdy punkt z =0, y =0 wykroju,
lezy w punkeie P;. Niech z; bedzie odcietag punktu P; na wykresie. Dla
bledu bezwzglednego A(xy— ;) réznicy odeietych sasiednich punktéw
Py i P}, |2k—j| = 1, na podstawie opisu postepowania z czeSei I i z (4),
otrzymujemy

’ 4 v 1 U .
A @z —25) < Ax(a)+ Az (b)+ Aw(d)ﬁ"zlwzk_mf!zdy(by ¢, d), |2k—j| =1,

gdzie Az(a), Az(b), dx(d), s3 skladowymi bledu spowodowanymi przez
bledy (a), (b), (d). Poniewaz spelniony jest warunek (1), wiec zachodza
nieréwnosei

fdad

V144l

4y(b, ¢, d) jest bezwzglednym bledem wyznaczenia rzednej punktu P,
w ukladzie wspélrzednyeh na wykroju. Przedstawmy go w skladowych

Az(a) <w;  dw(b) < 3 Aw(d) < spg | — Tyl -

Ay (b, ¢, d) < Ay(b)+ Ay (o)+cdy(d')+ Ay (d”),

gdzie Ay (b), Ay (c), Ay(d) = Ay(d’)+ Ay(d"’) s skladowymi bledu spowo-
dowanymi bledami (b), (c¢) i (d). Poniewaz zachodzi (1) i (2), mamy

Ay(d) <wu, dyle) <t,

dy(d') < ﬂlsl?/z(m;k)_?ll(a’;')l < wy8d,
Ay(d') < sley—ax;|  dla [2k—j) = 1.

Otrzymujemy wiec dla bledu bezwzglednego

Ults
V144l
8y

v ’ 7 ’ r .
+;(“+t+ﬂ18d)lxzk——mﬂz+;Iwzk—-’lf‘jlsy |26—j| = 1.

(22)  A(wp—7) <w+ + 8t [ — @5| -+

Niech z; bedzie odcigta punktu P;, a z; jak poprzednio odecigta punktu P;.
Blad réznicy tych odcietych dla j nieparzystych zgodnie z (d) i (2) bedzie

(23) A& —a;) < s 3’%%“ sd.

A
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Dla bledu bezwzglednego pomiaru, zgodnie z (10) i (20), mamy

n—1

Am = Afe(ntr)] = o [Z“”f*‘_“% = ]<

Lig1y— &y Ty — @y

=

n—

A(mwl w;.) dor A(®p 17— Tn) +cd(q_wn)<

< 2¢
= =X
pr w,“ — 501, Lpa1— Zp Lpyy—Tp
n—1 ’ ’
A (@341 — 1) A(Bpy1—Tn)+ 4 (wk—wk) A(wk—wk)
<2 ; — tor <
=0 w’i+l —&; Tp1— Ty -’Dn+1 —&y
n—1 ’ 7 ’ ’ '
Az — A (X1 — 2) A(xy, — x)
< 2 E'———(,“’ ,’) +20r —E " 4 9o E R
= Ty 1— % Tpyp1— Tn Ly — Ty

gdzie ¥ = n dla n» nieparzystych i k¥ = n4-1 dla n parzystych.

W dalszym ciggu rozwazymy wyrazenia (22) i (23), przyjmujae
@i —X; = Ty, —2;. Pomingliémy w ten sposéb bledy wyzszych rze-
déw niz pierwszego, ze wzgledu na s, w, u, {. Stad latwo wynika

n—1

2s 2rc ] )
][2 wi+wn_,_wn +2¢(n+7) puys+ 20ds +

Typ1—

Am [fw—i—
l/1‘1-1“2

n-—-1

+2V(u+t+,u18d)(q—1>)+2*’8[2 (wi+1—wi>2+r(wn+l—wn>2].
=0

Z (5) mamy

[«

- K Ta— & <

I

?

Q

korzystajac wiec z nieréwnosei (13), otrzymujemy (21).

WNIOSEK 2. Jesli spelnione sq zaloienia twierdzenia 3, to zachodei
nierownosé

@0 | ff(w Sda—m| <[t | Emle o) - eotg—p+

+2v(u+i+ p 8d)(g—p)+ 2usm+

+c{2ds+ i—;[(e+g)(q—p)—m]+ v(”‘ﬂ;i(q—p)},
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ponadio jesli dla

1
1+ /"2) . ﬁ]z %

1
(25) c'=(vs)[ +(¢— P)( + + ges eg

_ _1
X [m (e+9)— eg(q—p)] (w+ ‘—/—“Jﬁ—) 2
1+ p,

zachodzi warunek (6), to ¢’ jest ,,optymalnym”, to znaczy prawa stronae
nieréwnodct (24) osiqga dla miego kres dolny.

Dla pomiaru wykonanego w sposéb dokladny wedlug opisu zachodzi
lemat 1, a wige i twierdzenie 1. Niech m’ bedzie wynikiem dokladnego
pomiaru. Dla pomiaru wykonanego w sposéb niedokladny zachodzi twier-
dzenie 3. Niech m bedzie wynikiem tego pomiaru. Dla m' i m, mamy

q q
| [ @, m)da—m| < | [ flya(@)— y2(@)1dz—m' | +|m—m'].
¥4 r4

Zgodnie z twierdzeniem 1 i twierdzeniem 3 bedzie

ev(py+ ps)
2e

lff(w z)dw—m'| < (g—P);

; % 221 . N , R
m—m <cl_“’+ m][m(eﬂ) eg(q— P)1+ 2v(u-+t+ pysd) +

+2pz8m + 208 {d+ é [(e+ g)(q—p)—m]}-

Wstawiajace ostatnie nieréwnosci do poprzedniej, otrzymujemy (24).
Prawa strona nieréwnosci (24) jest dla 0 < ¢ << oo funkejg rézniczkowalng
nieujemny i nieograniczenie rosngcg, gdy ¢ dazy do 0 lub oo, wiee dla
kresu dolnego pochodna jej musi byé réwna zero. Wprowadzajac odpo-
wiednie oznaczenia dla nieréwnoseci (24) mozemy napisaé

lff(w,w)dw—ml<§+ﬂ+yo;

warunek na znikanie pochodnej bedzie
y = alc?,
ezyli, zgodnie z (6), dla ¢ > 0 mamy

¢ =Vyla.
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Wobec tego istnieje tylko jeden punkt, w ktérym pochodna prawej
strony nieréwnosei (24) jest réwna zeru, jest to wiec punkt, w ktérym
prawa strona nieréwnofei (24) osiaga kres dolny. Podstawiajae wiasciwe
wartosci na y i a otrzymujemy (25).

Uwaga 2. Dokladne dopasowanie do pomiaru ,,optymalnego” jest
nieuzasadnione, bowiem do jego wyznaczenia opieramy si¢ na warto-
§ciach w, u, ¢ i s okreS§lonych na ogét bardzo orientacyjnie. Podobnie do
»0ptymalnego” ¢, mozna okreflié ,,optymalng’ ilo§é przylozen wykroju
i wygodnie jest by liczba przylozen zawierala sie pomiedzy kilkunastu
do kilkudziesigciu.

Uwaga 3. Nawiazujac do uwagi 1 zauwazmy, ze przez dodanie sta-
lych dobranych do funkeji, mozemy poprawi¢ oszacowania przyblizenia
calek i bledéw metody.

IV. Zastosowania 1 modyfikacje.

1. Czas przebycia drogi. Niech bedzie dany wykres szybkogci
v(z) ciala w punkcie z. Celem znalezienia czasu T przebycia drogi od
punktu z = p do punktu z = ¢, przyjmujemy

Y:(2) =v(2), ¥:.(®) =0, [fly)=1[y.
Korzystamy z wykroju funkeji f(y) o stalej ¢ i znajdujemy, zgodnie z opi-
sem podanym w czefei I, m,, dla ktérego zachodzi warunek
q

yo(@)

2. Metoda graficznego catkowania. Niech bedzie dany wykroj
funkeji f(z) = y o stalej ¢, oraz wykresy funkeji y,(«) i y,(x) = 0. Poste-
pujemy wedlug opisu pomiaru znajdujac liczbe

my = ¢(ny-+1) ~

q
My = (N3 +73) =~ f?/z(-’”)dw =d.
?

3. Graficzne calkowanie kwadratu funkecji. Niech bedzie
dany wykréj funkeji f(y) =y® o stalej ¢, oraz wykresy funkcji y,(z)
i 9,(2) = 0; znajdujemy m, '

q
ms = o(ns+15) ~ [ [¥a(2)fdo = L.
»

4. Metoda graficznej analizy harmonicznej. Majgc wykréj
funkeji f(y) =% o stalej ¢, oraz wykresy funkeji Yo(x) i y,(2) =
1

—Los ke
=3 —

znajdujemy liczbe m;

q

1 2k
My = C(Mep~+Ter) =~ f[g/z(a;)-——];cos
Y4

2
] da'/' =0k'
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. .. 1 | 2rnkx o
Majac wykres funkeji y; = — sin . znajdujemy gy,

k

¢ 1 . 2rke
M = (Mg + Tsie) =~ f[yz(w)—zsulq p] dz = 8.

k4

Wgpélezynniki szeregu Fouriera obliczamy ze wzoru

=i+ L— Ck 1 kma—mck

—p 2%k g—p '
1 L8 1 —
by = — +k k= k’ﬂ&s ’m/sk, k=1,2,...,
2k qg—p 2k q—p

gdzie L oraz m, 83 wyznaczone jak w punkeie 3. Wspdlezynnik Fouriera a,
znajdujemy jak w punkecie 2,

J My

ao=——N

4—p q4—p

Nalezy zauwazy¢, ze metoda ta daje rosnace bledy dla wyzszych
wspdtezynnikow szeregu Fouriera. Niech, zgodnie z wnioskiem 2, AL
bedzie oszacowaniem bledu dla L, a AF bedzie oszacowaniem bledu
dia C,, albo 8, ktére, jak widaé ze wzoru (24), beda jednakowe jesh
przyjmiemy

m = max (M, Mgx), b = inf (y,(x)—1), d= sup (yo(®)+1).
1<k pP<E<q p<a<q
Oszacowanie bledu %-tego wspélezynnika Fouriera A, znajdujemy na pod-
stawie wzoréw dla a; i by

AL+ AF
A, <k _+_
q—7P

5. Druga metoda analizy harmonieznej. Korzystamy z wy-
kroju funkeji f(y) = (y—a)2+ % o stalej ¢, oraz wykresow funkeji y,(x)
) 2nk(x—p)
i yp2(@) = a(k)cos | ————

l
+ g) w przedziale p <z <g¢q, albo

2rkx
funkeji y,; = a(k)cos qn w odpowiednio zmienionym przedziale.

Znajdujemy liczby
q
My = ¢(nmy+ 1) ~ f[(?/z(-’”)*?h,z,k(m)—“)z'f'h]d‘”
p

dla 1 =0,1,2,3, oraz t =0,1,2, ...
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Wspdlezynniki szeregu Fouriera

k .
uz(cv)—a.,+2ak o (w p)+2b 2’“(“’ P)

obliczamy ze wzoréw

a Megr,— Mgk My — g
c = STy N YR
" 2a(k)(g—p)’ 2a(k)(g—p)

Przedstawiona metoda, przy zastosowanin wykresow i wykroju,
opisanych w punkcie 4, daje co najmniej dwukrotnie mniejsze bledy, jednak
wymaga prawie dwukrotnie wigcej pomiaréw. Dowolne stale a i h wyste-
pujace w funkecji wykroju, oraz odpowiednio dobrane do funkeji Yz (),
pozwalaja zmniejszyé oszacowanie bledu. Wydaje sie, ze celem uzyska-
nia najlepszej dokladnoSci trzeba ciag a(k) dobraé tak, by zachowywat
sie w przyblizeniu jak wspdétezynniki Fouriera analizowanej funkcji.

6. Modyfikacja metody dla ukladu biegunowego. Przyj-
mijmy nowe zalozenia dotyczace wykresu i wykroju. Niech krzywa
y = y,(x) bedzie wykreslona w biegunowym ukladzie wspélrzednych (z, y),
gdzie 2 jest argumentem, a ¥ promieniem. Niech réwniez wykréj funkeji
f(y) o statej ¢ bedzie wykonany w biegunowym ukladzie wspéhrzednych
(2, ), gdzie z jest argumentem, a y promieniem. Wyznaczamy na krzy-
wej ¥y = y,(x) punkty Py dla k = 0,1, 2,...,ny, no+1. Niech punkt P,
ma argument z, = p. Przykladamy wykrdj do wykresu tak, by pokry-
waly si¢ bieguny ich ukladéw wspélrzednych, oraz punkt P, lezal na le-
wym brzegu, a Py, na prawym brzegu okienka wykroju. Punkt Py,
bedzie ostatnim dla ktérego argument x, < g. Znajdujemy w ten sposob
Hezby n, 1 7o = (§— @n)/(Fng1— Tn,), & Dastepnie

my = 2¢(no+710) ~ [Yf[ya(®)lda.
P

Niech wykres krzywej zamknigtej y,(z) obejmuje biegun, obierzmy wy-
kres funkeji f(y) = y/2. Pomiar od # = 0 do # = 2z dla tego przypadku
daje wielko$¢ powierzchni objetej przez Krzywg y,(x).

7. Modyfikacja metody do szacowania calki. Niech wykréj
bedzie wykrojem niesymetrycznym o okienku ograniczonym przez z = 0
iz = ¢/f(y). Dokonujac pomiaru takim wykrojem w przedziale p < z < g,
dla ktérego funkeja f[y,(x)—y,(x)] jest monotoniczna, otrzymujemy wy-
nik pomiaru m’, nastepnie dokonujemy pomiaru tym samym wykrojem
lecz obréconym na druga strone, to jest z okienkiem ograniczonym przez
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funkeje 2 = 0 i 2 = —¢/f(y), znajdujemy m’ i niech m’ < m'’, woéwezas
mamy

q
m < [ flys(@)— 91 (2)1de < m”,

m’ 1 m' sg po prostu odpowiednio dolnymi i gérnymi sumami tej calki
o punktach podzialu z;.

8. Przystosowanie metody do rachunku numeryeznego.
Najprostsza w uzyciu numerycznym jest modyfikacja metody z niesy-
metrycznym wykrojem. Niech funkeja f(z, ) = fly.(z)—y. ()] bedzie
monotoniczna w przedziale p < # < ¢q. Oszacowanie catki

q
[f(@,2)da
D

znajdujemy liczac operacje, ktére sa obliczaniem kolejnych wartosci
2 = ¢ff (@, ®;), gdzie xy =1p, iy =2;+2 0od 1 =0 do ¢=mn, da
ktérych mamy
q—Tn
0r=——-<1.
a’n+1'—wn

Je§li f(x) jest funkejg niemalejaca znajdujemy
q
¢(nt+r)=m' <ff(w, z)dz.
»

Oszacowanie z gory znajdujemy dla funkeji nierosnacej. Oba oszacowania
znajdujemy dla danej calki zmieniajac znak argumentu funkeji.

Uwaga 4. Przedstawiona metoda graficznego post¢gpowania jest
dosyé bogata co do mozliwoéci rachunkowych, pozwala korzystaé w réz-
nych rachunkach z tych samych wykreséw funkeji, dobierajac jedynie
odpowiednio wykroje, oraz uzywaé¢ tych samych wykrojéw przy réznych
funkcjach. Dzigki tym wlasciwodciom metoda ta zmniejsza powaznie
prace wykreflng jaka sie spotyka w innych metodach graficznych. Jeszeze
wiekszg wygode w uzyciu tej metody daloby produkowanie przez prze-
myst wykrojow dla pewnych typowych funkeji.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 15. 10. 1963
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K. DJIIbOPEK (Bponuas)

OB OJHOM METOJE I'PA®HYECKOTO HHTEIPHPOBAHHA
H I'PA®HYECKOIO TAPMOHHYECKOIO AHAJN3A

PE3IOME

B crarpe yxaseBaerci MeTOh rpaduueckoro HAXOm[eHHA HHTErpaja

q
[ 1y2(@)— 9, (@)1da.
P

On cocrour B TOM, 4TO UHTEPBAJN WHTEIPUPOBAHMA NENHTCH Ha 4actd (zi, zi,;) Ha
HOTOPHX BEJIMYHMHH WHTETPAJIOB

Ti+1
[ fly(@)—y(@)lde w ¢ mpr i =10,1,...,m
z;
HpuGINBUTENHHO HOCTOAHAH. JTO AeNaeTcA ¢ HOMONIbIo malnoHa (depr. 1), KoTOpHH
OpUKIafuBaeTcH K rpaduky dymuuumil yi(z) ¥ yz(z) coGiopas mapanaienbHOCTs IpPA-
MOYTOMHHHX CTODPOH HIAGNOHA K COOTCTBEHHHM OCAM x M y TpaduKa, mpum uem Taw,
4yro6n Ha KpuBOH y;(z) Touka P; ¢ abcuuccolf x; COBOAAANA C LUEHTPANBHON TO4YKOH
HmHe# CTOpoHH mabnona. Touwm P;_; u P;y 1 HAXOMATCA TOTHA HA KPHUBOH y;(zx)
W Ha BHYTPeHHe#f rpamune maGaoHA, ONMMCHBAaeMON xpusolt 2| = ¢/f(y). Ecin Bu-
nonasiored (1)-(9), To yxasaHHHIK BHILIE NPOLECC OJHO3HAYHO ONPeReasier (10) u cnpa-
pefgauBa Teopema 1, T.e. ounenka (11). Ecau KpoMe TOr0 BHOOINHACTCA (14) u (15),
To cIpaBeXIMBA Teopema 2, T. e. onenka (16). Teopema 3 maer OneHKy omunboK, mpouc.
XOAAIUX OT HETOYHOCTH HaMepeHuA (IPUKIAXHBAHUA MAOIOHA).

B uerseprolf yacTM CTAaTMM YKAasaHH NpUMEHeHMs W BUROM3MEHEHNA MeTOAa,
a UMEHHO:

1) Ompeflenienne BpeMeHH NpPOX0sKAeHUS HYTH NP JAHHOM rpaduke CKOPOCTH;

2) u 3) Haxosxaennme WATerpasa QYHKOAE ¥ MHTErpajia KBajpara QyHKUUM;

4) u 5) Haxompenune KosdPunUeHTOB PABIOKEHAA MO OPTOHOPMANBHHM (Y HK-
IAAM ;

6) BujousmeHeHMe MeTOAA B €JIyyae NOJADPHOA CHCTEMH KOOpHHHAT;

7) BunonsmeHeHne MeTORA RAA ONEHKH HHTErpajia;

8) BupouameHeHMe METOJA NJIA UYMCICHHHX BEIYMCIHEHN.

K. FLOREK (Wroclaw)
ON A OERTAIN METHOD OF GRAPHICAL INTEGRATION
AND GRAPHICAL HARMONIC ANALYSIS

SUMMARY

The paper presents a method of graphical computation of the integral

q
[ 7@ — 3 (2))de.
b4

Zastosowania Matematyki. Tom VII, z. 4 24
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The integration is performed by partitioning the interval of integration into subinter-
vals (x;, #;41) such that
Tit+1
[ fy@)—p@)ldzxe for i=0,1,...,m,
g
is approximately constant. This is attained by preparing a stencil (fig. 1) and placing
it on the graph of functions v, (z) and y,(x) so that its outer sides are parallel to the
axes z and y of the graph, with additional condition that the point P; of the curve
¥, () with the abscissa x; lies at the middle of the lower side of the stencil. The points
P;_; and Pjy lie on the curve y,(x) and on the inner edges of the stencil described
by the curve [2| = ¢/f(y). If the conditions (1) to (9) are satisfied, then the described
procedure determines uniquely (10), and Theorem 1, hence estimate (11), holds. If,
in addition, we have (14) and (15), then also Theorem 2, or the estimate (16) holds.
Theorem 3 gives the estimates of errors due to inaccuracies of graphieal readings.
Chapter IV presents applications and modifications of the method, namely:
1) computation of time needed for a certain path when the graph of velocity
is given;
2) and 3) computation of the integral and the integral of the square of
the function;
4) and 5) computation of the coefficients of expansion with respect to an
orthonormal system;
6) modification of the method for polar coordinates;
7) modification of the method for estimation of the integral;
8) modification of the method for the numerical analysis.
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