ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
VIII (1965)

W. SOBIESZEK (Gliwice)

O PEWNEJ KLASIE WARUNKOWYOH ZAGADNIEN
EKSTREMALNYCH

W pracy formuluje si¢ i udowadnia trzy proste twierdzenia oraz
definiuje klase £ warunkowych zagadnied ekstremalnych dla funkeji n
zmiennych. Zagadnienia klasy 2 wystepuja czesto w badaniach operacyj-
nych (por. [7]), a udowodnione twierdzenia majg zastosowanie przy roz-
wigzywaniu i badaniu struktury rozwigzan tych zagadnien. Rozwazany
w pracy przykiad zagadnienia klasy 2 wyjadnia, w jaki spos6éb stosuje
sig te twierdzenia.

Na wstepie podamy kilka pojeé i oznaczen.

Litera R bedziemy dalej oznaczali obszar plaski

(1) R = E{zel,a{z) <y <b(x)},
x,Y

gdzie o funkejach a(x) i b(x) zalozymy, Ze sg ciagle w przedziale I i spel-
niaja nieréwnoéé a(z) < b(x).

Zauwazmy, ze kazdy przekrdj zbioru R prostg prostopadls do osi «
jest odcinkiem domknietym

(1) R, = E{a(r) <y < b(z)}.
¥
Zbiér punktéow
Q= E{e=1—A)o,+ Ay, y = (1—)y:1+4y,; 0 <A <1}
x,v

bedziemy nazywali odcinkiem laczacym punkty (z,,y,) i (2., y,).
Zbiér R bedziemy nazywali wypuklym, jezeli dla kazdych jego dwu
punktéw (z,, ¥4), (., ¥,) laczacy je odcinek @ zawarty jest w zbiorze R.
Funkecj¢ f(x) bedziemy nazywali wypukle w przedziale {a, b), jezeli
dla kazdych dwéch liczb =,, z,e{a, b) i dla kazdej liczby 1¢<0, 1) spel-
niona jest nieréwnosé

A=) oy 4 Aws] < (1—A)f (1) + 2f ().

Funkcje f(x) bedziemy nazywali wkleste, gdy w analogicznych wa-
runkach lewa strona jest niemniejsza od prawej. Z wypuklosei 'f'unkcji
W przedziale <a,b) wynika jej cigglos¢ w przedziale (a,bd) (por. [3]).
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Silng wypuklosé (wkiestosé) definiujemy zadajac dodatkowo, aby
dla @, # 2, i 1¢(0, 1) zachodzila ostra nieré6wnosé.

Funkeje F(z,y) bedziemy nazywali wypukle w obszarze R, jezeli
dla kazdych dwu punktéw (w,,v,), (%s,¥.)eR i kazdej liczby Ae(0,1)
spelniona jest nieré6wnofé

FIA—2 @1+ Awgy (1= y1+4y5] < A= DF (21, 4:) + AF (@3, ¥3).-

Funkeja wklgsla w obszarze R spelnia nier6wno§¢ przeciwng. Przy
definicji silnej wypuktosei (wklgstosci) w obszarze R dodatkowe zadamy,
zeby dla z; # 2, lub y, #y, i 21¢(0,1) -zachodzila ostra nieréwnogé.

Funkeje F(z, y) nazwiemy wypuklq wzgledem zmiennej y w obszarze R,
jezeli dla kazdych dwu punktéw (9 Y1)y (%) Ys)e R.1 kazdego Aed0,1)
zachodm nier6wnosé

F[wo’ (1 Ay +Ays] < (1- ‘A)F(moy y1)+}vF(moa ?Iz)

Postulu.]adc przeciwng nieréwno§é uzyskamy - deflmcje wklestodei
Sfunkeji F(x, y) wzgledem y. Ana,loglczme definiujemy wypuklodé 1 wklgstodé
funkeji F(z,y) wegledem zmiennej x. Latwo zauwazyé, ze z wypuklofei
(wklestosei) funkeji wynika jej wypuklo§é (wklesto§é) wzgledem kazdej
ze zmiennych, ale nie odwrotnie.

Niech G(x,y) bedzie funkcm, ciggly w obszarze R. Funkcje

f(w) = minG(x, y)
. YeRy
bedz1emy nazywali funkeja minimalng. Kazda funkc]e y(w)( ) spelniajaca
warunek |

f(@) = G[m, y(@)]

nazwiemy mintmalng funkcjq rozdziatu. Ana,logmzme definiuje sie funkcje
maksymalng i maksymalng funkcje rozdziatu.

Obecnie sformulujemy i ndowodnimy zapowiedziane wyzej

TWIERDZENIE 1. Jezeli G(x,y) jest funkcjq. ciqgla w obszarze R, to
Junkecje minimalna i maksymalna sq cmgle w przedzmle I.

Dowéd przeprowadmmy tylko dla funkcp minimalnej. Niech :oo
bedzie dowolnep, ale chwilowo ustalong liczbg z przedziatu I, a cisg x,
dowolnym ciggiem liczb z przedziatu I, zbieinym do z,. Przyporzaddku]-
my ciggowi x, ciag y(»,) W ten sposéb, aby

(2) Y (@) e By, 5
(3) J(@,) = G[a;n, Y(@n)] < G(Tnr9n)  dla kazdego yneR,;
‘4) - Jlmy) = G(z,, 3/0) < G(%g, 9) d]a’ ka’Zdego ?IER:&

® W przypadku ciggloéei fankeji G(z,y) W obszarze R istnienie funkc,u y(ac)
jest - zagwarantowane. '
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Niech z, bedzie ciagiem liczb z przedziatu I zbieinym do x, i takim, ze
(5) lm f(,) = lim f(&,) = im 6 [, ¥ (Z,)].
nso0 o nire0 Ne—r00
Ciag y(%,) spelnia nieré6wno§é
(6) \ a(Z,) < Y(Zn) < b(Zy),
gdzie a(%,) i b(Z,), na mocy cigglofeci funkeji a(x) i b(x), sa ciggami zbiez-
nymi odpowiednio do liezb a(z,) i b(z,). Z ograniczonoseci ciggu y(%,)

iz (6) wynika istnienie podciggu Y (ZTn,,) zbieznego do pewnej liczby YelRy,.
Na moey ciaglodei funkeji G(xz, y) otrzymujemy

(7) hm G[ink7 Y(Zn,)] = G (2, ¥)-

Do ciggu %, moina dobraé ciag ¥, — ¥, taki, ze y,,,keR . Z (3)
wynika -

(8) G{Enk’ y(ﬁnk)] < G(Enw Yrg) s
a z ciaglofci funkeji G(x,y)

(9) &mG(@k, Ing) = G (%0, Yo)-
Z (7), (8) i (9) wynika |

(10) G (2, ) < G(@o) Yo)-

Uwzgledniajae (4) i (10) ma,my ‘
G (2o, 7) = G(mm Yo). _

Poniewaz ciag - G[Zy,, y(a:.nk)] jest podciagiem ciggu zbieznego
G[En) y(in)]? WiQC o R _ ‘
lim f(#,) = G (@, Yo) = f(#,)-

N0 o

Rozumujae analogicznie mozna wykazaé, ze
| ll_@f(wn) = G(wo;v'yO) =-f(wo)7
N—00

co oznacza cigglo§é funkeji f(x) w przedziale I.

TWIERDZENIE 2. Jezeli

(a) a{z) jest funkcja wypukle w preedziale I;

(b) b(x) jest funkcjg wkileslg w przedziale I;

(e) G(x, y) jest funkcja wypukle w obszarze R,
to funkcja minimalna f(xr) = minG(x,y) jest funkcja wypukla w prze-
dziale I(%). veRy

® Ana.loglczne twierdzenie orzekajace wklestosé funkeji ma,ksymalne] flz) =
= maxG(a;, ¥) ]est pra.wdz1we po za.stqplenm zatozenia (c) za.lozemem
R, .

(o) G (z, y) jest funkcjg wklesla w obsza.rze E.
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Dowéd. Weimy dowolne dwie liczby x,, #,el i liczbe A¢<0,1).
7 zalozenia (c¢) wynika istnienie liczb ¥,, v, takich, ze

f(z1) = G (@, yl)‘ i (@, 41)eR,
f(@e) = G(23,9:) 1 (%2, 9:)eR.
Z zalozen (a) i (b) wynika wypuklo§é obszaru R. Z wypuklodei funkeji
G(z, y) mamy
A—=Df @)+ A () = (1— 1) G (21, Y1)+ AG (@3, ¥5) =
=2 G{(1— )@+ Ay, (1— )y, + Ay,].

Z wypuklodci zbioru R wynika, ze odcinek lgczgcy punkty (z,, ¥.),
(@4, ¥,) nalezy do zbioru E. Stad na mocy zalozenia (¢) wynika, Ze

GL(1—A a4 Axy, (1 —A)yy+ 2Ay2] > FI(A—A) @y + A, ]
i ostatecznie
1—2)f(z)+ }*f(-’vlz) = fl(1—A) o+ Aw,].

TWIERDZENIE 3, Jezeli

(a) G(z,y) jest funkcjq cigglq w obszarze R;

(b) y(z) jest jedyna(®) minimalng funkcja rozdzialu lub jedyna maksy-

malng funkejq rozdzialu,

to y(x) jest funkcja ciggla w przedziale I. _

Dowé6d przeprowadzimy dla minimalnej funkeji rozdzialu. Przy-
pusémy, ze y(x) jest nieciggla w punkcie xyel. Wowezas istnieje cigg
«, punktéw przedzialu I, oraz pewna liczba ¢’ > 0, takie, ze

(11) Ty — Do,
(12) ly(z,)—y(z) =6 dla =»n=1,2,,...

Z nieréwnofci a(z,) < y(2,) < b(x,) wynika istnienie podciagn Y ()
zbieznego do pewnej liczby y’ela(x,), b(x,)>. Z ciaglo§ei funkeji mini-
malnej wynika, ze
(13) G (o, ¥') = G[®o, ¥(20)] = f(2,).

Z (12) i (13) wynika istnienie dwéch réznych punktéw (2, y(w,))
i (@o,9'), W ktérych funkeja G(x,y) osiaga minimum, co sprzeczne jest
z jednowarto$ciowoscig funkeji y(x) w punkcie z,.

Obecnie podamy definicje klasy 2. Kazde warunkowe zagadnienie

ekstremalne dla funkeji » zmiennych bedzie nalezalo do klasy Q wtedy
i tylko wtedy, gdy

(®) Jedynod&é funkeji y(x) moze byé zagwarantowana przez zalozenie np. silnej
wypukloei (wklestosei) lub réznowartoéciowosei funkeji G (x, y) wzgledem zmiennej y.
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(2) operacje ekstremum warunkowego dla funkeji » zmiennych da
sie¢ zastapié superpozycja czastkowych operacji ekstreméw warunkowych
funkeji jednej zmiennej;

(b) k-ta operacja czastkowa ma postaé

max Gy(z,y) lub min Gy (z, ),
a(@)<U<by() apE)<U<bp(x)

gdzie Gy(w,y) jest funkecja ciagla w obszarze

B = B {wely, ai(2) <y < be(@)},
x,y
gdzie a;(x) i by(x) sy funkcjami cigglymi w przedziale Iy.

Klagsa 2 jest wezsza od klasy warunkowych zagadnien ekstremal-
nych rozwazanych w ujecin programowania dynamicznego (por. [1],[2]).
Zanim wyja$nimy dokladniej celowoéé wprowadzenia definicji klasy £,
rozwazmy nastepujacy przyklad.

Znalezé

n

(14) fo(®) = min > @;(2;)
1

=) =

przy spelieniu warunkéw

o < < b; i=1,2,...,m,

Z‘P«c(m«c) = ®.

=1

(15)

n n
Dla ustalonego ze{ > yi(a;), > vi(h;)> zagadnienie polega na znalezie-
i=1 i=1

n
niu minimum funkeji } @;(#;) w zbiorze bedacym czefcia wspdlna prosto-
i=1 n
padlogcianu a; < 2; < b; (i = 1, 2, ..., n) z hiperpowierzchnig D' y;(x;) = =.
n i=1 n
Gdy  bedzie parametrem przebiegajacym przedziat {3 vi(a:), X 'v;:(,)>,
1=1 i1=1

minimum bedzie funkejg (14). Juz szczegélne przypadki tego zagadnienia
znajduja szereg ciekawych zastosowan. Przytoczymy dwa z nich.

Problem minimalnych kosztéw produkeji(*). Produkuje si¢ jakie§
dobro materialne w czasie n okreséw. W koncu n-tego okresu ma byé
wyprodukowany zapas 8. Niech z; oznacza ilo§é jednostek wyproduko-
wanych w i-tym okresie, ¢;(z;) — koszta produkcji, b; — zdolno§é pro-
dukeyjng. Trzeba znalezé taki plan produkeji (2, s, ..., ,), aby

n
a) laczne koszta produkeji (Y ¢i(«;)) byly najmniejsze,

i=1

(%) Problem ten rozwazal M. Klein [6].
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b) nie przekroczy¢ w zZadnym okresie zdolnoSci produkeyjnej (0
<@ <by 1=1,2,...,10)
¢) suma produkcp w poszczegélnych okresa,ch byla réwna zapla-

nowanej z goéry wielkodci 8 (sz = 8).
=1

Problem oszczednosci materialéw substytucyjnych (). Niech M,
i M, bedy dwoma materialami wzajemnie zastepowalnymi; potrzebnymi
do produkeji d6br 2y, 25, ..., 2,. Niech #; oznacza ilo§é jednostek materiatu
M, zuzywang przy. prddukcp dobra z;, ¥; ilo§é jednostek materiatu M,.
Niech y; = ¢;(%;) bedzie i-ta funkc;ap zapotrzébowania odpowiednio na
materiaty M, i M, (zaleznoéé y; = :p,,(mz) ustala sie ze zna,]omoém ‘techno-
logii procesu produkeji). Ilosé aaz nie moze przekraczadé pewne] hczby b;

(warunki technologiczne), za$ Zaa = o, gdzm @ jest zapasem materiatu
M,. Nalezy zminimalizowaé lapczne zuzycie th.,(a:.,) materialn M,.

i=1

Wracajae do ogélnego zagadnienia (14) zalézmy, ze dane funkcje
@: 1 y; 89 ciggle w przedziatach {a;, b;) (4 ='1;2, ..., n), a funkcje y; sa
ponadto fcifle rosnace. Stosujge zasade optymalnodci (por.[1]) mamy
fi(@) = o1 [yi ()],
Je(@) = min{¢k[‘Pil(mk)]+fk—1($;¢k)}, k= Dy Bgurey By
Tk

gdzie przy ustalonym argumencie # minimum po prawej stronie jest
wziete w zbiorze okre§lonym nieréwnofciami

velag) < ‘I’k(bk)’
@— 2 pilb) <o < 0— Z vila).
iml f=]

Dzigki tej rekurencyjnej definicji ciagu {fi} latwo -juz zauwazyé,

Ze rozwazane zagadnienie ekstremalne nalezy do klasy zagadnien Q.
Stosujac zasade indukeji wzgledem % i korzystajge z twierdzen 1, 2
i 3 latwo wykazaé, przy odpowiednich zalozeniach o danych funkcjach
@i 1y, cigglodé i wypuklo§é funkeji f, (x) oraz cigglosé funkeji , (x) w prze-
- |

dziale ¢ 1_21 vi(a;), é: vi(bs))-

Udowodnione w tej pracy twierdzenia oraz wprowadzone pojecie
klasy Q uwalniaja nas od konieczno$ci badania odpowiednich wiasnodei
szezegblnych zagadnien ekstremalnych klagy 2 (por. [1], [5]).

(%) Analogiczne zagadnienie rozwazal Z. Galas [4].
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B. COBEIE X (Fageuxe)

OB OJHOM KJIACCE YCJHOBHBIX 9KCTPEMAJBHEIX 3AJAY
PEBIOME

B paGore aBrop fopMyIHMpyeT M AOKA3HBAET TPM HPOCTHE yTBepAeH:A. Ilpn-
HEMAmMAasA B TUX yTBepK[eHUAX yuacTue obGiacts B m orpesor Ry ompenenenm
dopmyaamu (1) n (1'). O PpyHruuaAx a(x) u b(r) mpeAnOIEraeTca, UTO OHM HempeprBHM
B mHTepBage I M y[OBIETBOPAT HEPABEHCTRY, a(x) < b(z).

TroPEMA 1. Ecau G(»,y) asasemcs Henpepuienol @ynryueii ¢ obaacmu R, mo
dynryuu : '

f(z) = minG(z, y) n f(#) = maxG(z, y)
veR, YR,

Henpepuieis, & 1.

TEOPEMA 2. Ecau

a) a(z) ewnyraan Pyrryus & unmepsaae I,

6) b(x) eoenymas Pynryus ¢ uwmepsane I,

B) G(z,y) ewnyraan Pynryuz e obaacmu R,
mo gynryus f(x) = minG(z, y) seasemcs sunyraot Pyrnxyueli ¢ unmepeaae I.

VeE,
BepHo amamoruunas Teopema ‘o BorEyTocTH QyEKnuM f(r) = max@(z, 4/) ecin
BAMEHHTH NPENNOJOMEHHe B) MPENIOIOKEHHEM Vely

8') G(z, y) Borayran QyHKuEA B 06zact: R.

TEOPEMA 3. Eeau

a) G(»,y) nenpepusnan gynryus s obaacmu E,

6) y(x) eduncmeennas Pynuxyus, yaoe./zemeo_pmou;aa yeaosuro

@(»,y(x)) = minG(z,y) npu el
' ' veR,

usu eduncmeennas dynryus, ydosaemsoparowas Yciosuo

G(=, y(z)) = maxG(z,y) npu xel
YeRy

mo y(x) Henpepuenas Pynryus e unfrzeptaa.):q. I.
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OTH TeOpeMH NPAMEHAIOTCA NPU pemeHnM M MCCIeA0BAHMIO CTPYKTYPH Kaacca Q2
(ompefieneHHOr0 B 3TOit pafoTe) YCIOBHHX IKCTPEMANLHHX Bafad AAA (PYHRLHH 7
nepeMeHHHX.

Hampaa ycrToBHasA BKCTPeMallbHAA 3ajava Aag QYHKHUH % HepEeMeHHHX IpH-
HaJJeXKUT K Kaaccy {2 TOrAa M TOJILKO TOTNA, KOTAA

a) omepanmuu YCIOBHOrO BKCTpeMyMa AlA YHKINM 7 TepeMeHHHX MOMHO 3a-
MEHHTH Cynepmnosunueii 4acTHHX oOnepanuilt YCIOBHHX BJKeTpeMoB PyHKuUMI opHONH
nepeMeRHOH,

6) k-tTam yacTHAA olepaluAa HMeeT BHJ

max Gi(x,y) wnm min  Gr(x, y),
ay(2)<y<by(x) HAT)<Y<b(2)

rae Gr(r, y) HempepuBHAA QYHKIOuUA B obaacTn

B®) = E{welk, ax(z) < y < br(x)}.
z,2
Kiaace £ yme Kmacca YCIOBHHX B3KCTPEMaIbHHX 3aAad, PacCMATPHBAEMEIX
B CMHCIIEe fMHAMHYECKOT0o nporpamuposanuda ([1], [2]). OgHaKo BBejeHMe 3TOro Kiacca
nenecoo0pasHo, TAK KAK [aeT BO3MOJKHOCTD WK30e)KaTh [KOKA34aTedbCTBA YACTHHX
cay4aes Teopem 1, 2, 3 mNA KOHKPETHHX dKCTPeMAIbHHX 3afiay Kilacca 2 (CM. HampH-
mep [1}, crp. 37, mam [5], crp. 255).

W. SOBIESZEK (Gliwice)
ON A COERTAIN CLASS OF CONDITIONAL EXTREMAL PROBLEMS

SUMMARY

The author formulates and proves three simple theorems. The domain R and
the segment R occurring in those theorems are defined by formulas (1) and (1%).
The functions a(x) and b(r) are assumed to be continuous in the interval I and to
satisfy the inequality a(x) < b(x).

THEOREM 1. If G (x, ) is a continuous function in the domain R, then the functions

f(x) = minG(z,y) and f(z) = max@(z,y)
VeR,

YR,
are continuous in the interval I.

TraEOREM 2, If
(a) a(x) i3 a convex funclion in the interval I;
(b) b(x) i3 a concave funciion in the interval I;
(e) G(x, y) 18 a convex function in the domain R;
then the function f(x) = minG(x,y) 8 a convex function in the interval I.

YR,
An analogous theorem stating the concavity of the function f(z) = max@(z, y)
is true if we replace assumption (¢) by the assumption: YeRy

(¢’) G(z, y) iz a concave funmction in the domain R.
THEOREM 3. If

(a) G(z,y) s a continuous function in the domain R;
(b) y(x) is the only function satisfying the condition

Gz, y(x)) = ;n;nG(w, y) for wel
eliz
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or the only function satisfying the condition
G(x,y(x)) = max@(z,y) for wmel,
!IERQ,

then y(x) is a continuous function in the inierval I.

These theorems can be used in solving and investigating the structure of the

class 2, defined in the paper, of conditional extremal problems for a function of »
variables.

Every conditional extremal problem for a function of n variables belongs to
clags Q if and only if
(a) the operation of conditional extremum for a function of » variables can be

replaced by a superposition of partial operations of conditional extrema of a funetion
of one variable.

(b) the k-th partial operation is of the form

max Gi(z,y) or min Gr(x, y)
ap(r)<U<by(x) ap(2) <Y<b(®)

where Gi(x,y) is a continuous function in the domain
B®) = E{zelr, ox(v) < y < br(2)}.
z,¥

The class £ is narrower than the class of conditional extremal problems consid-
ered from the point of view of dynamic programming ([1], [2]). Its introduction,
however, is advisable since it permits us to avoid proving particular cases of theorems
1, 2, 3 for concrete extremal problems of the class 2 (cf. [1] p. 37 or 5], p. 255).
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