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O PEWNYM ALGORYTMIE ROZWIAZYWANIA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH PIERWSZEGO RZEDU (I)

Wstep. W niniejsiej pracy bedziemy sie zajmowaé metodami umoz-
liwiajacymi otrzymywanie przyblizonych rozwiazan zagadnienia oczat-
kowego

(i) Y =f@9), y(@) =y,

w postaci wyrazen analityeznych, przyblizajacych rozwigzanie dokladne,
Sg to metody podobne do powszechnie znanej metody Picarda [7], [8],
[10] lub metod Czaplygina [1], [2], [5],[6], opartych na pewnym twier-
dzeniu o tzw. nier6wnofciach rézniczkowych [9]. '

Metody Czaplygina umozliwiaja konstruowanie tzw. gérnych oraz
dolnych przyblizen rozwigzania zagadnienia poczatkowego (i).

Przyblizeniem gornym rozwigzania zagadnienia poczatkowego (i)
nazywamy kazda funkecje u(x) speiniajaca warunki

u(wy) = 9o, w@>y@ da 2 <o <ata,

natomiast preyblizeniem dolnym nazywaé bedziemy kazdg funkecje v(x)
spetniajgcg warunki

(@) =%, o@<y@) da 2 <2< 20ta,

gdzie y(z) jest dokladnym rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego (i).
Jedna z metod Czaplygina, tzw. metoda stycznych, polega na zastg-
pieniu zagadnienia poczgtkowego (i) ciagiem zagadnien poczatkowych

(id) ?/;L+1 = f;(wy Yu) (Yni1—Yu) +F (2, Yn), Yn+1{%o) = Yo

Jezeli odpowiednio ustalié funkcje y,(z), to z ciagu réwnan réznicz-
kowych (ii) mozna uzyskaé w sposéb rekurencyjny cigg kolejnych przy-
blizetr y,(®), yq(x), ys(x),..., monotonicznie zbieznych do rozwigzania
zagadnienia poczatkowego (i). uzin [37], [4] wykazal, ze ciagg funkeji
{y(@)—Uy(x)}, gdzie {U,(x)} jest ciagiem przyblizen uzyskiwanych me-
toda stycznych Czaplygina, dazy do zera tak szybko, jak ciag liczbowy
{0-27". -
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Drugg znang metods Czaplygina jest tzw. metoda siecznych, ktéra
rowniez polega na zastapieniu zagadnienia poczatkowego (i) pewnym
ciggiem liniowych réwnan rézniezkowych.

W niniejszej pracy omoéwiony jest pewien ogélny algorytm, nazwany
algorytmem Z, ktéry umozliwia znajdowanie ciagu kolejnych przyblizen
rozwigzania zagadnienia poczgtkowego (i), zbieinego do rozwigzania
w pewnym otoczenin punktu z,. Podana jest konstrukeja oraz dowéd
zbieznofci tego algorytmu. Pokazane jest réwniez, ze algorytm Z za-
wiera, jako szczegllne przypadki, metode kolejnych przyblizen Picarda
oraz obie metody Czaplygina.

W przygotowaniu jest druga cze§é pracy, gdzie podana jest konstruk-
cja pewnych szybko zbieznych metod przyblizonego rozwiazywania row-
nan rézniczkowych zwyczajnych, bedacych szezegbélnymi przypadkami
algorytmu Z. Sg to mianowicie: metoda stycznych rzedu s oraz metoda
interpolacyjna zbudowana na s krzywych wezlowych, przy czym s jest
dowolng liczbg naturalng.

Nalezy dodaé, ze wiele omawianych w niniejszej pracy zagadnien
mozna uogdélnié na uklady réwnan rézmiczkowych zwyczajnych.

1. O zbieznosci pewnego ciagu funkcyjnego. Niech funkeje f(z, y)
oraz F,(x,y), n =0,1,2,..., beda okreS§lone i ciaggle w prostokacie R
danym nier6wnodciami

(1.1) loe—zo| < @, |y—Yo| <D. |
Zakladamy, ze funkcje te spelniaja jednakowy warunek Lipschitza
\f(zy ¥)—f (2, 9)| < Lly—7|,
| Fn(@, y)—Fon(x, §)| < Lly—yl,

gdzie L jest pewng stalg dodatnig, natomiast (z, ¥) oraz (x, ) sg punktami
prostokata R.

Niech teraz funkcje y,.,(x), o wykresach nalezacych do prostokata
R, spelniaja odpowiednio réwnania rézniczkowe

(1.2)

(1.3) ) 3/;,4-1 = F, (2, Yni1)

dla |z—a, < @ oraz warunki poczatkowe

(1.4) Yn+1(Zo) = Yo.

Zaléimy jeszcze, ze

(1.5) D Sup|Fo (@, Y (@) —f (@, 9 (#))] < +o0.
n=0 T

Przy tych zalozeniach udowodnimy
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TWIERDZENIE 1. Ciag funkcji y,(x) jest w pewnym otoczeniu punktu
@, jednostajnie zbieiny do funkeji y(x), spelniajacej rownanie rééniczkowe
(1.6) y =f(@9)
t warunek poczaikowy y(x,) = Y,

Dla dowodu wprowadzimy oznaczenie

(i) 0n (@) = Fp (@, Yn)—F(@y Yn).

Z réwnania (1.3) otrzymamy

(i) Yni1 = (@ Yn) +Fn (@) Yns1) —Fu (@, Yn) + 0, (2).

Odejmujae kolejne réwnosei i catkujac, otrzymamy, przy uwzgled-
nieniu warunkéw poczgtkowych, nastepujace réwnosei:

(i) Ypi1(2)—Yn(@) =

= [ [t ¥n)—~F(t Yn_2)1dt+ [[Fnlly Yns2)—Fn(t, yn)1di—

— [ 11ty Yn) —Frn_s(ty Yn)18t+ [ [8n (1)~ 8u_y ()] 4kt

W dalszym ciggu ograniczymy zmiennoéé # do wystarczajaco matego
przedziatu |z—xy| < h, co najmniej takiego, aby AL < 1, i wprowadzimy
oznaczenia:

Ony1 = SUDP |Yns1(2) —Yn ()], g, = 8Up [8,(x)].
|m—x0|<h lz~zgl<h

Wykorzystujac warunki (1.2), z réwnofei (iii) otrzymujemy nastepujace
oszacowanie: '

Oni1 S 2hLQn +h’LQn+1 +h(e, +8n+1)
lub tez

2hL h
Ons1 S 1—%L On+ 1—1L (3n+8n+1)-

Za pomoey tej nier6wnofei la.tw"o dowiedé, ze szereg > p, ma majorante
postaci ==

P o >y{ 2RL \*
[Qo—l_l—hL §(8n+£n+1)12(1_hL) .

n=0
Na mocy zalozenia (1.5) majoranta ta jest zbiezna, jedli tylko
2hL|(1—hL) < 1, co prowadzi do warunku

(1.7) - . RL<1/3.
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Przy spelnieniu tego warunku wynika stad zbieznofé szeregu funkcyj-
nego
Yo (@) + [Y1(@) — Yo (@)1 +[Ys (@) —y1 (2) 1+ ...

jednostajnie w przedziale |x—ax,| < h, gdzie h jest okre§lone warunkiem
(1.7).

A zatem cigg funkeji y, (z) jest w tym przedziale jednostajnie zbiezny.
Oznaczmy jego granice przez ¥ ().

Jezeli scatkujemy réwno§é (ii), otrzymamy

(V) Ynsa(®@) = Yo+ [t yn)dt+ [ [Fu(t, Yny)) —Fult, yu)ldt+ [é.(mat.

Przechodzac w tej rownosei do granicy dla n—oco, otrzymamy dla
poszczegdlnych jej skladnikéw
| B (0 Yny )l —F (@ Yn)| < LYy (@) —Yn(2)] Z 0
dla [z —xy| < &, hL < 1/3, a takze dla J,(x) 0 w tym samym przedziale.
Wobec tego z (iv) dostajemy
X
(v) y(@) = 9o+ [flt, y(2)dt,
Zp

skad juz bezpofrednio wynika teza twierdzenia.
- Uwaga. Twierdzenie 1 mozna bez trudnosei nogélnié na przypadek

ukladu réwnan rézniczkowych postaci
y; =fi(@ Y1y Y2y ++er Yn)y ©=1,2,3,...,m.

2. Konstrukcja algorytmu Z. Twierdzenie 1 daje praktyezng moz-
Liwo$§é konstruowania ciggu kolejnych przyblizen zbieznego do rozwig-
zania zagadnienia poczgtkowego

(2.1) ¥ =f(@,9), y(@) =y,

a tym samym zbudowania takiej funkeji v, (z), ktéra w pewnym otoczeniu
punktu z, spelnia nieréwnosé

(2.2) lyn (@) —f (2, yp (@))| < &
dla dowolnie ustalonego ¢. Funkcje ¥,(x), spelniajgca nieréwnofé (2.2),
bedziemy nazywaé e-przyblizeniem rozwigzania zagadnienia poczatko-
wego (2.1). f

W celu otrzymania e-przyblizenia rozwigzania zagadnienia poczgtko-
wego (2.1) zbudujmy cigg funkeji

(2.3) Yo(@), Y1(2), Ya(@), ...,
ciaglych w otoczeniu punktu x, wedlug nastepujacego algorytmu.
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Jako zerowy wyraz ciggu (2.3) przyjmiemy pewng funkcje y,(x),
ciggly w otoczeniu punktu x,, 0 wykresie nalezacym do prostokata R,
a ponadto spelniajaca warunek y(x,) = ¥y,.

Nastepnie konstruujemy funkecje dwu zmiennych Fy(x,y), ciagla
ze wzgledu na obie zmienne w prostokgecie R oraz taksa, aby

Fo(w’ ?lo(m)) = f(w’ ?/0(-’”))-
Rozwigzujac teraz zagadnienie poczatkowe
y1 = Fo(2, 41),  41(%) = ¥y, -
otrzymujemy nastepny wyraz ciggu (2.3)

Nastepnie konstrunjemy funkecje dwu zmiennych F,(x,y), ciagly
ze wzgledu na obie zmienne w prostokacie R i taka, aby

F1($3 AT (m)) = f(wy (’/1(-7;))7
oraz rozwigzujemy zagadnienie poczatkowe
Yo = Fi(®,4),  ¥a(m) = Yo,

‘ktérego rozwiazanie przyjmujemy jako kolejny wyraz ciggu (2.3).
Ogolnie, przy zalozeniu, ze skonstruowaliSmy juz funkeje y,(x)
w ciggu (2.3), budujemy kolejny jego wyraz w nastepujacy sposéb:
1° konstruujemy funkcje dwu zmiennych F, (x, y), ciagly ze wizgledu
na obie zmienne w prostokacie E oraz taks, aby

(2.4) an(wa ?/n(m)) Ef(a% ?/n(w))7
2° rozwigzujemy zagadnienie poczgtkowe
(2.5) ?/;H-x = F, (%, Yni1), Yn+1{T) = Yoy
skad znajdujemy funkeje y,.,(x).
Oméwiony tu algorytm budowania ciggu kolejnych przyblizen roz-
wigzania zadania poczgtkowego (2.1) bedziemy nazywali algorytmem Z.

Szybkos§é zbieznodei algorytmu Z jest uzalezniona od wyboru ciagu
funkeji dwu zmiennych

(2.6) Fo(z,9), Filw,y), Ful@,9),...

oraz funkeji y,(x#) — zerowego przyblizenia ciagu (2.3). Algorytm Z moze
byé zrealizowany oczywidcie tylko wtedy, gdy ciag funkeji (2.6) jest tak
dobrany, ze zagadnienia poczatkowe (2.5) daja sie rozwigzaé przez kwa-
dratury.

OkreS§lenie 1. Cigg funkeji dwu zmiennych (2.6) bedziemy nazy-
wali ciqgiem okreSlajacym algorytm lub krétko ciggiem okreslajacym,
jezeli:

Zastosowania Matematyki, VIII, 4 5
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1 spelnia on zaltozenia twierdzenia 1,
2° jest tak dobrany, ze zadania poczatkowe (2 5)dlan =0,1,2,
daje si¢ rozwigzaé przez kwadratury.
Zauwazmy, ze w przypadku gdy speliony jest Wa,runek (2. 4), otrzy-
mamy nastepujace oszacowanie dla g,:

< 2hL
Qn\ ]_—hL QU

3. Przyklad algorytmu Z. Rozpatrzmy -cigg funkeji dwu zmiennych
(3.1)  Fu(@y) = du(®)(y — (@) +f(o, yu(@)), n=0,1,2,...,

gdzie {d,(x)} oznacza pewien ciag funkeji jednej zmiennej w.

Udowodnimy nastepujace
TWIERDZENIE 2. Zaktadamy, 2e funkcja f(x,y) jest ciagla ze wzgledu na
obie amienne oraz spelnia warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienng y
w prosiokqcie R, okreslonym mnieréwnoéciami (1.1). Ponadto zakladamy,
2e funkcje d,(x),n = 0,1, 2, ..., nalezq do klasy C w przedziale |xv—x,| < a
oraz sq w tym przedziale wspdlnie ogramiczone. Przy tych zaloteniach ciag
funkeji (3.1) jest ciagiem okreslajacym algorytm.

Dowé6d. Funkeje ciagu (3.1) sa liniowe ze wizgledu na zmienng
¥, skad wnioskujemy od razu, zZe cigg zagadniern poczatkowych (2.5)
daje si¢ rozwigzaé przez kwadratury. Pokazemy réwniez, ze funkcje
ciggu (3.1) spelniaja zalozenia twierdzenia 1. Ciagloé§é funkeji F,(z, y)
wynika z zatozenia twierdzenia oraz postaci ciagu funkcji (3.1). Funkcja
f(z,y) z zalozenia speinia warunek Lipschitza, skgd wynika istnienie
takiej statej dodatniej L,, ze nier6wnosé

(i) [f (@, 9)—f (2, §)| < Lyly—7|

jest spelniona dla dowolnych punktéw (m, y) oraz (x, ¥) z obszaru B. Wpro-
wadzajac oznaczenie

L, = sup|d, («)|
(@,

dla x z przedzialn |z —axy < a oraz » = 0,1, 2,... (istnienie L, wynika
z zalozenia), otrzymamy z (3.1) -
(ii) | B (0, ¥) —Fn o, Y)| = 1dn(@)ly —F| < Loly —7).
Z (i) oraz (ii) wnioskujemy, ze funkcje f(x,y) oraz F,(z,y) dla
= 0,1,

@
1,2, spelmam jednakowo warunek Lipschitza (1.2), ]esh przyjaé

A L = max(L,, L,). o
Na koniec zauwazmy, ze '

Fo(xyyn)—f(@,9,) =0 dla n =0, 1, 2.7 ceey



O pewnym algorytmie rozwigzywania réwnai réiniczkowych 357

skad oczywifcie wynika spelnienie warunku (1.5). W ten sposéb wykaza-
lismy, ze cigg (3.1) jest ciagiem okrelajgcym algorytm.

Zauwazmy jeszcze, ze algorytm Z, wyznaczony przez cigg funkeji
okre§lajacych (3.1), daje si¢ zapisaé¢ za pomocg wzoru

Yasa(@) = 9Oyt [ f(z, Y (@) —Ya (@) dy ()] dar},
%o

gdzie
ral) = f d, () de,

ktéry w sposéb rekurencyjny okresla, ciag koleJnych przyblizeri, jezeli
tylko okreslié funkeje yo(x).

Uwaga. Z powyzszego wzoru rekurencyjnego ofrzymamy znang
metode Picarda, jefli podstawimy d,(z) = 0.

4. Metoda Czaplygina jako szczegélny przypadek a.lgorytmu Z.
Jedna z najszybeiej zbieznych metod, umozliwiajacych budowanie e-przy-
blizetr rozwigzania zagadnienia poczgtkowego (2.1), jest znana metoda
Czaptygina. Istniejs dwie modyfikacje tej metody: metoda styeznych
oraz metoda Siecznych. Pokazemy, ze kazda z tych metod jest szczegél-
nym przypadkiem oméwionego wyzej algorytmu Z.

TWIERDZENIE 3. Jezeli f(x,y) oraz f, (%, y) sa ciagle w prostokqcie R,
okre$lonym nierdwnodciami (1.1), to istnieje taki algorytm Z, kiory jest
identyczny z metodg stycznych Czaplygina.

Dowéd. Dla wyznaczenia algorytmu Z przyjmiemy ciag funkeji
okre§lajacych postaci (3.1), w ktérym odpowiednio wybierzemy -cigg
funkeji {d,(x)}. Przyjmiemy mianowicie

() A ay (x) Eﬂ/("”? Yn (-’”))7
czyli
(4.1) Fu(,9) = [y, Ya(@)) [y — 9 (@) +f(2; yu (@)

Pokazemy przede wezystkim, ze cigg funkeji (4.1) jest ciagiem okre-
§lajacym algorytm. W tym celu wystarezy pokazaé, ze ciag funkeji d, (),
okre§lony réwnoécig (i), jest wspélnie ograniczony oraz ze funkeja f(z, y)
spelnia warunek Lipschitza. Zalozenie wspdlnej ograniczonofci wyrazéw
ciagu d, () nie podlega dyskusji, gdyz w tym przypadku ciagg ten sprowadza
sie do jednej funkcji. Z zalozenia ciaglosei pochodnej czastkowej f,(x, ¥)
W prostokacie B wynika istnienie takiej stalej dodatniej L, ze

fi(@,y) 1<K L dla @, yeR.

Natomiast z ograniczonosci pochodnej czastkowej f, (z, y) wynika warunek
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Lipschitza dla funkeji f(2, y). Rzeczywiscie, na mocy twierdzenia Lagran-
ge’a o wartoéci fredniej mozemy napisaé

fl@, 9 —f(@,9) = G—9f, (@, 5+0F—y), 0<6<1.

Stad oraz z ograniczono$ci pochodnej czgstkowej f, («, y) wynika natych-
miast warunek Lipschitza

|f(z, y) —f (@, ¥)| < Lly—7y|.

Zatem ciag funkeji (4.1) spelia zalozenia twierdzenia 2, a tym samym
jest ciagiem okreflajacym algorytm.

Realizacja oméwionego tu algorytmu polega na rozwigzaniu naste-
pujacego ciggu zadan poczgtkowych:

Ynir = Sy (@ Yn) Unsr—Yn) H1(@ Yn)y Yni1(0) = Yo.
Jezeli podstawimy

(4.2) Yni1 = YntTay
to ten cigg réwnan rézniczkowych przyjmie postaéd
(4.3) T = fv’l(wa Yn)Ta+1 (T Yn) —Yny  Tn() = 0.

Wzory (4.2) oraz (4.3) sa identyczne ze wzorami, jakie otrzymuje sie
w metodzie stycznych Czaplygina.

Uwaga. Metoda stycznych Czaplygina wyznacza, przy zaloZeniu
statoSei znaku drugiej pochodnej czastkowej f,,(x, y) w obszarze R, ciag
kolejnych przyblizenn monotonicznie zbiezny do rozwigzania zagadnienia
poczatkowego (2.1).

Rozpatrzmy przypadek, kiedy f,(®,y) = 0 (co oczywifcie nie na-
rusza ogélnosci rozwazan). W tym przypadku metoda styeznych wyznacza
cigg kolejnych przyblizen v,(z), dolnych w pewnym otoczeninu punktu
x,, tzn. takich, zZe wv,(x) <y(x) oraz v,(n) =19y, dla x, <o < xy+h,
gdzie y(x) — dokladne rozwiazanie zadania poczatkowego, h — odpo-
wiednio mala liczba.

up y(a)
Un(x)
Pl
Yprm———— l Vp(x)
|
l
0 X, i
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Czaptygin podat réwniez metod¢ umozliwiajagcy budowanie ciggu
funkeji u,(2), gérnych w pewnym otoczeniu punktu z,, tzn. takich, ze
U, (2) =y (x) oraz u,(x,) = vy, dla z, <@ <xy+h. Metoda ta zostata nazwana
metodg siecznych Czaplygina. Wykorzystuje ona w kazdym kroku ite-
racyjnym dwa przyblizenia: dolne v,(x), uzyskane w poprzednim kroku
iteracyjnym metoda stycznych, oraz gorne u,(x), uzyskane w poprzednim
kroku iteracyjunym metods siecznych, i wyznacza nowe przyblizenie
gérne wu, ., (x) takie, ze u, ,(x) < Uy (@)

Zauwazmy, ze metoda siecznych Czaplygina nie jest metods ,,samo-
dzielng”. Jest ona §ciSle zwigzana z metods stycznych.

Nalezy jeszcze dodaé, ze zalozenie stalo§ci znaku drugiej pochodnej
czastkowej f,, (@, y) W istotny sposéb wykorzystuje sie¢ w klasycznym do-
wodzie zbieznoéci obu metod Czaplygina.

TWIERDZENIE 4. Jezeli funkcja f(x,y) oraz jej pochodna czqstkowa
fy(z, y) spelniaja zalotenia twierdzenia 3, to istnieje taki algorytm Z, ktdry
jest identyceny z metodq Czaplygina siecznych. 7

Dowé6d. Algorytm Z bedzie identyczny z metods siecznych Czapty-
gina, jezeli przyjmiemy

(4.4)  dp(x) =
_ f(@, u:):ﬁ(m, on) dla kaidego z, dla ktérego u,(z) # v,(x),
- fylz, u:) " dla kazdego x, dla ktérego u,(z) = v,(x),

czyli

(4.5) Fo(w,g) = LEM TG ) s, w),

WU, ~—Vp,

gdzie funkcje u,(z) oraz v,(x) — dwa przyblizenia rozwigzania zagadnienia
poczgtkowego (2.1) uzyskane w poprzednich krokach iteracyjnych. Funk-
cje uy, () oraz v, (2) moga byé gérnym i dolnym przyblizeniem, uzyskane
odpowiednio metoda siecznych i stycznych w poprzednim kroku itera-
cyjnym, moga to byé réwniez dwa przyblizenia uzyskane w dwdéch ostat-
nich krokach iteracyjnych metodsg siecznych. Nalezy przede wszystkim
wykazadé, ze ciag funkeji, okreflony wzorem (4.5), jest ciggiem okreflaja-
cym algorytm. W tym celu nalezy podobmnie jak w twierdzeniu 3, udo-
wodnié, ze funkeja f(x, y) spelnia warunek Lipschitza oraz ze cigg funkeji
{d.(2)}, okreflony wzorem (4.4), jest wspélnie ograniczony w przedziale
|¢—m,| < a. Spelnienie warunku Lipschitza przez funkecje f(z,y), przy
podanych zatozeniach, bylo wykazane w twierdzeniu 3. Zajmiemy sie
wige wykazaniem, ze ciagg funkeji {d,(x)} jest wspdlnie ograniczony.
Rozpatrzmy wpierw zbiér tych 2-6w nalezgeych do przedziatu oz —u,| < a,
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dla ktérych u,(®) = v,(x), » =0,1,2,... Z definicji wynika, ze dla
tych z-6w
|dn (@) = |fy (@) un(@))] < suglfé(m, y)| =L
Te.

Wezmy teraz pod uwage zbiér tych x-6w, dla ktérych u,(x) # v,(x).
Korzystajae z warunkéw Lipschitza, otrzymamy

I (@, ) —f (2, v,)

uln - Q’u

. Lzl'"/n""”nl

= Lzo
|t — V]

|dn ()] =

Zatem
|dyn (m)| <L da [z—a)<a,

gdzie L = max(L,, L,). W ten sposéb wykazali§émy, ze spelnione sg zalo-
zenia twierdzenia 2, a zatem ciag funkeji F,(z,y), okre§lony wzorem
(4.5), jest ciggiem okreflajacym algorytm.
Realizacja omoéwionego tu algorytmu polega na rozwigzaniu naste-
pujacego ciggu réwnan:
J (@, un) —f (@, )

’U;H-l = P (V1 —up) +f (@, uy,), Vn11(Z0) = Yo-

Ten sam cigg rownan uzyskuje sie w metodzie siecznych Czaplygina.

5. Tréjargumentowa funkcja okreslajgca algorytm. Niech funkcja,
f(x, y) bedzie okreflona i ciggla w prostokgcie B danym nieréwnosciami

(5.1) |2 —x| < @, [y —yol < b.

Ponadto niech funkcja F(w,y, ?) b@dme okreflona i ciagla w obszarze
S danym nieréwnoSciami

(5.2) |2—20| < @, |y—gol<b, |Jr—z|<ec.
Zakladamy, ze funkcja F(z,y, 2) spelnia warunek Lipschitza
(5.3) | (x, y, 2) —F (2, 5, 2)| < L(ly—7|+Iz—2|),

gdzie L jest pewng stala dodatnig, natomiast (x,y, 2) oraz (z, v, z) sa
punktami obszaru 8. Niech dalej funkeje y,,,(z), n =0,1,2,..., o wykre-
sach nalezacych do prostokata R, spelniajy réwnania rézniczkowe

(5.4) ?/n'z+1 = F (@ Yni1y Yn)
dla |z —x,| < a oraz warunki poczatkowe
(5.5) Yn+1 (To) = Yo.

Na koniec zalézmy, ze cigg

(5.6) O () = F(.’IJ, Yn(2), ?/n(w)) —f(wa yn(w))
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jest jednostajnie zbiezny do zera dla n dazacego do nieskorczonodci
1 |z—a, < a.

Przy tych zalozeniach udowodnimy

TWIERDZENIE 5. Cigg funkcji y.(x) jest w pewnym otoczeniu punkiu
X, jednostajnie zbieiny do funkcji y(x), spelniajgcej réwnanie roiniczkowe

(5.7) y (x) = flz, y (o))

oraz warunek poczatkowy Y{(r,) = Y-

Dowédd. Najpierw udowodnimy jednostajng zbieznog§é ciggu funkeji
Y»(z) W pewnym otoczeniu punktu x,. Odejmujac stronami kolejne dwie
réwnofei (5.4) oraz catkujac, przy uwzglednieniu warunkéw poczatkowych

otrzymamy
X

1) Yni1 (@) —Yn (B} = f[F(wy Ynt1s Yn) —F (@5 Yny Yn_1}]d2.

Ty
W dalszym ciggu ograniczymy zmienno§¢ ¢ do wystarczajaco - matego
przedziatu |z —x,| << b, co najmniej takiego, aby hL <1, oraz wprowadzimy
oznaczenia:

Oni1 = SUD |Yni1 (@) —Yn(®)].

1z—xgi<h

Wykorzystujge warunki (5.3), dostaniemy z réwnosci (i) nastepujgce
oszacowanie:

Oni1 < hlgnig +hLg,
lub takze

.. hL
(ii) Qr_»+1 < m @n

Rozpatrzmy szereg funkeyjny

(iii) Yo (@) +[¥1(@) — 4o (@) ] +[¥2(2) —y1 (0) ]+ ...
7 oszacowania (ii) wynika, ze szereg ten ma majorante postaci

00

WL \»
9“2(1-7@) ’

=]

ktéra jest zbiezna, jesli tylko hL/(1—hL)< 1, co prowadzi do warunku
(5.8) ‘hL < 1[2.

Przy spelnieniu tego warunku szereg (iii) jest jednostajnie zbiezny w prze-
dziale | —a,| < h, gdzie h jest okre§lone warunkiem (5.8), a tym samym
cigg funkeji y,(x) jest w tym przedziale jednostajnie zbiezny. Oznaczmy
granice tego ciggu przez y(z).
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Udowodnimy teraz, ze funkeja y(x) spelnia réwnanie rdézniezkowe
(5.7) oraz warunek poczatkowy ¥ (z,) = Y,.
Z réwnan (5.4) oraz (5.6) otrzymamy tozsamosei

?/;z+! = f (@, Yn) +F (2 Ynt1y Yn) —F (2, Yny Yn) + 60 ()

lub tez po obustronnym scatkowaniu i uwzglednieniu warunkéw poczagt-
kowych (5.5)

(V) Ynrr = Yot [Ft )i+
%o

To

+ [ [F(ty Ynrry Yn) —F (b Yy 4u)1dt+ [ 8, (2) k.
%y

Przechodzagec w rownodei (iv) do granicy przy n—oo i uwzgledniajac wa-
runki (5.3) oraz zalozenia dotyczace ciagu (5.6), otrzymamy dla poszcze-
gllnych skladnikéw

| F(%y Yni1y Yn) —F (@ Yny Yn)| < LYny1—Ynl 3 0

dla |[z—x| < h, RL< 1, a takze d,(x) 20 w tym samym przedziale.
Wobec tego z (iv) dostaniemy

y(@) =yo+ [fit,y(®)dt,

skad juz bezpofrednio wynika teza twierdzenia.
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Praca wplynela 4. 3. 1965

P. 8YBEP (Bponuas)

OB OJHOM AJIOPHTME PEMEHWA OBBIKHOBEHHBABIX
AHOOEPEHIIHAJIBHBIX YPABHEHHY ITEPBOIO POJA (I)

PESIOME

IIpeamerom HacroAmelt paGoTH ABIHETCA AATOPUTM Z, KOTOPHH ZadT BOBMOMK-
HOCTB IIOCTPOEHHA MOCIeK0BATEILHEX NpubanmxeHnit

M Yo (), Yy (), yp (@), ...

pelmeHus HavalpHOU 3samaum

(ii) y = f(=z, 9), y(my) = Yo-

IlocaegoBarenburie npubnmxeHua (i) oNpeReseHH PEKYDPPEHTHO CIeRYyIOMUM
obpasom. VMesa PyHRIUL y,(x), cCTPOMM PYHKUHMIO ABYX NepeMeHHHX Fy(z, y) Taryio,
4T0o6H

Fu (@, yn(x)) = f(3, yn(2)).

Haxee, pemas HAYAUBHYIO 3aKayy

Yni1 = Fo(®, Ynt1),  ¥nt1(Z) = Yo

OOJy4aeM cllefylomee NpUOIMMKEHNe Yp41(z). PYHROHIO ¥,(T) B IOCIENOBATENLHOCTH
(i) npmeumaeM nmpoussoxbmno. CleAyoINaA TeopeMa YKasHBaeT HA CXOXUMOCTL MO-
ciefloBaTeNbHOCTH (i) K pemeRmio AunddepeEnmanvHOro ypasHenus (ii).

ITocrenoBarensHOCTs (i) CXOEMTCA B HEKOTOPOM OKPECTHOCTH TOYKM %, PABHO-
MepHO K pelleHuI0 HavaapHOM samaum (ii) (Teopema 1), eciim BHIOJHEHH CAeRYONIUE
YCIOBHA

(a) Oynrnuun f(w,y) u Fp(zx,y) (n =0,1,2,...) onpefeNeHH M HENPEPHBHH
B mpamoyroabHuke R, sagamHom (1.1);

(b) 9rn ¢yurnuu BumoaHawT ycaosud Jlmmmmnnma (1.2);

(c) I'paduru pyuruuik y, (=) me:xar B IpAMOyronsauKe B n aua |z—zy| < a yno-
BaerBopAlT AuddepeHnmansuriM ypapHeHEAM (1.3) ¢ mavanbHEME ycaosuamm (1.4);

(d) CymecrByer roHeyHoe cympeMyM (1.5).

Haxonen moxasamo, uro usBectHmit Mmeron IImkapa mociefoBarelbHHX NpH-
Gamennit, a TakKe METONH KACATeTbHHX M CEKYMUX JanmuruHa, SBIAOTCA 9aCT-
HEIMY CAyYYaAMH aJaroputMma Z.



