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LICZNOSC PROBKI
PRZY ZAGWARANTOWANEJ ROZDZIELNOSCI HIPOTEZ

1. Wstep.

Wladciwe zaprojektowanie badan statystycznych wymaga wszech-
stronnych rozwazan, w szczegélnodei dotyczacych liczby i sposobu do-
konywania obserwacji, tak Zeby odpowiednio zdefiniowane ryzyko wyni-
kajace z blednych decyzji bylo dostatecznie male.

W niniejsze) pracy zajmuj¢ sie szczegélnym przypadkiem badan
statystycznych, a mianowicie testowaniem prostych alternatywnych hi-
potez parametrycznych, z ograniczeniem do testow niesekweneyjnych.

W klasyeznej teorii testowania takich hipotez przyjmuje si¢ zwykle
za ryzyko prawdopodobieristwo biedu II rodzaju przy ustalonym praw-
dopodobieristwie bledu I rodzaju; nastepnie w réznych sposobach badania,
opartych na r6znych statystykach, wyznacza si¢ liczbe obserwacji gwa-
rantujacy, ze owo ryzyko nie przekroczy zadanej wielko§ei. W punkcie 2
pracy podaje¢ (na podstawie [2]) opis klasycznego sposobu wyznaczania
liczby obserwacji (czyli tzw. licznodei prébki). Ta klasyczna metods, jest
zapewne znana czytelnikowi, opis jej jest jednak potrzebny, gdyz z za-
wartych w nim definicji i oznaczeri korzystam przy przedstawianiu wy-
nikéw tej pracy.

Po metodzie klasycznej opisuje metode wiasna, w ktérej licznogé
probki ustala sie w zaleznosci od tego, ile informacji o testowanych hipo-
tezach zawiera obrana statystyka. W punkcie 3 definiuje liczno§é prébki
gwarantujgeg, ze odpowiednio zdefiniowana ilo§é informacji o wyborze
miedzy testowanymi hipotezami, zwana rozdzielnoécia hipotez ([1], str. 6),
odpowiadajaca obranej statystyce, bedzie dostatecznie duza. Nastepnie
w punkcie 4 badam zwigzki zachodzace miedzy licznoscia prébki tak
okre§long a liczno$cig probki w klasyeznej teorii, przy réznych zatozeniach
0 rozkladzie statystyki.

Zwigzki te maja przewaznie postaé twierdzen granicznych i méwis
0 asymptotycznych konsekwencjach przyjecia licznodci prébki gwaran-
tujacej dostatecznie duzg rozdzielno§é hipotez zamiast licznodci probki
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gwarantujgcej odpowiednig moc testu (tj. $cislej, dostatecznie mate praw-
dopodobienistwa bledéw I i II rodzaju). W twierdzeniach tych nie sg
podane oszacowania szybko$eci zbieznogci i dlatego zastgpienie klasycznie
wyznaczonej licznodei prébki przez liczno§é probki zwigzang z rozdziel-
nodcig hipotez wymaga obliczenia odchyleri wyniklych z takiego poste-
powania. (Odchyleniem wystepujacym przy danej liczno§ci prébki na-
zywam tutaj roznice miedzy zagwarantowanym ryzykiem a ryzykiem
obliczonym przy tej licznoSeci prébki.) Warto jednak dodaé, ze w bardziej
skomplikowanych przypadkach wyznaczanie liczno§ci probki metodg kla-
syczng odbywa sie zawsze ucigzliwg droga kolejnych préb i obliczania
odchylen. W zwigzku z tym pozadane jest wskazanie rozsadnego pierw-
szego przyblizenia. Wspomniane wyzej wlasno§ci graniczne oraz kilka
przykladéw podanyeh w 4.4 przemawiaja za tym, ze liczno$é probki
zwigzana z rozdzielno§cig hipotez moze stuzyé za owo rozsgdne pierwsze
przyblizenie. Metode te warto stosowaé w praktyce, ilekro¢ wyznaczanie
licznoéei prébki klasyczng metods jest trudne, a licznodeci probki uzalez-
nionej od rozdzielnosci hipotez — latwe.

Te wnioski wydajg sie takze uzasadnione w przypadku hipotez zlo-
zonych, jefli przyjaé definicje licznofci prébki przy zagwarantowanej
rozdzielnosci hipotez zlozonyeh wprowadzong w punkcie 5.

Na zakoriczenie wspomne tutaj o pracy [6], w ktérej opisatem stwier-
dzong przeze mnie numerycznie zgodno§é¢ miedzy klasyczng licznoscig
probki a licznoscig prébki uzalezniong od rozdzielnogci hipotez w przy-
padku alternatywnych planéw pojedynezych. Préby teoretycznego uza-
sadnienia owej do§é zaskakujgcej zgodnodci doprowadzily do powstania
tej pracy.

2. Licznoéé préobki n? przy zagwarantowanej mocy testu.

Niech X oznacza zmienng losowg o rozkladzie zaleznym od war-
tosci parametru 6 dla 6 nalezacych do zbioru £, zawartego w p-wy-
miarowe]j przestrzeni euklidesowej. Stawiamy alternatywne hipotezy
H; (¢ =1, 2), ze parametr 6 przyjmuje warto$é 0;.

Klasyczne postepowanie przy weryfikacji tych hipotez przebiega
nastepujaco: Niech X, ..., X, stanowi cigg niezaleznych zmiennych
losowyeh majacych rozklad zmiennej losowej X. Nazywamy statystykq
mierzalng funkecje Y™ = Y (X,, X,,..., X,). Kazdej wartosci y™ statys-
tyki Y™ przyporzadkowujemy prawdopodobienstwo = (y™) odrzucenia hi-
potezy H, (a wiec przyjecia hipotezy H,). Jefli zaobserwowanej w doswiad-
czeniu wartosei y™ odpowiada = (y™) = 0, przyjmujemy H,; jesli »(y™) =1,
przyjmujemy H,; w pozostatych przypadkach losujemy odrzucenie H,
z prawdopodobienstwem (y™).

Postepowanie decyzyjne jest wige okreSlone, jedli znane sg: liczba
obserwacji n, statystyka Y™ oraz prawdopodobienstwa =(y™). Przyj-
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mujemy, ze dla kazdego n statystyka Y™ jest z géry ustalona. Wybie-
ramy dwie liczby 0 < @, 8 < 1: chcemy tak dobraé =(y™), zeby przy
najmniejszej mozliwej liczbie obserwacji »

1° prawdopodobieristwo odrzucenia hipotezy H,, gdy jest praw-
dziwa bylo réwne q,

2° prawdopodobiefistwo odrzucenia hipotezy H,, gdy jest prawdziwa,
nie przekraczalo §.

Aby napisaé te warunki, oznaczamy przez y™ zbiér warto§ci zmien-
nej losowej X™ = (X,,..., X,); niech ¢'™ oznacza borelowskie ciato
podzbioréw #™; niech u™(E,, 0) dla F,e¢™ oznacza rodzine rozkladéw
zmiennej losowej X™, a A™(ZH,) pewng miare taka, ze u™ i A™ sg wza-
jemnie absolutnie ciggle. Oznaczmy dalej przez f™(a®™,0) uogélnions
gesto§é zmiennej losowej X™, okreslong zwigzkiem

WNE,, 8) = f (2™, 0)dr™ (™)  dla kazdego E,ep™.
En
Dla statystyki ¥ wprowadZmy analogiczne oznaczenia zbioru
wartosci #™, ciala podzbioréw I ™, rodziny rozkladéw »™(G,, 6) i miary
™ (@,) dla G, 7™ oraz uogélnionych gestosei g™ (y™, ).
Postawione wyzej warunki mozemy zatem napisaé nastepujaco:

[ 2@ ay®, 6) = a,

¥ (n)
(2.1)

1— [ &™) ar (g™, 6,) < p.
¥ (n)
Oznaczamy przez »? najmniejsza liczbe naturalng (jesli taka istnieje),

dla ktérej warunki (2.1) sa spelnione, gdy stosujemy tzw. test ilorazowy,
tj. gdy w(y™) jest okreflone wzorem

1, jesti  g™(y™, 6;) > g™ (y™, 0,),
(22)  a@y™) =1k, jesli gM(y™,0,) = ™™™, 6,),
0, jesli - g™ (y™, 6,) < ™g™(y™, 0,),

gdzie ¢™ oraz k™ sy parametrami tego testu.

Jak wiadomo, n stanowi kres dolny najmniejszej liczby obserwacji
spelniajacej warunki (2.1) przy dowolnym okresleniu prawdopodobienstw
n(y™) (wynika to Z podstawowego lematn Neumana-Pearsona, podanego
np. w [2], str. 65). Jefli »! nie istnieje, to uklad (2.1) nie jest spelmiony
dla zadnego n i dla zadnych prawdopodobiefstw =(y™). Wynika stad,
ze wzbr (2.2) okrela poszukiwane przez nas z(y™).

Prawdopodobienistwo odrzucenia hipotezy H,, gdy parametr przyj-
muje wartod§é 0, nosi nazwe mocy testu przy danym 6, a zatem uklad
(2.1) jest ukladem warunkéw nalozonych na moe testu. Ze wzgledu na
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to najmniejszg liczbe obserwacji n?, przy ktérej uklad tych warunkéw
jest spelniony, nazywamy licznodciq probke przy zagwarantowane) mocy
testu.

_Przy ustalonym ciggu statystyk { Y™} hcznoéc prébki n? jest zatem
funke]ae a,rgumentow 0, 05, a i p. Zamiast n* bedziemy niekiedy uzywadé
oznaczen: n’(0, 0,, a, f) — dla podkreflenia zaleinofci od 0, 65 a i B,
oraz n? [dla Y™] — dla podkreSlenia, ze rozpatrywany jest ciag sta-
tystyk {¥™}. _

3. Licznoéé prébki n* przy zagwarantowanej rozdzielnosci hipotez.

Wyznaczanie n? odbywa si¢ zwykle metods kolejnych préb i nie-
jednokrotnie ]est dosyé skomplikowane. Totez powstaje zagadnienie
przyblizania n?(6,, 0, a, f) za pomocyg takiej funkeji argumentéw 6,
0,, a, B, latwej do wyznaczania w praktyce, przy ktoérej moc testu ilo-
razowego uleglaby tylko nieznacznej zmianie.

Podamy teraz jedna z mozliwych metod otrzymania takiej przy-
blizonej licznodci prébki; idea oparta jest na wykorzystaniu tzw. roz-
dzielnoéei hipotez H, i H, wzgledem statystyki Y™, okreslonej wzorem
(patrz [1], str. 6)

Iy (04, 0y n) = ((“)( ™ 9,)—g™ (y™, 0 ))10 md (M) (™)
r\VUy Uy n) = Gy )=y, v, gg(n)(y(n)’az) gy

w(n)

Batwo zauwazyé, ze jesli nazwad

7" (™, 6:)

T i) =1, 2,1#]
7™ (4™, 6,) (4] y 2, 1))

log

ilo§cig informacji (zawartag w y"™) dotyczacej wyboru hipotezy H; wobec
hipotezy H;, to rozdzielno§¢ hipotez jest sumg wartodci oczekiwanych
odpowiednich ilogci informacji, gdy prawdziwa jest H, i gdy prawdziwa
jest H,. Rozdzielno§é hipotez jest wigc miarg latwodei wyboru miedzy
hipotezami.

Gdy Y™ = X™, rozdzielnoé hipotez wzgledem X oznaczamy przez
Jz(0y, 055 ), przy czym zamiast J,(8,, 0, 1) bedziemy pisaé J,(0,, 6,).
Zachodzi zwiazek ([1], rozdziaty 1 i 2)

(3.1) 0 < Jy(0y 045 n) < Jz(04, 05 n) = nd (04, 0,),

przy czym rownosé z lewej strony nieréwnofci zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢™(y™, 6,) = ¢™(y™, 6,) dla kazdego y™; réwnoé w srod-
kowej czedci nieréwnofci zachodzi whedy i ty]ko wtedy, gdy Y™ jest
statystyka dostateczng.
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Ze wzgledu na przebieg funkeji Jy (6, 0,; n) w zaleznodci od =, po-
dzielimy cigg statystyk {¥™} na celowo dobrane i niecelowo dobrane.
{Y™} nazywamy ciagiem statystyk celowo dobramym, jeSli Jy (6, 0, n)
dla 0,, 0,¢ 2 jest rosngcg do nieskonczonos$ci funkejg n; w przeciwnym
razie { Y™} nazywamy ciagiem statystyk niecelowo dobranym. Przykladem
niecelowo dobranego ciggu statystyk jest ciagg skrajnych statystyk po-
zycyjnych w n-elementowej probee prostej zmiennych losowych o rozkia-
dzie normalnym ze znanym odchyleniem frednim i z nie znana $rednig,
co do wartofei ktérej wysuwamy dwie alternatywne hipotezy. Wtedy,
jak latwo sprawdzié, Jy(8,, 65 n) dazy do zera dla n—oo.

Nakladamy warunek, zeby rozdzielnodé hipotez wzgledem statys-
tyki Y™ byla dostatecznie duza, nie mniejsza od dodatniej liczby rze-
czywistej a:

Iy (01, 05 m) =

a.

Niech n(6,, 6, @) = inf {n; J (6, 05; ») = a}. Cheemy zastapié a taks
funkejg a(a, ) o dodatnich wartodciach rzeczywistych, przy ktoérej
(01, 04y a(a, B)) stanowiloby dobre przyblizenie n? (w sensie podanym
na poczatkn tego punktu). W nastepnych punktach badane sg konsek-
wencje przyjecia a(a, f) = ({,+1%)% gdzie i, dla 0<u<1 jest zde-

finiowane zwigzkiem
o ?

f e tdw = l/%u
tu

Niech n* = 7(8y, 0y (la+15)?). Jest to zatem najmniejsza liczba
obserwacji, przy ktoérej spelniony jest warunek

(3.2) Jy (01, 025 1) = (o 1-15)2.

Bedziemy nazywaé n* licenosciq probki przy zagwarantowanmej roz-
dzielnoéci hipotez. Zamiast n* bedziemy niekiedy uzywaé oznaczen:
n*(8,, 0,, ¢, B) — dla podkreflenia zalezno§ci od 6,0, a i B, oraz
n* [dla Y™7] — dla podkreflenia, ze rozpatrywany jest ciag statystyk
{Y™}, |

4. Zwigzki miedzy n? a n*.

4.1 Nastepujace twierdzenie podaje warunki, przy ktérych »? i n*
83 sobie réwne, a wiec gdy optymalny jest wyboér (i,11;)2 jako funkeji
a(a, B). .

TWIERDZENIE 1. Niech T™ = T(¥™) bedzie wzajemnie jednoznacz-
nym przeksztatceniem Y™, funkeyjnie niezaleénym od 0. Niech T™ ma
rozklad normalny o $redmiej m (6, n) © wariancjt c*(n). Wtedy dla dowolnych
ustalonych 0,,8, a, f mamy n’[dla Y™] = n*[dla Y™, jesli n’[dla ¥™]
i8inieje.
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Dowéd. Zgodnie z [1], str. 21, Jy (0, 0,3 n) = Jr(6, 055 n), a wiec
licznoei prébki przy zagwarantowanej rozdzielnofci hipotez dla sta-
tystyk ¥™) i T™ s sobie réwne: n*[dla Y™] =«*[dla T™], jesli tylko
n*[dla Y™] istnieje.

Podobnie z réwnodei prawdopodobienstw bledéw I rodzaju i réw-
nofci prawdopodobienstw bledéw II rodzaju dla statystyk Y™ i T™ wy-
nika, ze n?[dla Y™] = n?[dla T™], jesli »'[dla Y™] istnieje.

Przy przyjetych zalozeniach o rozkladzie T™ uklad (2.1) dla sta-
tystyki T przyjmuje po przeksztalceniu postaé

[m (6, n) —m (By, n)]*
. o.z(n)
Poniewaz lewa strona tej nieréwnosei jest réwna Jp(0,, 0, n), wiec

n?[dla T™] = n*[dla T™], jeli n[dla T™] istnieje. Zatem n’[dla Y™] =
= n*[dla Y™, jesli n [dla Y'™] istnieje, c.b.d.o. :

? (ta +tﬁ)2'

4.2. Twierdzenie 1 méwi, ze jesli istnieje ciag wzajemnie jednoznacz-
nych przeksztalcen statystyk Y™ o rozkladzie normalnym z wariancjs
niezalezng funkeyjnie od 6, to »* = n?. W praktyce zalozenia twierdze-
nia 1 na og6t nie sy spelnione, czesto natomiast Y™ jest asymptotycznie
normalna lub istnieje wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie asympto-
tycznie normalne.

Zajmiemy sie wiec przypadkiem, gdy ciag rozkladéw Y™ jest w pe-
wien spos6b zbiezny do rozkladu normalnego dla n—oco, i zbadamy kon-
sekwencje zastapienia n? przez n*, gdy n* jest dostatecznie duze.

Sformulujemy najpierw, co bedziemy tutaj rozumieé przez dosta-
tecznie duze n*(6,, 0,, a, ). Ograniczmy si¢ do przypadku, gdy 6, na-
lezy do otoczenia 6,. Przypuiémy, ze dla dowolnych ustalonyeh a, 8, 6,

lim nd(ﬂn 0y 0, f) =00 i limn*(6;,0,q,p) = oo
028 0301 _

W tym i w nastepnym punkcie bedziemy wiec rozpatrywaé asympto-
tyezne zwigzki miedzy »n? i n*, gdy 0,6, przy ustalonych a, 8 i 6,
traktujac je jako szezegélny przypadek zwigzkéw miedzy n? a n*, gdy
n? i n* 83 dostatecznie duze.

Oznaczmy przez B, lews strone drugiej nieré6wnofci ukladu (2.1)
(prawdopodobienstwo bledu II rodzaju) przy zalozeniu, ze spelniona jest
pierwsza réwnoéé tego ukladu (tj. prawdopodobienstwo bledu I rodzaju
jest réwne a). p, przy danej statystyce Y™ jest zatem funkcja a, 8,1 6.
7 okreflenia n? wiadomo, ze f.a < f, f, > f dla n< n’. Dopuszczamy
odtad tylko takie ciagi statystyk {¥Y™}, ze dla kazdego a i 6,

(4.21) lim|g, ~f,] = 0

-jednosta.jnie ze wizgledu na 0,.
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Zdefiniujmy z kolei zmienng losowa N o rozkladzie normalnym z ge-
stodcig A™(z,0) dla —oo <2< co. Niech Jy(f,,60,;n) oznacza roz-
dzielno§é hipotez gloszaeych, ze w rozkladzie zmiennej losowej N para-
metr 6 ma warto§é 6; (¢ = 1, 2). Oznaczmy przez x, (analogicznie do 8,)
prawdopodobienstwo bledu II rodzaju przy testowaniu tych hipotez
testem ilorazowym, przy prawdopodobienstwie bledu I rodzaju réwnym a.

Udowodnimy teraz nastepujace

TWIERDZENIE 2. Jesli przy dowolnych wstalonych e, 8 4 6,

li |J17 (917 85 0" (85, 0, 4, /3)) ‘"JN(en 035 n*(0y, 0, a, ﬂ))[ =0
05—y
oraz

Hm [Bue,, 6 — %p*0y, 65,2,8) = 0
62_>61 n(]: 2)“;5) n(]; 21‘11)

i je$lt wariancja zmiennej losowej N nie zalezy od 6, to

lim ]ﬁn'_"ﬂndl = 0.

82—>01

Teza tego twierdzenia méwi wiec, Ze dla dostatecznie ,,bliskich”
hipotez, a stad dla duzych n* — przy jednakowym prawdopodobienstwie
bledu I rodzaju — prawdopodobienistwa bledu II rodzaju dla prébek
o licznogei n* i n” réznia si¢ dowolnie malo, a wiec n* asymptotycznie
spetnia ukiad (2.1).

Dowo6d. Gdy wariancja N nie zalezy od 6, z definicji x, mamy

(4.2.2) T (81, 055 ) = (B4, )*.
Niech

£1(0yy 055 ) = J ¢ (0y, 055 n) —J 5 (04, Oy n)y  Lo(64y Og n) = Bn—%n,
przy czym z zalozenia

(4.2.3) Hm £,(0;, 0,5 n*) = 0 = Hm £,(8y, 0,5 n*).
6o—0; 090y

Ro6éwnoié (4.2.2) przepisujemy w postaci
(4.2.4) Jy (05 0s5 1) = (ta+tpnnc2(al,az,n))2+51(615 O3y m).

ZdefiniuYmy teraz funkcje Jy(6y, 0y @), Ty (0, 03 @), Bay % okros-
lone dla 0 < < oo, takie ze

1° dla # =1,2,... 83 one réwne odpowiednio Jy(0y, Oy ), Jx (B,
035 @)y Bay #a3

2° sa ciaglymi, monotonicznymi funkcjami x dla i<z <i+1,
1 =1,2,...; ) _ ,

3° (analogicznie do (4.2.2)) Jy(0, 0,5 ) = (te+12,)%;
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4° dla 2* zdefiniowanego za pomoca réwnosci Jy(6,, 5 &*) = (1, +15)*
mamy

lim Z,(6,, 05 2*) = 0 = lim £,(6;, 84 #*),

Bg—01 05—01

gdzie

C1(92, 027 .’D) JY 611 62: w) JN(BU 02; ) 52(011 62; m) = Em"';x

Zdefiniowana w 1°-4° funkcja B, spelnia réwno$é (analogiczng do
(4.2.4)) |

Iy {8y, 035 @) = (ta+15,_7,(0,,890)" + L1 (01 055 7)),

a wiec dla z = 2* mamy
(4.2.5) (ta+1p)% = (fat15,0_Fy(00,05,2")° +£4(0, a5 2*).

Niech o bedzie taka liczba rzeczywista, ze f_4 = . Wtedy z (4.2.5) i z wa-
runku 4° otrzymujemy
(4.2.6) lim |4 —Ber| = 0.

690

Na mocy '(4.2.1) mamy

o™

ANV A AlBa— ﬂn+1|<
&>0 No‘n>N0 ]

3
Poniewaz ﬁx zmienia si¢ monotonicznie dia [#] <z < [#]+1, wiec
AV A A [(lw—nl<1)—>(Iﬁn—ﬁxl <—)]-
&>0 Ngn>Ny 09 3

Dla '8, dostatecznie bliskich 6, lieznosei n* i n? s z zatozenia dowolnie
duze, przy czym |z*—n* < 1, &’ —n?| < 1, a zatem

[(wz—en < ) ({ﬂn-—ﬁx P )]
a>0 >0
oraz

[(Iﬂ —0,1 < 6)—>(|ﬂu4 — | < )]

e>0 >0

Jeéli (4.2.6) napisa¢ w postaci

- - &
A dgo[(lez—ell < 8- (Iﬁz'—ﬂm < -3—)]

to z powyiszych trzech wyraienn wynika
AV [(|0;—0,] < 8) > (|pn*—Pnal < )], c.b.d.o.

a>048>0
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Teza tego twierdzenia jest réwniez prawdziwa, jefli istnieje ciagg
wzajemnie jednoznacznych przeksztalcen {T™}, T™ — T(Y™), spehia-
jacy zalozenia twierdzenia 2 o ciagu {¥"™}. (Dowéd tego jest oczywisty,
przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia 1.) Istnienie takich prze-
ksztalcenr rozpatruje sie np. w [5]. Dla praktyki istotne jest to, ze ani
postaé funkeyjna, ani parametry rozkladu 7'(Y¥™) nie musza byé znane,
wystarcza istnienie takiego przeksztaleenia.

4.3. Niech funkeja f™ (2™, 6) (bedaca nogélniong gestoscig zmienne;
losowej X™) spelia nastepujace zaltozenia:

A. Niech 6 = (0,,...,0p)e2. Oznaczmy przez 2,¢£ wypukle
otoczenie f. Niech 0'¢ £, Dla wszystkich #™[1™] i dla wszystkich 6,
0', 60”7, 0 < 0" < @', istniejg pochodne czgstkowe

dlogf™(z™; 6”) 92logf™ (2™; 6") d%logf™ (z™; ")

a6, ’ 06, 06, ’ 06,06, 00,
dla 4, g, v=1,...,p.
0f™ (@™ ) 21" (2™ 0”)
B. @
%6, < F(a), 36,35, < G(x),

#3logf™ (a™; 6"
36, 96, 6,

)‘<H(w) dia 4ur=1,...,p,

gdzie F(z) i G(z) sa calkowalne [A™] po calej przestrzeni y™ i

[ £(@™; 6) H(z) a1 (@) < M < oo,
A"
gdzie M jest niezaleine od 6.

AT PILON () { (™),
C. IM dA™ (™) = 0 fw dl‘”’(w(")) =0
a6, ’ 06,00,
e : m
dla 4, g =1,...,p.
Dla sformuiowania zalozenia D przyjmijmy nastepujace oznaczenia
(dla dowolnego 6¢0):

_ ™) (™. §
a;(0, 0) = f O (2™; 6)log e SR

di™ (z™)
2 (m(n); %) ,

-F ) (™). 2
7%(6,8) = [ f(at™; 5)| 1og J{f—,((f(—-,—f’,] A (@) —a%(0, 0),
2" - ’
— (") (p™. 3
cs(0, 0') = fﬂn)(w(n); 6) log%ﬁ%;—g}—) —ag(0, 0')| dA™ (£™),

A"
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Przy tych oznaczeniach

L a8 e ,0)
. oy(6, 0") oy (6, 6")

ograniczone dla 6, 0’ ¢ 2.

Dla ciggu statystyk dostatecznych ndowodnimy nastepujace asymp-
totyczne

TWIERDZENIE 3. Dla dowolnego ciggu statystyk dostatecznych {Y™}
i dla dowolnych ustalonych a, B, 6, zachodzi

jesli tylko L jest otwartym zbiorem p-wymiarowej przesirzeni Buklidesowej,
a funkcja f™ (2™, 6) spelnia zatosenia A-D.

Dowéd bedzie przebiegaé nastepujaco: Wykorzystujae zalozenia A,
B, C i zalozenia o obszarze £ oraz twierdzenie podane przez Kullbacka
([1], str. 28), udowodnimy lemat, na mocy ktérego po dolaczeniu zato-
zenia D i uwzglednieniu twierdzenia podanego przez Pietrowa ([3], str.
254) otrzymamy

n'[dla X™]

4.3.1 =1;
(4.3.1) ooyt [dla X®]

nastepnie nogélnimy ten wynik na #* i n* dla dowolnego ciagu statystyk
dostatecznych.

Dowé6d ten w znacznej czefci wzorowany jest na analogicznym do-
wodzie przeprowadzonym przez Ajwazjana ([4], str. 87). Ajwazjan,
ograniczajge si¢ do zmiennych losowych X™ o rozkladzie ciaglym i przyj-
mujac zalozenia réwnowazne przy tym ograniczenin zalozeniom A, B
i C oraz zalozeniu o 2, udowodnil analogiczny lemat, po eczym dolaczyl
zalozenie D, wykorzystal twierdzenie Pietrowa i otrzymat wzér (4.3.1).
Podane w tym paragrafie twierdzenie mozna wige traktowaé jako uogél-
nienie twierdzenia Ajwazjana dla zmiennych losowych niecigglych i dla
statystyk dostatecznych. Podkre§lamy tutaj, ze Ajwazjan nie definiowal,
ani nie interpretowal wielkoéci n* w sposéb przedstawiony w niniejszej
pracy.

Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia 3.

I. LEMAT. Przy sformulowanym wysej zaloteniu o Q ¢ zaloieniach
A,BiC

A6, . (6,0)
4.3. 9 (0,0 . 906,69
(45.2) o 5.0, 0) o 7.6, 0)
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Dowdd. Niech

") (n 1 ™™, 0)
gl,u(ﬂ) = ff( )(m( ); 6) ’ (f(n)(m(n); 9) d@z )

£
1 f(") a;(”) 8)
. AAM ()
(f‘"’(w‘"’; o) a0, ) =

[}

14

4,(0,0") = 6;,—6; (A=1,2,...,p),

26, 0') = 2A1(0 0')

¥y D
Q(6, 6" Zg“(ﬂ ) 4,(0,0') 4,(8, 6").
A p=1

W [1] str. 27 pokazano, ze przy zalozeniach tego lematu dla Oef2, 0' e,
J(0,6') = @ (6, 6')+0(A2(6, 6")).
Ta samg metoda mozna tez od razu otrzymaé, ze
o3(60,0') = Q(6, 0")+0(42(6,0"), g (6,6") = Q(6, 9’)+0(A2(6,\ 6')),

a stad juz wynika teza lematu.
II. Pietrow udowodnit ([3], str. 254), ze przy zalozeniu D i dla 6,
z otoeczenia 6,, jesli

* (ta 0'01(61’ 0s) +15 0'02(919 02))2

8§ = —> o9,
[Jx(6, 02)]° 6y,
to
4 xX®
lim " [dla,* ] =1,
Og—>0; 8

Na podstawie lematu, podstawiajac w (4.3.2) 6 =6,, 0" =10,
mamy wiec przy zatozeniach lematu i zatoZeniu D
4[dla X™
(4.3.3) g it RS
bg—>0;1 (ta+tﬁ)

Jx(0y, 05)

Zauwazmy teraz, ze

T (ta+25)2
*rdla, XY™ :["(____ﬂ__] 1
wildla X =15 6, 6] T
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gdyz Jx(0;, 0, n) = nJx(0,,0,). Mianownik we wzorze (4.3.3) rézni
sie wiec mniej niz o 1 od n*[dla X™] i dazy do nieskonczonofei, gdy
6,—6,, a wobec tego
o n'[dla X™]
661 n* [dla X(n)] N

III. Niech {¥™} bedzie dowolnym ciagiem statystyk dostatecznych.
Wtedy na mocey (3.1)

n*[dla Y] = n*[dla X™].

Zachodzi wtedy réwniez ([1], str. 20)

g™ (y™, 6,) _ F™ (2™, 6,) £A
g™y, 6,) [, 6,) ’
a zatem prawdopodobiefstwa bledéw I i IT rodzaju w tefcie ilorazowym
89 identyczne i stad
n?[dla X™] = n’[dla Y™].

Zatem dla dowolnych ustalonych a, 8, 6,

m n'[dla ¥™]
8,0 n*[dla Y™

4.4. Dla ilustracji podamy kilka przykladéw wyznaczania »n* i prze-
prowadzimy w tych przykiladach poréwnanie n* i n?.

Przyklad a. Weryfikujemy hipotezy o wartodei Sredniej w po-
pulacji o rozkladzie normalnym ze staly wariancja. Za statystyke przyj-
mujemy frednig arytmetyczng z m-elementowej prébki prostej. Wtedy
na podstawie twierdzenia 1 mamy n’ = n*.

Przyklad b. Zakladamy, ze w prébece X™ = (X,,..., X,) zmienne
losowej X; maja jednakowe rozklady prawdopodobienstwa o gestosci

1, ec.b.d.o.

f(x) mam—l—l—g dla 0<oe<l, -2<a<2.
Weryfikujemy hipoteze H,:a = 0 wobec H,:a = 2. (Hipotezy takie
mozna wysungé przy testowaniu tablic liczb losowych.) Za statystyke
Y™ z n = 2k+1-elementowej prébki obieramy mediang M™, ktéra ma
rozkiad o gestosei

(2r4+1)!

g (y) = e ¥ (1—y) gdy a=0,0<y<1,

2k 4-1)! -
gi(y) = 2 —(—(k—,)—z—)— Yy 1—y2) gdy a=2, 0<y<l1.
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Obliczamy rozdzielno§é hipotez H, przy stytystyce M™; opierajac
sie na definicji podanej w punkcie 3, otrzymujemy po przeksztalceniach

 Tu(0,2; 2k+1) =

2k+1)! ,
— ( (]:1_)2 { —klo gQZ( ) it (1—(_1)1+1)+

- : %
i ;(@-)‘—D ‘2"—@'“)2“2(?3)(‘” Py
i )7’+1

4k
v .
(fgo 2%k —i—j —4—j 2 4k — 2@—}—1——])}

Niech a = ﬂ = 0,18, Wtedy (¢, -|—tﬁ) = 3,34. Obliczajac J 5, (0,2; 2k +1)
dla £t =1,2,...,7, stwierdzamy, ze J(0,2; 2k—|—1)<334 dla k<1,
a J(0,2; 15) = 3 ,72 > 3,34 dla k = 7. Zatem »n* = 15. Bedziemy ozna-
czaé tu fn* = 2k*—|—1, a wiec k* = 7. Podstawiamy teraz n* do ukladu
(2.1). Poniewaz w tym przykladzie dla statystyki M®™ iloraz wiarygod-
nodei, réwny 2y (1+y)¥, jest ciagla funkeja y, monotoniczng wzgledem
y w przedziale (0,1), wiec odrzucenie hipotezy H, w te§cie ilorazowym
nastepuje wtedy, gdy M®™ przyjmuje warto§é z przedziatu (0,1) dla
0 < t< 1. Uktad (2.1) ma wiec postaé

1 (2k+1)!2k‘1(__1)k_i(k) f2k—i+1 B
(R i) 2k—it1

=0
' k A
(2k+1)! w k t4k—-2’b+2 .
,W;o( 0(3) g <8

Dla k =%k* =17, tj. dla n = 15, pierwsze réwnanie tego ukladu jest
spelnione, gdy t = 0,6151, a wtedy g5 = 0,165 < 0,18. Natomiast dla
k = 6 pierwsze réwnanie jest spelnione, gdy ¢ = 0,6225, a wtedy B,
= 0,201 > 0,18. Zatem n? = 15 = n*.

Przyklad c. Zakladamy, ze w prébce X™ zmienne losowe X;
(j =1,..., ») maja dwawymiarowy rozklad normalny o wspéiczynniku
korelacji ¢o. Weryfikujemy hipotezy H;:p = ¢; (¢ = 1, 2). Za statystyke
Y™ przyjmujemy wspélezynnik korelacji liniowej z probki R™, ktérego
rozklad jest znany. Na podstawie rozdzielno§ci hipotez Jx(g,, 0un)
obliczamy n*.

Wiadomo, ze wzajemnie Jednoznaczne przeksztaleenie

1. 1+4R™

T(ED) = Floe—m
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mg rozklad asymptotycznie normalny z wariancja niezalezng od o, przy
czym rozklad T(R™) praktycznie niewiele rézni si¢ od normalnego nawet
dla matych n. Na podstawie twierdzenia 1 mozemy wige przyblizaé¢ n?
przez n*. Poniewaz rozklad przeksztalcenia 7T (R™) jest znany, wniosek
ten nie ma praktyeznego znaczenia, gdyz n? wyznaczamy latwo z ukladu
(2.1) dla statystyki T (R™). Gdyby jednak rozklad 6w nie byt znany,
wyznaczanie n? z ukladu (2.1) dla statystyki R™ byloby bardzo ucigs-
liwe, natomiast wyznaczenie n* nie sprawialoby wiekszych trudnosci.
W takim przypadku metoda polegajaca na znajdowaniu n* i traktowaniu
go jako przyblizenia n’ bylaby w praktyce uzyteczna.

Przyklad d. Zakladamy, ze w prébee X™ zmienne losowe X; majg
jednakowy rozklad zero-jedynkowy:

PX;=1)=p=1-P(X;=0), j=1,...,%, 0<p<1.
Stawiamy hipotezy H;:p = p; (¢ = 1, 2) i testujemy je za pomoca sta-
n
tystyki dostatecznej Y™ = } X;. Obliczamy
§=1

(1—ps)
Ty (P, Do; 1) = n(pl—pz)log%j_—%,
a stad
n* —_ (ta+t,ﬂ)2 +1.
’ ’ P2(1—py)

Test ilorazowy w tym przykladzie nosi w statystycznej komtroli
jakosci nazwe alternatywnego planu pojedyncezego. Jak juz wspomniano
we wstepie, w [6] na str. 347 zestawiono 10 par n” i n* dla réznych wartosci
a, B, p; i p;. W wielu przypadkach otrzymano n? = n*, w pozostalych
przypadkach réznice miedzy fya i B,» okazaly sie znikome. Tak np. zgodnie
z tg tablics dla a = 0,05, g = 0,07, p, = 26°/;; p, = 0,52°/, mamy
n* = a4 = 10.

5. Uogélnienie definicji n* przy hipotezach zlozonych.

Definicja liczno§ci prébki przy zagwarantowanej mocy testu dla
hipotez zlozonych, podana w [1], str. 327, jest nastepujaca (przy zacho-
waniu zalozen i oznaczen wprowadzonych w punkcie 2). Niech H; (¢ = 1,2)
glosi, ze 0¢Q;, gdzie Q; = Q, przy ezym iloczyn domknieé 2, i 2, jest
zbiorem pustym. Nakladamy warunki

sup [ #(y™)dr™(y™, 0) < a,
0e?) g(n)

1—int [ a(y™)as(y™,0) <.
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Przy, ustalonej funkeji # mozemy wyznaczyé najmniejszg licznogé
probki, przy ktérej te warunki sa speimione. Kres dolny tych licznogci
probki przy wszelkich mozliwych funkcjach » nazywamy licznoScia probki
przy zagwarantowanej mocy testu dla hipotez H, i H, i oznaczamy przez
n'[Hyy H,, a, ). Jest to uogdlnienie definicji »? (wprowadzonej w punk-
cie 2) dla hipotez zlozonych. Oeczywifcie n’[H,, H,, a, 8] nie zawsze
istnieje. Z twierdzenia 1 i wniosku 1, podanych w [1], str. 327 i 328,
wynika, Ze ten kres dolny jest osiggany (ilekroé istnieje), gdy = jest testem
ilorazowym dla testowania pewnych prostych hipotez H, i H 2 ktérymi
zastepuje si¢ odpowiednio hipotezy H, i H,.

Uogblnimy teraz analogicznie definicje n*. Niech

n[H,, H;, a] = inf {n; inf Jy(0,, 053 ) > a}.
ﬂliﬂl
Byel2y

Tak jak przy hipotezach prostych mozna i tu obraé sobie odpomequ
funkecje a (a, )i poszukiwaé zwiazkéw miedzy n[H,, H,, a(a, )] a n? [H,,
Hz, a, fl. W przypadkach, w ktérych inf Jy (8, 05 %) jest dla kazdego

Ble.Q]

Goelly
n réwne rozdzielno§ci hipotez H; i H,, cale zagadnienie sprowadza sie do
hipotez prostych, a wigc w szczegélnosci dla a(a, f) = (t,+1;)* stuszne

89 twierdzenia 1-3. Sadzimy, ze taka sytuacja ma miejsce przy niektérych
hipotezach H, i H, (np. w trywialnym przypadku, gdy parametr 0 jest
jednowymiarowy, H,:0 < 6,, H;:0 > 0,, 0; < 6,).

Niech n»*[H,, H,, a, ] = ’;;L[Hly Hoy, (t,+1)%]. Bedziemy nazywadé
n*[Hy, Hy, a, f] licznogcia prébki przy zagwarantowanej rozdzielnogci
hipotez ztozonych. Jest to nogélnienie definicji n* (wprowadzonej w punk-
cie 3) dla hipotez zlozonych. Ogélnie przy hipotezach zlozonych nie potra-
fimy powiedzieé, czy n*[Hy, H,, a, f] stanowi w jakim§ sensie rozsadne
przyblizenie »’[H,, H,, a, f]. Poniewaz jednak, podobnie jak dla hi-
potez prostych »n’[H,, H,, a, ﬁ] otrzymuje si¢ na drodze uciazliwych
kolejnych préb, a wyznaczanie n [H 1 Ha @, B] jest mniej skomplikowane,
Wyda]e sig sluszne traktowaé n*[H,, H,, a, f] jako pierwsze praybli-
zenie n'[H,, H,, e, 1.
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9. DIEMAHDCH A (Bapmasa)

YHCJ0 IMPOF HEOBXOQHMBIX [JA HNOJYYEHHA BAHJAHHOH
PASHEAHNMOCTH I'HIIOTES3

PE3IOME

HeoGxopumoe umciao Habatofexnti, TpH KOTOPOM YNOBICTBOPEHH: YCIOBHSA
rTpefyeMEHe OT MOIIHOCTH TeCTa NpK [POBEPKe JBYX AJbTePHATHMBHHX CTATHCTHYEC-
KUX FAIOTE3, HABHBAETCH wucAoM HAGA0deHuli, Heobrodumbix O0as nosyuenus 8adarHHol
mowgnocmu  mecma. OmnpegmeneHue »srToro duucaa HaGaomermit — pgame B Ccaydae
UPOCTHIX THIIOTE3 — BOOGIIe TOBOPA, TPYXHO.

B oroli paGore maerca ompefeleHne uncaa mpol, HEOGXOMUMEX HIA NOAYYEHHA
safaHHON pPasfeNMMOCTH THIIOTEB, HAK HeoOXogumMoro 4mcaa HabilofeHuWit, mpa KOTO-
POM Y[EOBIETBODEHH YCIOBHA, KACAKIINECA DAasfejUMOCTH IPOBCDAEMHX THIOTES.
JIIA TPOCTHX TUNOTe3 NOKABAHO TPU TEOPEeMH (B TOM YHCIE ABE ACAMIOTOTHYECHHAX),
paccMaTpUBAIOIINe MOCAEACTBHA MPUHATHA YMciIa Npol, HeoOXOAUMHX [IA NONYYeHA
3Q/JQHHOY pABHEeNUMOCTH THIOTE3 BMeCTO 4Yucia Habmonpermit, HeoOXOAUMHX MRIA
NoNy4eHns BASAHHON MOIMHOCTH TeCTa, 4 TaKMKe HAaHO HeCKOJbKO HpuMepoB. Paccmo-
TpeHO, KpOMe TOI'0, TPYAHOCTH, BOSHUKAIOIUE NPHW pellleHMH BOIPOCA JJIH CIOEHHX
THIOTES.

E. PLESZCZYNSKA (Warszawa)
SAMPLE SIZE WARRANTING THE DIVERGENCE OF HYPOTHESES

SUMMARY

The number of observations necessary for satisfying the conditions imposed
on the power of a test while verifying two alternative statistical hypotheses is called
the sample size warranting the power of the test. A caleulation of this number is usually
not easy, even for simple hypotheses.

In this paper the sample size warranting the divergence of hypotheses is de-
fined. This is the number of observations necessary for satisfying the conditions
imposed for obtaining the desired divergence of hypotheses. For simple hypotheses
three theorems (two of them asymptotic ones) are proved which show the consequences
of adopting the sample size warranting the divergence of hypotheses instead of the
sample size warranting the power of the test. Some examples are given. Also the
diffienlties arising in the case of complex hypotheses are discussed.



