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TEORIA KOLEJEK CZYLI OBSLUGI MASOWEJ

1. Czym jest teoria kolejek? Teoria kolejek jest niezwykle szybko
rozwijajacy sie(!) galezig badan operacyjnych. Z drugiej strony, ze wzgle-
du na stosowany w tej teorii aparat matematyczny, teoria kolejek moze
by¢ uwazana za rozdzial teorii proceséw stochastycznych.

Poczatkéw teorii kolejek nalezy szukadé w pracach dunskiego tele-
technika A. K. Erlanga ([7]), ktéry zajmowal sie zagadnieniami stocha-
styeznymi wystepujaeymi w pracy central telefonicznyeh. Wkrétee
jednak nowa teoria znalazla wiele innych zastosowan (w dziedzinie ko-
munikaeji i transportu, przemyshi, handlu, urzadzeh socjalnych itp.)
1 wzbudzila zywe zainteresowanie wielu matematykéw, statystykéw,
technikéw i ekonomistéw,

W Polsce teoria kolejek jest stosunkowo malo znana. Autor wy-
kladal ja w roku 1959 na Uniwersytecie Wroctawskim i w roku 1963 na
XVIT Kursie Zastosowan Matematyki, organizowanym przez Instytut
Matematyczny PAN w Warszawie. W roku 1963 wyglosit réwniez cykl
wykiadow z teorii obstugi masowej B. W. Gniedenko, profesor Uniwer-
Sytetu Moskiewskiego, zaproszony do Polski przez Instytut Matematycz-
Iy PAN. Od roku 1963 na Uniwersytecie Wroclawskim prowadzone jest
Seminarium z teorii kolejek i zagadnieri pokrewnych. Prace I. Kopo-
cifiskiej ([16]) i J. Raytki ([21]) zawieraja wyniki osiagniete na tym
seminarium,

W dostepnej w jezyku polskim literaturze naukowej oméwienie
bewnych zagadnien z teorii kolejek mozna znalezé w ksigzkach W, Fel-
lera ([87) i W. Sadowskiego ([23]). Zastosowania Matematyki druko-
Waly jui w tomie 7 dwie prace z tej dziedziny ([15] i [17]). Oglaszajac
W niniejszym zeszycie kilka dalszych prac z teorii kolejek pragniemy je
Poprzedzié przegladows praca omawiajaca podstawowe pojecia teorii
1 stosowane w niej metody matematyczne. Praca ta powinna ulatwié
POlskier_nu czytelnikowi czytanie dalszych prac i przyezynié sie do spo-

——

(1) Bibliografia, teorii kolejek, opublikowana przez panne A. Doig ([6]) w roku
.1957, wymienia 638 publikacji z tej dziedziny. Obecnie z tej dziedziny publikowanych
Jest ponad sto prac roecznie. ‘



14 J. Lukaszewicz

pularyzowania teorii, ktéra moze byé z pozytkiem stosowana w wielu
sytuacjach praktycznych. Czytelnikom, ktérzy chcieliby glebiej poznad
te teorie, polecamy obcojezyczne opracowania tematu w ksigzkach i pra-
cach przeglgdowych wyliczonych na koneu niniejszej pracy.

Wiegkszo§é urzadzen obslugi masowej, do ktérych stosuje sie teorig
kolejek, ma nastepujacy schemat

—  przelew

——> proces wejscia —-——>} poczekalnia !"—-——>l obsluga ——> wyjbcie ——
i ! |

‘—-—> rezygnacja Z obstugi ——

Rys. 1

Kolejne jednostki przybywajg do urzadzenia obslugujacego w pew-
nych momentach czasu. Momenty te sg zazwycza] przypadkowo roz-
mieszczone w czasie i dokladna specyfikacja modelu wymaga probabi-
listycznego opisu procesu stochastycznego zgloszen, czyli tak zwanego
procesu wejscia.

Gdy przybywajaca jednostka zastaje obstuge zajeta, w poczekalni
tworzy sie kolejka jednostek czekajgcych. Dla sprecyzowania modelu
potrzebne jest ustalenie regulaminu kolejki, okreSlajacego zachowywa-
nie si¢ jednostek w poczekalni oraz kolejnosé ich dopuszczenia do ob-
stugi. Regulamin kolejki moze w szczegdélnoSci dotyezyé ograniczenia
ilo§ci miejse w poczekalni (modele ze skoneczong dlugoseig kolejki). Jed-
nostki przybywajace w momencie, gdy wszystkie miejsca w poczekalni
sa zajete muszg zrezygnowadé z obstugi tworzae tak zwany preelew. Prze-
lew jest mozliwy takze w przypadku, kiedy niektére jednostki rezygnuja
z obstugi, gdy w momencie ich przybycia 83 jeszcze wolne miejsca w ko-
lejce, ale wedlug indywidualnej oceny przybywajacej jednostki kolejka
jest zbyt dtuga by warto bylo czekaé na obstuge (filtracja procesu wejécia)
lub gdy czekajac przez pewien czas nie zostang jeszeze obsluzone (znie-
cierpliwienie czekajacych). Najczedciej rozpatrywane sg modele, w kté-
rych przestrzegana jest kolejnos¢ obstugi zgodna z kolejnosciag zglosze-
nia. Jezeli obstuga ma kilka réwnoleglych kanaléw, to w poczekalni mogg
gie tworzy¢ oddzielne kolejki przed wejsciem do kazdego kanalu (model
kas biletowych na dworcu kolejowym) lub tez jedna kolejka, z ktoérej
jednostki wechodzg do wszystkich aktualnie dostepnych kanaléw (model
kolejki w zakladzie fryzjerskim). Rozpatruje si¢ niekiedy systemy bez
kolejki w poczekalni. W gystemach takich wybiera si¢ losowo jednostke
do obshlugi spoéréd wszystkich jednostek czekajacych w poczekalni.
Inne modele zakladaja podzial jednostek na klasy o réznych stopniach
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uprzywilejowania. W takich systemach do obstlugi wybiera sie kazdo-
razowo najdluzej czekajaca jednostke z klagy o najwyzszym stopniu
uprzywilejowania. Ilo§é réznych klas uprzywilejowania moze byé skon-
¢zona (np. pociagi towarowe, osobowe, pospieszne i ekspresowe) lub nie-
skoriczona (np. wtedy, gdy z maszyn czekajacych na naprawe wybiera
Si¢ w pierwszej kolejnosci te, ktérej przewidywany czas naprawy jest
najkrétszy).

Obsluga moze sie skladaé z jednego lub wiecej kanaléw, w kazdym
z nich moze by¢ niezaleznie obstugiwana jedna jednostka. Niekiedy w ka-
nalach obslugi wyrdznia sie kolejne stacje, na ktoérych wykonywane
83 poszczegélne etapy obstugi. Obstlugiwana jednostka przechodzi ko-
lejno przez wszystkie stacje kanatu, przy ezym mozna rozpatrywaé mo-
dele takie, ze obstugiwana jednostka blokuje calty kanal i takie, w kto6-
rych mozliwa jest jednoczesna obsluga na wszystkich stacjach kanaltu.
W ostatnim przypadku mogs wystepowaé dodatkowe poczekalnie miedzy
poszezegoinymi stacjami w kanale obstugi, ktére zapobiegaja blokadzie
stacji koriczacej obstuge jednostki w chwili, gdy nastepna stacja jest
Jeszeze zajeta obslugiwaniem poprzedniej jednostki. Zakladajac mozli-
wosé rozgatezienn i wewnetrznych polaczen miedzy kanalami dochodzimy
do modeli kolejkowych w sieciach. Do modeli tych mozemy z drugiej
strony doj$é od zagadnien transportowych.

Czas potrzebny do obstugi jednostki w danym kanale, lub na danej
stacji, jest zazwyczaj zmienng losowg i dla sprecyzowania modelu nalezy
Podaé laczne rozklady wszystkich tych zmiennych losowych. W przypad-
ku zagadnienia z priorytetem jednostki réznych klas uprzywilejowania
mogy mieé rézne rozklady czaséw obstugi. Zazwyczaj zaklada sig, ze czasy
obstugi jednostek w réznych kanalach (lub na réznych stacjach) sg miedzy
80bg niezalezne, a takze niezalezne od procesu wejscia i sytuacji w po-
¢zekalni. Takie zalozenie znacznie ulatwia konstrukeje modelu matema-
‘tYGZnego, ale w wielu sytuacjach praktycznych rzeczywistosé wyglada
Inaczej.

Po dokladnym sprecyzowaniu modelu urzadzenia obslugi maso-
Wej mozna szukaé odpowiedzi na rézne pytania o doniostym znaczeniu
Pf'a'ktycznym. Jedno z takich pytan moze dotyezyé statystyecznej sta-
bilnofei systemu, System nazywamy stabilnym, jezeli niezaleznie od
Stanu Wyjsciowego z biegiem czasu ustala si¢ pewien graniczny rozkiad
P.T&WdOpodobieﬁstw mozliwyeh stanéw systemu. Przykladem niesta-
bilnych systeméw mogg by¢ takie systemy, w ktérych z dodatnim praw-
dopodobiedstwem dlugoéé kolejki ro$nie do nieskoriczono§ci wraz z upty-
Wwem czasu, albo takie, w ktérych wystepuje periodyczno§é zmian roz-
kladu prawdopodobieristwa stanéw. Dla proceséw stabilnych w wiek-
Szosci przypadkéw praktyeznych zadowalamy sie znalezieniem granicz-
nych prawdopodobiefistw stanéw. W niektérych sytuacjach, nie tylko
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w przypadku systemdéw niestabilnych, moga nas interesowaé¢ prawdo-
podobienistwa poszezegélnych stanéw jako funkeje czasu.

Mozna pytaé o straty czasu jednostek czekajacych na obshuge,
a w przypadku systeméw z przelewem o frekwencje nieobstuzonych
jednostek. Czas czekania jednostki jest zmienng losowa i moze nas
interesowaé¢ zaréwno warto§é oczekiwana czasu czekania jak tez pelny
rozklad tej zmiennej losowej. Inne pytania moga dotyczyé obeigzen
kanatéw obstugi, rozkladu czaséw nieprzerwanej pracy, wykorzystania
poczekalni miedzystacyjnych itp.

Odpowiedzi na te pytania (i wiele innych) dostarczaja wskaznikéw
efektywnodei systemu obstugi, pozwalaja racjonalnie planowaé nowe
urzgdzenia i ulepszaé¢ juz istniejace. Przy uwzglednieniu kosztéw in-
westyeji i kosztow operacyjnych mozna formutowaé i rozwigzywaé rézne
zagadnienia optymalizacji ekonomicznej systemow.

2. Proces Poissona. Niech X(?), dla ¢ > 0, bedzie iloeia jednostek,
ktére przybywaja do urzadzenia obsiugi masowej w przedziale czasowym
<0,t>. W teoretycznym modelu urzadzenia X (¢) jest procesem stochas-
tycznym. Kazda realizacja tego procesu jest niemalejacg funkeja schod-
kowa o wartodciach calkowitych nieujemnych. Dla dowolnie ustalo-
nego momentu t’' > 0, X(¢') jest zmienng losowa o warto§ciach catko-
witych nieujemnych. Dla kazdego ¢'it" (¢’ > ' > 0) réznica X (t'')—X (1)
jest iloscig jednostek przybywajacych do systemu w przedziale czaso-
wym (¢, t">.

W réznych modelach teorii kolejek za.klada sie czesto, ze proces
X (t) jest procesem Poissona. Mozna go zdefiniowaé jako proces X(t)
spelniajaey nastepujgce trzy warunki:

(a) Dla kazdyeh £>0 i v >0 przyrost X({+7)—X () ma roz-
klad prawdopodobienstwa zalezny tylko od diugodci v przedzialu czaso-
wego (i, 1+ ), a nie od polozenia tego przedzialu na osi czasowej. Mozna
wiec wprowadzi¢ oznaczenie

P{X(t+7)—X(t) =k} =v(r), k=0,1,...

(b) Dla dowolnej liczby rozlgeznych przedzialéw czasowych (a,, b,>,
(@2y body oovy (G, bp); gdzie 0 < a; < by <y < by, <... <4y < by, pray-
rosty procesu w tych przedziatach

X(b))—X(ay), X(b))—X(ap), ..., X(b)—X(a,)
83 niezaleznymi (en bloc) zmiennymi losowymi.
(e) Prawdopodobienstwo. tego, ze w malym przedziale czasowym

o dlugosei = przyrost procesu X (¢) przekroczy jedno$é, dazy do zera szyb-
ciej niz dlugo$é przedziatu

1) 1—y(1)—v:(7) = 0(1).
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Z tych trzech warunkéw wynika (dowéd mozna znalezé np. w ksigzce
Fellera [8] lub Chinczyna [3]), ze zmienna losowa X (i+7)—X(f) ma
rozklad Poissona

e ()"

(2) ve(T) = e o k=01,

gdzie parametr 1 > 0 jest oczekiwang iloécia jednostek przybywajaeych
do systemu w jednostce czasu.
Ze wrzoru (2) wynika takze, Ze

tim 1—vy(7)

=0 T

=1
albo inaczej

1—vy(7) = Av+o(7).

Ostatnia réwno§é znaczy, ze dla krétkich przedzialéw czasu praw-
dopodobieristwo tego, Ze przybedzie co najmniej jedna jednostka jest,
z dokladnodcia do matych niiszego rzedu, proporcjonalne do dimgosei
Przedziatu. Parametr 1, zwany takze infensywnosciq procesu wejdcia,
jest wspolezynnikiem tej proporcjonalnofei.

Niech ¢,,1,,... oznaczaja momenty przybycia kolejnych jednostek
do systemu. Momenty te sa zmiennymi losowymi podobnie jak wielkogei

(3) ZL=1, 2 =l—1l, 2 =1i3—1,,

bedace odstepami czasowymi miedzy kolejno przybywajacymi jednost-

kami. Eatwo jest sprawdzié, ze proces wejécia X (1) jest procesem Pois-

Sona wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione s3 nastepujace dwa warunki:
(«) Odstepy czasowe 2; (¢ =1,2,...) s3 niezaleznymi zmiennymi

losowymi,

~ (B) Waszystkie odstepy 2 maja ‘identyczny rozklad wykladniczy

(4) . P 0 , dla x<0;
% (w) - {zi <w} - 1__6,_;,;; dla .'?6>0.

Ze wzoru (4) latwo jest obliczyé warto$é oczekiwang odstepu cza-
S0Wego miedzy przybyciem dwu sasiednich jednostek w procesie Poissona
5 — = =
(8) Ez—afwdF(m)—l.
Wynik ten mozna bylo przewidzieé pamietajac o tym, ze A jest oczeki-
Wang ilocig jednostek przybywajacych w jednostee czasu.

Zastosowania Matematyki. Tom VIII, z. 1 ¢
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Wariancja odstepéw miedzy sgsiednimi zgloszeniami jest réwna

(e o]

1\? 1
(6) di= Be—Fe) = [ (o— 3} 7@ = 5.
Rozklad wykladniczy (4) ma charakterystyczna wlasnodé: dla do-
wolnych z >0 i ¢ > 0 zachodzi réwnoéé

(N P{z>a+alz>a} = P{z > x}.

Réownoséé ta ma w przypadku procesu wejseia nastepujgaca interpretacje.
Jezeli obserwujemy system poczgwszy od ustalonego momentu ¢/, to
okres czekania na przybycie pierwszej jednostki jest niezalezny od tego,
jak dawno przed momentem t' przybyla do systemu poprzednia jednostka
i czas czekania na pierwszg jednostke ma taki sam rozklad jak caly odstep
miedzy kolejnymi jednostkami(2).

3. Uogélnienia procesu Poissona. W wielu przypadkach urzgdzen
obstugi masowej zalozenie, ze proces wejécia jest procesem Poissona
jaskrawo odbiega od rzeczywistosei i trzeba szukaé innych modeli lepiej
przyblizajacych rzeczywisto§é. W tym celu moga byé wyzyskane pewne
uogoélnienia procesu Poissona, z ktérych najezeSciej stosowane oméwimy
tu w zarysie. Uogoélnienia te bedziemy konstruowali odrzucajac lub osia-
biajage warunki (a), (b) i (¢) skladajace si¢ na definicj¢ procesu Poissona.

Rozpatrzmy najpierw przypadek procesu spelniajacego warunki
(b) i {¢). Po odrzuceniu warunku (a) prawdopodobieristwa przybycia k
jednostek w przedziale czasowym (¢, ¢-7) zalezg zaréwno od dlugofei
przedzialu = jak i od jego polozenia ¢

P{X(t+7)—X() =k} = v(7, 1),
gdzie t >0, 7>0, k=0,1,2,...

W zwigzku z nieistnieniem funkeyj vx(r) w warunku (¢) musimy
teraz zakladaé, ze dla kazdego ¢ > 0 i v — 0 mamy

‘ 1—vo(7, ) —0.(7, 1) = o(7).
Zal6zmy dodatkowo, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje granica

]iml—%(r’ t) — A1),

0 T

ktéra nazwiemy chwilowq intensywnodciq procesu w momencie t.

(2)_ Tak np. jezeli na pewnej linii autobusy kursuja przypadkowo, tak e momen-
ty przy]azdu autobuséw na ustalony przystanek tworza proces Poissona, to czas
czekania pasazera na autobus ma ten sam rozklad (i te samg wartoéé oczekiwana 1/4)
co odstep czasowy miedzy kolejnymi autobusami.
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Zdefiniowany w ten sposéb proces znany jest pod nazwg procesu
Poissona o zmiennej intensywnosei A(t). Ilo§é jednostek przybywajacych
do systemu w dowolnym przedziale (f,t-++> ma rozklad Poissona

L]
8) op(7, t) = &4 ——~—~—[A(;’! oL,

t+r

gdzie A(z,t) = A(u)du.
t

Oczekiwana ilo§é jednostek przybywajacych w danym przedziale
czasu jest wige catkg z chwilowej intensywnofci procesu w tym prze-
dziale.

Nastgpne uogélnienie procesu Poissona otrzymujemy odrzucajac
warunek (c¢). Z warunkéw (a) i (b) wynika, ze proces stochastyczny mo-
mentéw, w ktérych jednostki przybywaja do systemu jest procesem
Poissona a w kazdym z tyeh momentéw jedna lub wiecej jednostek przy-
bywa do systemu. Tlosci jednostek przybywajaeych do systemu w ko-
lejnych momentach przybyecia sa niezaleznymi (en bloc) zmiennymi lo-

Sowymi majacymi ten sam rozklad P{n = k} = a; (3 ax = 1). Dla pel-
k=1

nego okreflenia procesu nalezy podaé parametr A (oczekiwang ilo§é mo-
mentow przybycia w jednostce czasu) i cigg prawdopodobienstw {ax}.
Oczekiwana liezba jednostek przybywajacych do systemu w jednostce
czasu (jeSli istnieje(®)) jest réwna sumie
(9) 2 ) k.
- k=1

4. Proces Palma i stacjonarny proces punktowy. Zajmiemy sie teraz
klasg tak zwanych proceséw Palma. Definicje procesu Palma uzyskamy
zastepujac warunek (b) w zespole trzech warunkéw okreslajacych proces
Poissona, przez slabszy(*) warunek («) ze str.17. Zamiast zakladaé, ze
logei przybywajacych jednostek w rozlacznych przedzialach czasowych
%% niezalezne, przyjmiemy teraz, ze odstepy czasowe (3) miedzy przyby-
clem kolejnych jednostek s3 niezalezne. Mozna wykazaé (patrz [3]),
ze dla ustalonego procesu Palma wszystkie odstepy (3) maja ten sam rozklad

(10) Plz;<ay=F(x), i=2,3,...
Z wyjatkiem pierwszego odstepu z,, ktéry ma rozklad

Ploy <a} =4[ [1—F(u)]du,
0

- .

*) S‘“?la (9) moze byé nieskohczona. Takie przypadki nie sa jednak ciekawe
z punktu widzenia zastosowafi teorii obstugi masowej.

(*) Warunek (a) jest stabszy od warunku (b) tylko w klasie proceséw spelniaja-
cych dodatkowo warunki (a) i (c).
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gdzie wspélezynnik 1 mozna wyznaczyé z warunku
P{s; < oo} =4[ [1—F(u)ldu = 1.
0

W tym celu musi oczywiscie istnieé skoriezona warto§é calki niewladciwej

[> <]

(11) [ —Fu)]du < oo.

0
Ten ostatni warunek jest r6wnoznaezny z postulatem, by istniala skon-
czona wartofé oczekiwana odstepu miedzy przybyciem kolejnych jed-
nostek

< s 1
12 Bz = | udF(u) = 1—F(u = —,
(12) J waP(u) = [ 1—F(w)]du = 5

Tak wiec proces Palma jest jednoznacznie okre§lony przez zadanie
dystrybuanty F(x) odstepéw miedzy przybyciem kolejnych jednostek,
przy zatozeniu istnienia ograniczonej wartoSci oczekiwanej (12). Proces
Poissona jest szezegbélnym przypadkiem procesu Palma o wykladniczym
rozkladzie odstepéw (4).

Specjalnie ciekawym przypadkiem procesu Palma, czesto stosowa-
nym do opisu procesu wejécia, jest proces, dla ktorego F(x) = Fyyy(x)
jest dystrybuants sumy & niezaleznych zmiennych losowych o identycz-
nych rozkladach wykladniczyeh z parametrem kAi. Jest wtedy

0 dla z<0;

(13) . Fem(@) =) & T .,
. m!e U du dla z>0.
Rozklad (13) znany jest w statystyce jako rozklad x® Pearsona. W teorii
kolejek jest on zwykle nazywany rozkladem Erlanga. Jezeli odstepy =
majg rozklad (13), to ich wartoéé oczekiwana i wariancja sa réwne
1 ) 1

- B=7 %=
i dla k¥ - co mamy ¢2 — 0.

Dystrybuanta (13) jest wiec dla &k = 1 dystrybuantg (4) rozkladu
wykladniczego a przy k¥ — co ma jako granice funkeje schodkowsy

0 dla <
(14) Fa(x) =
o ' ‘ 1 dla x>

bedaca dystrybuants stalej wartodei z = 1/A.
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Zauwazmy, ze dowolna dystrybuanta F(z) nieujemnej zmiennej
losowej z o skorniczonej wartosei oczekiwanej (12) moze byé jednostajnie
aproksymowana przez liniowg kombinacje dystrybuant (13). Wynika
to z faktu, ze kaida dystrybuante mozna jednostajnie aproksymowaé
Przez niemalejgce funkcje schodkowe, ktére mogy byé przedstawione
jako liniowe kombinacje funkeyj (14). _

Jeszeze ogblniejszym procesem niz proces Palma jest stacjonarny
Proces punmktowy. Nalezaloby go poprawniej nazwaé procesem punikto-
wym o stacjonarnych prayrostach. Punktowo$é procesu polega na tym,
ze realizacjami sa linie schodkowe, majace w dyskretnych momentach
czasu dodatnie przyrosty catkowite a w kazdym ograniczonym przedziale
Czasowym calkowity przyrost jest z prawdopodobienstwem jeden skon-
czony. Stacjonarno§é przyrostéw oznacza, ze wszystkie probabilistyeczne
charakterystyki procesu, dotyczace przyrostow na dowolnym ukladzie
odeinkéw czasowych, s niezmiennikami sztywnej translacji danego
ukiadu odeinkéw.

5. Symbolika Kendalla. W pracy ogloszonej w roku 1953 D. G. Ken-
dall ([13]) zaproponowal przejrzysta symbolike, ktora pozwala w skrécie
zapisa¢ niektére zalozenia o modelu obstugi masowej. Jak widzieliémy,
pelna specyfikacja modelu wymaga okreslenia procesu wejécia, rozkladu
czaséw obshugi, ilofei kanaléw oraz regulaminu kolejki. Kendall propo-
nuje, aby zaloZenia precyzujace pierwsze trzy charakterystyki systemu
zapisywaé w postaci symbolu

X|/Y/n,

gdzie: X charakteryzuje proces wejscia;
Y charakteryzuje rozklad czaséw obstugi;
7 jest liczbg réwnoleglych kanaléw obstugi.
Oto najezesciej uzywane symbole na miejscu X i Y:
D — deterministyczny proces wejécia (stale odstepy miedzy zglo-
szeniami kolejnych jednostek) lub staly czas obstugi;
M — proces Poissona na wejseiu Iub wykladniczy rozklad czaséw
obshugi;
Eir — rozklad Erlanga czaséw obshigi lub proces Palma na wejéciu
z rozkladem Erlanga odstepéw miedzy kolejnymi zglosze-
niami;
G — dowolny proces wejicia lub dowolny rozklad czaséw obslugi;
GI — (symbol uzywany tylko na miejscu X) proces Palma o dowol-
nej dystrybuancie .niezaleznych odstepow.
Tak np. symbol M/G/5 oznacza pieciokanalowy model obstugi ma-
Sowej z procesem Poissona na wejéciu i doweolnym rozkladem czaséw
obstugi. Jegli nie podano stownie dodatkowyech zalozen, dotyczacych
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dyscypliny kolejki itp. nalezy sie domyslaé, ze chodzi o najprostszy
model z jedng kolejkg, obstuga w kolejnofci wejscia do systemu, brak
priorytetéw i rezygnacji oraz nieograniczona pojemnosé poczekalni.

Symbolika Kendalla bywa w razie potrzeby uzupelniana przez roz-
nych autoréw. Tak np. F. A. Haight ([11]) uzywa litery 8 na oznacze-
nie stacjonarnego procesu punktowego i rozwaza w swej pracy modele
typu M/S8/1 i S/M/1.

6. Metody matematyczne stosowane w teorii kolejek. Przy rozwig-
zywaniu réznych zagadnien zwigzanych z konkretnymi modelami urzg-
dzen obshlugi masowej stosowane sg réznorodne metody matematyczne.
Nie silge sie na pelna systematyke stosowanych metod postaramy sie
wskazaé najczesciej spotykane podejécia.

(a) Dyskretne procesy Markowa. Stan systemu obslugi maso-
wej w ustalonym momencie ¢ najprosciej jest scharakteryzowaé przez po-
danie ilodci jednostek N (t), ktére w danej chwili znajdujg si¢ w systemie
(w obsludze i w poczekalni lacznie). Gdy ¢ jest zmienne i przebiega war-
toSci z poélprostej ¢ > 0 ilodé jednostek w systemie N (f) jest procesem
stochastycznym o skonczonej lub przeliczalnej ilo§ci stanéw. W naj-
prostszych systemach typu M /M /n proces ten jest procesem Markowa (°).
Dzieki te] wlasnosci mozna napisaé uklad liniowych réwnan rézniczkowych
rzedu pierwszego na prawdopodobienistwa poszezegélnych stanéw sy-
stemu, traktowane jako funkeje czasu. Uklad ten mozna niekiedy spro-
wadzi¢ do jednego rdéwnania rdézniczkowego czgstkowego na funkeje
tworzgea procesu. Dla jednoznacznofei rozwigzania potrzebne sg pewne
warunki brzegowe, najczedciej okreflane przez podanie rozkladu prawdo-
podobienstw standéw poczatkowyech (dla ¢ = 0).

W wielu przypadkach, gdy mamy do czynienia z modelem stabil-
nym, zadowalamy si¢ wyznaczeniem granicznych prawdopodobienstw
stanéw. Przechodzac do granicy, przy ¢ — oo, z ukladu réwnan réznicz-

(°) Dyskretny proces N (t) jest procesem Markowa, jezeli dla dowolnego ciagu
momentéw :

ls<. ... <l <h<h<... <y
i dowolnego ciagu mozliwych stanéw procesu
Temgy ooy k1, Koy Fay vees B
zachodzl réwnosé
P{XU) =k, ..., X() = kp|X (o) = Ko, X(t_1) = k_1,..., X(t_g) = k_g5} =
=P{X(t) = kys ... X(ty) = kp/X (t) = ky}.

Innymi slowy, jedli znany jest stan systemu w chwili ty» to dodatkowa informacja
o stanach systemu w chwilach weczeSniejszych nie ulatwia prognozy stanu systemu
w dowolnych chwilach péZniejszych.
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kowych uzyskamy jednorodny uklad algebraieznych réwnand liniowych.
Dodatkowym warunkiem gwarantujacym jednoznaczno§é rozwigzania
jest sumowalnog§é granicznych prawdopodobienstw do jednosei.

W niektérych bardziej skomplikowanych modelach (np. przy istnie-
niu priorytetéw albo specjalnych regulamindéw kolejkowych) stan sy-
stemu jest wektorowym procesem Markowa (ktérego wspélrzedne ozna-
czajy np. ilodei jednostek w systemie o réznych klasach uprzywilejo-
wania). Poniewa# jednak nadal ilo§é réznych stanéw jest co najwyzej
przeliczalna, wiec ich prawdopodobieristwa (zalezne od czasu lub gra-
niczne) wyznacza sie z analogicznych ukladéw réwnan liniowych (réz-
niczkowych lub algebraicznych) jak i w rozwazanym przypadku jedno-
Wwymiarowym.

(b) Ciggle procesy Markowa. Niekiedy stan systemu wygodnie]
jest opisywadé za pomoca cigglego procesu stochastycznego (to jest ta-
kiego procesu, dla ktérego zbiér réznych mozliwych stanéw jest zbiorem
0 mocy continuum). Tak np. stan systemu mozna opisaé podajac w kazde]
chwili ¢ potencjalny czas czekania W (i), to jest czas, ktéry uplynie do
zakoticzenia obstugi wszystkich jednostek znajdujacych sie w danej
chwili w systemie. Tyle czasu musialaby czekaé na rozpoezecie obshugi
jednostka, ktéra weszlaby -do systemu w momencie ¢. L. Takécs ([25])
pokazal, ze w systemach M/G/1 proces W (#) jest procesem Markowa.
Dzigki tej wlasno$ci funkeja F(t, x), oznaczajaca dystrybuante procesu
W (t) w chwili ¢, spelnia pewne réwnanie rézniczkowo-calkowe, ktére mozna
rozwigzaé za pomocy transformaty Laplace’a-Stieltjesa.

W podobny sposéb mozna réwniez potraktowaé niektére inne mo-
dele obstlugi masowej. Nawet wtedy, gdy w efekcie zastosowania tej me-
tody dochodzi si¢ do réwnan trudnych lub niemozliwych do rozwigzania,
mozna na ich podstawie uzyskaé pewne informacje o stabilnofci rozwigzan,
momentach itp.

(¢) Zlepianie procesu Markowa. Niech X(#) bedzie procesem
stochastycznym. Dowolna funkcja f okre§lona na zbiorze mozliwych
stanéw procesu X () wyznacza nowy proces Y (f) = f[X(t)]. Jefli takie
odwzorowanie nie jest jedno-jednoznaczne, to pojedynecze stany procesu
Y (t) mogg odpowiadaé wieloelementowym podzbiorom stanéw procesu X (t).
W takim przypadku odwzorowanie f nazywamy zlepianiem, a proces
Y (t) — procesem zlepionym. Tak np. jezeli X () jest wektorowym proce-
Ssem stochastycznym X (i) = [X,(¢), Xa(t), ..., Xn(?)], to kazda z jego
wspolrzednych jest procesem zlepionym. Podobnie procesem zlepionym
jest suma,

Y(t) = in(t).
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Zlepianie nie zachowuje na ogdél markowskosci procesu. Jezeli X (i)
jest procesem Markowa, to Y (f) na ogél nie ma juz tej wlasnosci. Zna-
jomosé probabilistycznych charakterystyk procesu X (¢) umozliwia jednak
pelny opis procesu Y (f). Te mozliwod§é wyzyskuje sie do badania szero-
kiej klasy systemdéw obstugi masowej. Zdarza si¢ bowiem czesto, ze stan
systemu Y (f) nie jest procesem Markowa, ale mozna skonstruowaé proces
Markowa X (¢) taki, ze Y () jest procesem zlepionym w stosunku do X (¢).
Tak np. w modelu M /E,/1 proces Y (t) oznaczajacy ilo§é jednostek w sy-
stemie w chwili ¢ nie jest procesem Markowa. Jesli jednak rozbudujemy
model przyjmujgc fikeyjnie, ze kanal obslugi ma & stacji o wykladni-
czym czasie obslugi na kazdej z nich (zakladamy przy tym, ze obshuga
prowadzona na jednej stacji blokuje caly kanatl), to wektorowy proces

X(t) = [Xo(i)a -Xl(t)ﬂ reey Xk('t)],

gdzie X,(t) oznacza ilo$é jednostek w poczekalni w chwili ¢;
X;(t) oznacza ilo§¢ jednostek na i-tej stacji(®), ¢ =1,2,...,k,
jest procesem Markowa, a interesujacy nas proces

. k
Y(t) = inm

jest procesem zlepionym.

W ten sam sposéb, wprowadzajac fikeyjne elementy, mozna skon-
struowaé¢ wektorowe procesy Markowa takie, ze zlepione procesy Y (i)
opisza stan systemu w modelach E./M/1 i E,/E,/1, a takze w analo-
gicznych modelach z wigkszg ilo§cig réwnolegltych kanatéw. W podobny
sposéb B. Kopocinski ([17]), wprowadzajac fikeyjna kwarantanne na wejéciu
do systemu, skonstruowal zlepiony proces opisujacy stan systemu z opéz-
nionym sprze¢zeniem zwrotnym regulujacym intensywnosé progesu wejscia
w zaleznofei od ilodei jednostek w systemie.

(d) Metody aproksymacji systemu. Odpowiednie rozbudo-
wanie systemu przez wprowadzenie fikecyjnych elementéw i wielowymia-
rowych proceséw wektorowych pozwala sprowadzi¢ do badania proceséw
Markowa kazde zagadnienie dotyczace systemdéw, w ktoérych (przy do-
wolnej ilo§ei kanaléw) czasy obstugi i niezalezne odstepy miedzy kolej-
nymi zgloszeniami majg rozklady bedgce kombinacjami liniowymi roz-
kladéw Erlanga (13). Poniewaz, jak wspomnieliémy na str. 21, kazdy
rozklad mozna dowolnie dokladnie aproksymowaé przez kombinacje
liniowe rozkladéw Erlanga, wiec stosujac taka aproksymacje i metode
zlepiania procesu Markowa mozna w przyblizony sposdb rozwigzaé kai-

(®) X;(t) dla ¢ = 1,2,...,k przyjmuje tylko dwa stany 0 lub 1, przy czym
k
suma > X;() takie przyjmuje tylko dwie wartosci 0 lub 1.
i=1



Teoria kolejek czyli obslugi masowej 25

de zagadnienie typu GI/@/n. Niestety nie ma dotychezas zadnych opra-
cowan teoretycznych dajacych analize dokladnosci takiej aproksymacji
zagadnienia.

(e) Wlozone lanicuchy Markowa. Dla pewnych niemarkowskich
procesow X (), opisujacych stan systemu obslugi masowej dla cigglego
czasu t, udaje sie wybraé taki dyskretny cigg momentéw {i;}, ze stany
procesu w tych wybranych momentach tworzg ciag zmiennych losowych
{X (%)} bedacy lanicuchem Markowa. Tak np. w modelu M/G/1 ilo§é
jednostek w systemie X (#;) w momencie #; wyjscia z obstugi i-tej jednostki
jest takim wlozonym taricuchem Markowa. Proces X (t), zalezny od ciag-
fego parametru, jest w tym modelu procesem Markowa tylko wtedy,
gdy rozklad czaséw obshlugi jest rozkladem wykladniczym (a wiec gdy
system M /G/[1 redukuje si¢ do systemu M/M/1). Inne przykiady wlozo-
hych lancuchéw Markowa mozna znalezé np. w pracy I. Kopoeinskiej [16].

Wyznaczenie probabilistyeznych charakterystyk wlozonego lancucha
Markowa {X (#;)} nie daje na ogé! pelnej znajomosci procesu X (f). Wiele
zagadnienn dotyczacych systeméw obstugi masowej moze byé jednak
rozwigzanych przy ograniczeniu si¢ do badania tylko wlozonego lanicucha
Markowa. Rezygnacja z badania niemarkowskiego procesu X (f) i ograni-
czenie si¢ do badania wlozonego lanicucha Markowa {X (#;)} jest w pewnym
sensie postepowaniem odwrotnym do oméwionej poprzednio metody
traktujgcej stan systemu X ({) jako zlepienie pewnego rozbudowanego
“procesu Markowa.

(f) Inne metody. W krotkim artykule przegladowym autor nie
pretenduje do omdéwienia wszystkich metod stosowanych w konkret-
nych przypadkach zagadnien kolejkowych. Tak np. F. A. Haight ([11])
wyzyskuje w swej pracy wyniki uzyskane metoda kombinatoryczng.
J. Rzytka ([21]) prébuje stosowaé do modeli obstugi masowej teorie zda-
rzen rekurencyjuych.

Mozna by jeszcze mnozy¢ przyklady innych ujeé i préb, jednakie,
mimo calej réznorodnosci §rodkéw matematycznyeh i metod, zakres
wszystkich dotychezas rozwigzanych zagadnien jest jeszcze daleko nie-
wystarczajacy w réinorodnych sytuacjach praktycznych. Najezesciej
Powtarzajace sie zalozenia teoretyczne, przyjmowane zazwyczaj dla
ulatwienia wuzyskania analitycznyeh rozwigzan, sa niejednokrotnie nie-
do przyjecia w konfrontacji z rzeczywistoscia.

Uniwersalng metoda, coraz czeciej stosowang w praktyce, jest ba-
danie pracy urzadzenr obstlugi masowej przez modelowanie tych syste-
méw na elektronicznych maszynach cyfrowych. Metoda Monte Carlo ()
moze byé w zasadzie zastosowana do kazdego zagadnienia teorii kolejek,

(") Zasady stosowania metody Monte Carlo, takze w odniesieniu do zagadnien
obstugi masowej, -znalezé mozna np. w ksigzee N.P. Buslenki i wspélautoréw (2].
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jesli tylko pozwalaja na to parametry techniczne dost¢pnej maszyny cyfro-
wej. Najwigksze trudnosei przy stosowaniu tych metod polegaja na po-
prawnej ocenie dokladnoéci uzyskiwanyeh rozwigzan.
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QUEUFEING THEORY OR THE THEORY OF MASS SERVICE

SUMMARY

In the paper author gives a short review of basic concepts, problems and methods
applied in the theory of queues.



