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ROZKLADY ZNAKOW WSKAZNIKOW PERKALA

1. Wstep. W niniejszej pracy podajemy rozklady znakéw wskaznikéw
Perkala [2] dla zespoléw liczgcych od dwoch do ositemnastu cech. Roz-
klady te obliczono na podstawie wzoréw podanych w pracy jednego
z autoréw [1]. Wartedci parametréw wystepujacych w tych wzorach
obliczono na elektronicznej maszynie cyfrowej Elliott-803 w Katedrze
Metod Numerycznych Uniwersytetu Wroclawskiego stosujac rekuren-
cyjny wzér Rubena [4]. Podajemy takze przyklad zastosowania podanych
tablic przy weryfikacji hipotezy dotyczacej rozkiadu zespolow cech.
Uzywamy tutaj oznaczen, jakie zostaly wprowadzone w pracy [1].

Poczytujemy sobie za mily obowigzek zlozyé na tym miejscu wyrazy
podziekowania Profesorowi J. Lukaszewiczowi, ktéry te prace przejrzal
i ktorego cenne uwagi wykorzystaliSmy.

2. Wskazniki Perkala i rozklad ich znakéw. Je§li zmienne losowe
X, X,,..., X, oznaczaja badane cechy, EX,, EX,,..., EX, ich ocze-

kiwane wartoéci, a D*X,, D*X,, ..., D*X, wariancje, to skladowe wek-
tora

X,—EX X,—EX X,—EX
(Wl, Wz, ey Wn) = (—"}:‘i)—XT'—'} — M, _z_b—f;—z — i, ...,—GA‘D‘X” i —‘WZ;),
gdzie
1 v X,—EX,
m = — —_——
n 4 Dx; ’
i=1
noszg nazwe wskainikéw Perkala. Przez rozklad znakow wskainikéw Per-
kala nalezy rozumieé rozklad zmiennej losowej (Z,,Z,,...,Z,), gdzie
11 jeéli W, >0, .
Z; = C s (t =1,2,...,n),
0, jesi W;<o0O

a przez rozklad ilosci dodatnich wskasnikéow Perkala rozklad sumy 8§, =
=7Z1+Zy+...+Z,.
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Rozklad zmiennej losowej (Z;, Z,,...,Z,) jest wyznaczony przez
rozklad zmiennej (X;, X,,..., X,). Ograniczymy si¢ do obliczenia roz-
kladu znakéw weskaznikéw Perkala dla pewnej szczegélnej klasy roz-
kladéw o tej wlasnodci, ze dla wszystkich rozkladéw tej klasy zmienna
losowa (Z,,Z,, ..., Zy) ma ten sam rozklad co dla rozkladu jednostaj-
nego w n-wymiarowej kuli jednostkowej ze §rodkiem w poczatku ukladu
wspolrzednych. Do tak okreflonej klasy rozkladéw nalezg rozklady nor-
malne o zerowych warto§ciach oczekiwanych, jednostkowych odchyle-
niach standardowych i niezmiennicze wzgledem obrotéw dookola osi
0 réwnaniu &, = &, = ... = &,.

Obecnie podamy wartofeci oczekiwane i wariancje zmiennych loso-
wych Z,, Z,, ..., Z, oraz zmiennej S, pod warunkiem, ze zmienna losowa
(X,, X,,..., Xy) ma rozklad jednostajny w n-wymiarowej kuli jednost-
kowej ze frodkiem w poeczgtku ukladu wspdéirzednych.

Zmienne losowe Z,, Z,, ..., Z, 83 zaleine, gdyz Z,+Z,+...+2Z, = 0.
Kazda ze zmiennych Z,, Z,, ..., Z, przyjmuje wartofei 0 i 1, kazdg z nich
z prawdopodobienistwem 1/2. Mamy wiec HZ; = 1/2 oraz D2Z; = 1/4 dla
1+ =1,2,...,n. Kowariancja zmiennych Z; i Z;, gdzie 7 5 j, jest réwna

cov(Zyy Z;) = Pr{id; = 1,7Z; = 1} —1/4.

Korzystajac z tozsamoSei (patrz [1]) Pr{Z; = 1,%; = 1} = V{}(0),
mozemy napisaé '

1
cov(Z;, Z;) = Vi (0)—1/4, gdzie 0 = arccos(—f;———l),

Iab

1
cov(Z;, Z;) o arctgvn(n_z),
co wynika z okreflenia funkeji V{(9).

Prawdopodobienistwo, ze np. (Z,,Z;,...,%,) =(0,1,1,0,...,0,1)
zalezy tylko od ilofci zer i jedynek w eciagu (0,1,1,0,...,0,1), a nie
zalezy od tego, na jakich miejscach sg zera, a na jakich jedynki. Zgodnie
7z oznaczeniami wprowadzonymi w [1] napiszemy wiec

Pags, = 8} = (578",

Wartogé oczekiwana zmiennej losowej S, jest rowna n/2, a wariancja
wyraza sie nastepujacym wzorem:

7 1
D28n=————2(n)-—a,ret ye———
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Stad wynika, ze
2
lim ® = 1/4—1/2r = 0,090845.

N0

W trzeciej kolumnie tablicy 1 podano wartosci pra,wdopodobieﬁstwa

—1 dla rozkladu znakéw wskaznikéw Perkala (tzn. dla rozkladu zmien-
neJ losowe] (Zy, %oy..., Zy)) dla n = 3,4,...,18 oraz dla 1 <p <n/2.
Wartoéel tych prawdopodobieﬁstw dla n/2 < ﬁ < n—1 otrzymujemy ze
wzoru Vi,V = Vi.

A%% czwa,rteJ kolumnie tablicy 1 podano warto§ci prawdopodobien-

stwa (ﬁ)V("“) dla »=3,4,...,18 i dla 1 < p < n/2. Pozostale war-

tosci prawdopodobienistw dla »/2 < f < n—1 otrzymujemy ze Wwzoru
Pr{8, = B} = Pr{8, = n—4}.

Korzystaj@c z tablicy 1 mozna obliczyé wyrazy ciagu {a,} = {D*8y[n}
dlan = 3, 4, ..., 18. W szczegblnosei mamy a,; = 0,090709, a,, = 0,090726
ay =0, 090741 i ay = 0,09075.

Nie potrafiliémy udowodnié, ze zmienna losowa S, ma rozkla.d asymp-
totyeznie normalny. Okazuje sie jednak, ze juz dla » = 15 prawdopo-
dobienistwa wartofci zmiennej 8, réznig si¢ nieznacznie od odpowiednich
warto§ei uzyskanych z przyblizenia normalnego, jak to widaé z tablicy 2.

3. Metoda numerycznych obliczeri. Formule nadajacs si¢ do obliczen
na elektronicznej maszynie cyfrowej dla wspomianych na wstepie war-
tosci parametréow V(”) wyprowadzili§my ze wzoru Rubena [4].

Niech P,(g) = "’)(a,rccos 0). Mamy

Py(o) =1, Py(o) =1/2
oraz

apP, (o) . y(y—1) 1 Y
= =P, |5
do i Y1— 0? 1+2¢
dla y > 2
Funkeje P,(p) mozna rozwingé w przedziale

EaEeas

r'd

S 1 an?(Q)
P,(¢) = ZFT

=0

w szereg Maclauring:

=0

Zastosowania Matematyki. Tom IX, z. 2 2
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Pokazemy teraz, ze pochodne d"P,(o){de", n = 0,1, ..., wyrazajace
sie wzorem
__an »0) -
do"  |e=0
1V '
(_2") jesli m =0,
o 1
= _ dn—k—l(____ dk.P 0
?(:v—~1)"21(n——1) V1—g 2\ T 20| jesti n>o,
47 A k dQn—k—l ie=0 dgk o
dadza sie wyrazié¢ rekurencyjnie przez pochodne
d*P,_,(e)

- W tym celu znajdziemy najpierw zalezno§ei miedzy pochodnymi

i o
P,
“Ey 2(1+29)

do”

o=0
1 pochodnymi
dP,_s(0)
d gk

7
o=0

gdzie k =1,2,...
Po n-krotnym zrézniczkowaniu wzgledem g tozsamosci

a {d°P,_,(u) a* P, (w)
g & y—2 _ y—2
(1+29) dQ( duk ) duk—l-l '

gdzie v = ¢f(14+2p), mamy

n 41 k n k ‘
(1-+20)2 ¢ (d'Py‘z(u))+4n(1+2g) ;g“ (dPH(“))Jr

k=0,1,...,

do" ! du” du’
a! dku—z(u) a dk+IPv—2(u)
+-4n(n—1) Fp ( du* )_—_ d@"( quit? )

"Po podstawieniu ¢ = 0 i wprowadzeniu symbolu

d* | d*P,_,(u)

poEY =

otrzymane wyrazenie daje napisa¢ sie w nastepujgcej postaci:

otk = PUED —4n[pl? +(n—1) Y2
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TABLICA 1
n
(n—1) (n—1
mo b Vi (ﬂ)Vﬂ.n )
3 | 1 | 0.16666 6667 0.50000 000
L |1 | 004386 9914 0.17547 966
2 | 0.10817 3448 0.64904 069
s | 1 | 000978 4688 0.04892 344
2 | 0.04510 7656 0.45107 656
1 | 0.00192 2044 0.01153 226
6 | 2 | 0.01487 7622 0.22316 432
3 | 0.02653 0341 0.53060 683
1 | 0.00034 0695 0.00238 487
7| 2 | 0.00419 1353 0.08801 84
3 | 0.01170 2764 0.40959 67
1 | 0.00005 5409 0.00044 327
g | 2 | 0.00104 9378 0.02938 258
3 | 0.00427 9910 0.23967 494
4 | 0.00658 5692 0.46099 842
1 | 0.00000 8369 0.00007 532
o | 2 | 0.00023 9163 0.00860 988
3 | 0.00136 5246 0.11468 06
4 | 0.00298 9160 0.37663 42
1 | 0.00000 11847 0.00001 1847
2 | 0.00005 04182 0.00226 882
10 | 3 | 0.00039 14575 0.04697 490
4 | 0.00116 22390 0.24407 019
5 | 0.00164 02717 0.41334 848
1 | 0.00000 01583 0.00000 1741
2 | 0.00000 99435 0.00054 689
11 | 3 | 0.00010 28976 0.01697 81
4 | 0.00040 1085 0.13235 81
5 | 0.00075 7825 0.35011 52
1 | 0.00000 00200 8 0.00000 02410
2 | 0.00000 18501 6 0.00012 2110
15 | 3 | 0.00002 51301 5 0.00553 0613
4 | 0.00012 57097 3 0.06222 631
5 | 0.00030 69564 8 0.24310 953
6 | 0.00040 91151 0.37802 238
1 | 0.00000 00024 3 0.00000 00316
2 | 0.00000 03269 0 0.00002 5499
3 | 3 | 0.00000 57665 0.00164 921
4 | 0.00003 63610 0.02599 81
5 | 0.00011 18888 0.14400 09
6  0.00019 13323 0.32832 63
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TABLICA 1 (c.d.)

n| 8 visY ()7
1 | 0.00000 00002 81 0.00000 00039 4
2 0.00000 00551 31 0.00000 50169
3 0.00000 12514 9 0.00045 5541
14 4 0.00000 98197 8 0.00982 960
- B 0.00003 73717 9 . 0.07481 833
6 0.00007 98068 1 0.23965 98
7 0.00010 21163 6 0.35046 33
1 0.00000 00000 32 0.00000 00005
2 0.00000 .00089 1 0.00000.0936
3 0.00000 02585 4 0.00011.7634
15 4 0.00000 24980 7 0.00340 987
5 0.00001 15890 9 0.03480 20
6 0.00003 02906 2 0.15160 46
7 | 0.00004 81841 4 0.31006 50
1 | 0.00000 00000 03 0.00000 00000 5
2 0.00000 00013 85 - 0.00000 01662
3 0.00000 00510 85 0.00002. 8608
16 4 0.00000 ‘06027 54 0.00109 . 701
B 0.00000 33698 13 0.01471 935
- 8 0.00001 06145 1 0.08500 100
7 0.00002 05475 5 0.23506 39
8 - 0.00002 54996 0 0.32817 99
1 | 0.00000 00000 003 0.00000 00000 0
2 0.00000 00002 08 0.00000. 00283
3 0.00000 00096 93 0.00000 6592
19 4 0.00000 01387 08 . 0.00033 0125
5 0.00000 09258 90 .. 0.00572 941
6 0.00000 34718 58 0.04296 771
7 0.00000 80455 59 0.15647 00
8 0.00001 21141 96 0.29449 61
1 0.00000 00000 000 .| 0.00000 00000 00
2 0.00000 00000 301 0.00000 00046 1
3 10.00000 00017 72 0.00000 14461
4 0.00000 00305 80 0.00009 3575
18 | 5 0.00000 02418 67 0.00207 232
6 0.00000 10689 96 0.01984 484
7 0.00000 29273 05 0.09315 856
8 0.00000 52559 89 0.22999 16
9 0.00000 63693 00 0.30967 54
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Stad widaé, ze mozemy obliczyé pYo?, jesli znamy juz wartoSei p{z?
dla ¥ = 0,1, ... Innymi stowy, mamy wzér rekurencyjny na obliczenie
wspotczynnikéw szeregu Maclaurina.
Przedstawiona metoda pozwala wiec znalezé przyblizone wartosei
funkeji V), y = 2,4, ..., wystepujacych we wzorach na prawdopodo-
bienstwo rozkladu znakow wskaznikéw Perkala.

4. Zastosowania. Rozklady przedstawione w tablicy 1 mozna wy-
korzystaé przy weryfikacji hipotezy orzekajacej, ze rozklad wartoéci cech
jest niezmienniczy wzgledem obrotéw dookola osi o réwnaniu x;, = z, =
=... =o,. W szczegllnosci, jesli zalozymy dodatkowo, ze rozwazany
uklad cech ma rozklad normalny, wéwczas warunek niezmienniczo$ci roz-
kladu wzgledem prostej z, = x, = ... = x, rOwnowazny jest warunkowi,
ze macierz kowariancji {o;} ma elementy

61 dlaJ ?:=j’
o, dla 7 #j.

Nawiazujac do wskaznika sumarycznego m (patrz [2]), okre§lajacego
sumaryczng wielko§¢ indywiduum ze wzgledu na zespé! badanych cech,
mozemy przy pomocy znakéw wskaznikéw Perkala weryfikowaé hipo-
teze, ze wskaznik m zawiera caly informacje, tzn. ze po wytragceniu wskaz-
nika m pozostale reszty sg ze soba nieskorelowane. Propenowany tutaj
test polega na poréwnaniu empirycznego rozkladu znakéw wskaznikoéw
Perkala z ich rozkladem teoretycznym. Zgodno$é rozkladéw sprawdzamy
na przyklad przy pomocy testu y2.

W sposéb analogiczny mozna weryfikowaé hipotezy dotyczace roz-
kladow podzespoléow cech lub reszt.

Proponowang metode weryfikacji takich hipotez zilustrujemy jed-
nym przykladem zaczerpnietym z pracy Perkala [3].

TABLICA 2
n) _ Przyblizenie Blad
. y(r-1) y A
" 4 (ﬁ p,n normalne procentowy
1 0.000000 0.000000 —
2 0.000001 i 0.000009 +800
3 0.000118 : 0.000294 +150
15 4 0.003410 0.004755 + 40
5 0.034802 0.038153 + 10
6 0.151605 0.152431 + 1
7 0.310065 0.304358 — 2
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Tablica tej pracy zawiera wskazniki Perkala obliczone dla siedmiu
cech antropologicznych i pieédziesieciu osobniké6w. W tablicy 3 poda-
jemy zaobserwowany rozklad ilo§ci dodatnich wskaZnikéw (opusciliSmy
te przypadki, gdzie nie podano znakéw wszysikich, 'Wskaz'nikéw). Précz
tego ‘tablica 3 zawiera w czwartej kolumnie rozklad teoretyczny prze-
pisany z tablicy 1 dla » = 7. Nie ma tutaj podstaw do odrzucenia hipo-
tezy, ze rozklad badanego zespolu cech antropologicznych jest niezmien-
niczy wzgledem obrotéw dookola osi @, = xy, = ... = x, lub, innymi
stowy, Ze po wyeliminowaniu wskaZnika symetrycznego m pozostate
reszty sg niezalezne. Obliczone x2 wynosi 4,69 i jest mniejsze od wartosci
krytycznej 7,81 dla 3 stopni swobody przy poziomie istotnosei a = 0,05.

TABLICA 3
Ilosé [ Frekwencje Frakeje Frakeje
+ empiryczne ermpiryczne teoretyczne
1 0 0.000 0.002
2 7 0.156 0.088
3 17 0.378 0.410
4 20 0.444 0.410
5 1 0.022 0.088
6 0 0.000 0.002
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3. IHIIbKOBCKH (Bpouxas)
B. KIBOHEDOKY (lloznans)

PACITPEIEJNEHNA JHAKOB MHAEKCOB IIDPKAJIS

PESIOME

B aroii paGoTe mamm pacnpepenenna mupexcos Ilaprans ana » = 3,4, ..., 18.
OHM BHYHCJIEHH METOZOM, YKasaHHHM B paGore [1].

HajineHHBIMU UHJAEKCAMM MOKHO BOCIOJIL30BATHCA IIpU NpPOBepKE TIHIOTE3H
YTBepKFawiieil, 4To pacnpepeleHne IPHU3HAKOB MHBAPHAHTHO OTHOCHUTEIHLHO Bpaime-
HUA BOKpPYTL OCH, YPaBHEHHE KOTOpPoH = = %y = ... = Tp. llpepmaraeMuit meTox
HMPOBEPKN WLIKCTPUpyerca mnpumepom ua paborm Ilspraas [3]. ‘

Z. CYLEOWSKI (Wroclaw)
W. KLONECKI (Poznah)

THE DISTRIBUTIONS OF THE SIGNS OF PERKAL’S INDICES

SUMMARY

In this paper the distributions of the signs of Perkal’s natural indices (see [2])
are presented for » = 3, 4, ..., 18. They have been computed by the method des-
cribed in [1].

These distributions can be applied to test the statistical hypothesis asserting
that the distribution under test remains invariant under rotation around the line
By = XLy = ... = Tn.

The proposed method of verification i illustrated by an example taken from
Perkal’s paper [3].



