ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
IX, 3 (1968)

E. PLESZCZYNSKA (Warszawa)

WSPOLCZYNNIK ZALEZNOSCI MONOTONICZNE]J Z PROBKI (I)

1. Scisle monotoniczna stochastyczna zaleino$é dwu zmiennych
losowych. Rozpatrujemy dwuwymiarows zmienng losowa (W, Z) o roz-
kladzie cigglym. Zbiér warto$ci zmiennej losowej W oznaczamy przez A,
a zbiér warto$ei zmiennej losowej Z oznaczamy przez B. Niech A’ i B’
oznaczaja odpowiednio wnetrza zbioréw 4 i B.

Méwimy, ze miedzy W a Z istnieje §ci§le rosngca zalezno$é stocha-
styczna, jesli dla kazdego aeA’ i wszelkich b,, b,eB’ z nierdwnosei b, < b,
wynika, ze

(1.1) P(W<a|Z = b)) > P(W<al|Z = b,)

(czyli dla kazdego aed’ warunkowa dystrybuanta F(a|z) zmiennej
losowej W przy Z = z jest §cisle malejgca funkejg 2). W intuicyjnym
ujeciu oznacza to, ze ze wzrostem z wzrasta szansa trafienia na duza
warto$é zmiennej losowej W.

Podobnie méwimy, ze miedzy W a Z istnieje Sci§le malejgca zalez-
nos$é stochastyczna, jesli dla kazdego aeA’ warunkowa dystrybuanta
F(a]z) jest §cisle rosngey funkejy .

Definicje te wprowadzono na wzdr definicji ujemnej i dodatniej
zaleznosei miedzy W a Z, podanej w [2], str. 198.

Jesli zachodzi stochastyczna zalezno§é badz $cisle rosnagea, badz
scifle malejaca, to bedziemy mowié, ze miedzy W a Z istnieje stocha-
styezna zalezno$é¢ §cisle monotoniczna.

Niezalezno§¢ W i Z jest roOwnowazna temu, ze dla kazdego aeA
warunkowa dystrybuanta F(a|z) nie zalezy od =z.

Klase wszystkich ciaglych rozkladéw dwuwymiarowej zmiennej
losowej (W, Z) takich, ze albo miedzy W a Z istnieje stochastyczna
zalezno$é $cifle monotoniczna, albo W i Z sg niezalezne, bedziemy ozna-
czaé¢ M. Klase M mozemy podzielié na klase M+ (gdy miedzy W a Z
istnieje stochastyczna zalezno$§é §cisle rosngca), klase M~ (gdy miedzy
W a Z istnieje stochastyczna zalezno$é bClble malejaca) 1 klasg MO (gdy
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204 E. Pleszczynska

Klase wszystkich rozkladow dwuwymiarowej zmiennej losowej takich,
ze rozklady brzegowe sg ciagle, a zmienna losowa W jest ciagla, {cisle
monotoniczng funkcja zmiennej losowej Z, bedziemy oznaczaé Ojy;.
Klase O mozemy podzieli¢ na klase Oji; (gdy W jest $cisle rosngcg
funkeja Z) i klase Oz (gdy W jest Scisle malejacg funkeja Z).

Bedziemy nazywaé funkejg typu F kazdg ciggly i $cisle monotoniczng
funkcje rzeczywista, przy czym $cisle rosnacg funkceje typu F bedziemy
nazywaé funkeja typu F*, a §ci§le malejgca — funkeja typu F~.

Jesli rozklad zmiennej losowej (W, Z) nalezy do klasy M, a v, i y,
sa funkcjami typu F, to rozklad zmiennej losowej (y,(W), y,(Z)) row-
niez nalezy do klasy J; jesli przy tym obie funkcje sg jednoczesnie
typu F* lub typu F—, to rozklady (W, Z) i (y(W), y.(Z)) naleza jed-
noczeénie albo do M ™, albo do M~, albo do M?; jesli za§ jedna funkcja
jest typu F*, a druga typu F~, to oba rozklady nalezg badZ jednocze$nie
do M°, badZ jeden z nich do M*, a drugi do M~ . Dowéd przeprowadzimy
w przypadku, gdy y, i y, sa typu F*, a rozklad (W, Z) nalezy do M ™.
Niech X = y,(W), Y = p,(Z). Wtedy P(W<a|Z = z) = P(X < y,(a)| Y=
= y2(z)), a wiec na podstawie (1.1) dla kazdego aed’ i wszelkich b,, byeB’
z nierownosel y,(b;) < y.(b;) wynika, ze '

P(X<7’1(“)IY = 72(b1)) > P(X<71(“)|Y = Vz(bz))a

a wige rozklad (X, Y) nalezy do M*. W pozostatych przypadkach dowdd
przebiega analogicznie.

Zdefiniujemy teraz klasg rozkladéw N, utworzong ze wszystkich
dwuwymiarowych rozkladéw normalnych oraz z rozkladéw przeksztal-
conych z dwuwymiarowych rozkladéw normalnych zgodnie z nastepujaca
reguly: jesli (W,Z) ma dwuwymiarowy rozklad normalny, a funkcje
y1 1 v sa typu F, to rozklad (y,(W), y.(Z)) zaliczamy do klasy N.

Klasa N jest podzbiorem klasy M. Aby tego dowiesé, wystarczy
pokazaé, ze kazdy dwuwymiarowy rozklad normalny jest elementem ..
Rozpatrzmy dwuwymiarowy rozklad normalny N (m,,, m,, o, 0,, 0); jest
to oczywiscie rozklad ciggly; przy ¢ = 0 zmienne losowe W i Z sg nie-
zaleine, a dla |p| > 0 znak pierwsze] pochodnej (wzgledem z) dystrybu-
anty rozkladu warunkowego zmiennej losowej W przy Z = z jest prze-
ciwny niz znak o. Stad dwuwymiarowy rozklad normalny nalezy do M*
przy o >0, do M~ przy o< 0, do M° przy o = 0.

Wezmy pod uwage dowolne dwa dwuwymiarowe rozklady ciagle
o odpowiednio jednakowych rozkladach brzegowych (tzn. brzegowy
rozklad zmiennej losowej W jest jednakowy w obu rozkladach oraz
brzegowy rozklad zmiennej losowej Z jest jednakowy w obu rozkladach).
Przy pewnych dodatkowych zalozeniach mozemy wprowadzi¢ uporzad-
kowanie obu rozkladoéw ze wzgledu na stopien zaleznoS$ci stochastyeznej
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miedzy W a Z, tj. wskazaé ten z rozkladéw, w ktérym stochastyczna
zalezno$é miedzy W a Z jest stabsza.

Nazwijmy jeden z tych rozkladéw (dowolnie wybrany) rozkladem
numer 1, a drugi — rozkladem numer 2. Niech f;(a|z) dla aeA’, zeB’
oznacza warto§¢ w punkcie a gestosci warunkowej przy Z = z rozkladu
numer ¢ (¢ = 1, 2). Bedziemy oznaczaé przez J;(2,, 2,| W, Z) rozdzielnosé
dwu rozkladéw warunkowych zmiennej losowe] W przy Z = 2,1 7Z = 2,
w rozkladzie o numerze ¢. Definicje rozdzielnosci dwéch rozkladow
(a wladciwie rozdzielnosci dwoch hipotez statystycznyeh, z ktérych kazda
specyfikuje pewien rozklad rozpatrywanej zmiennej losowej) mozna
znalezé np. w [1], str. 6. Na podstawie tej definicji

(1.2) Ji(21,2,|W, Z) = f[fi("/lzl —fi(a]zz)]In fl(al L
'y f K

Rozdzielno§é ta jest nieujemna, réwna zero wtedy i tylko wtedy, gdy
gesto$ci warunkowe sg3 jednakowe. Zatem dla rozkladéw z klasy M roz-
dzielnoéé ta przybiera Wartosé zero wtedy i tylko wtedy, gdy W i Z s3
niezalezne.

Bedziemy moéwié, ze w rozkladzie numer 1 zalezno§é¢ miedzy W a Z
jest slabsza niz w rozkladzie numer 2, je§li dla kazdej pary z,,z4€¢B’
(2, # #,) zachodzi nieréwnogé

(1.3) J1(21, 22| W, Z) < J (24,2, | W, Z).

Jesli stale zachodzi ostra mier6wno$¢ o przeciwnym zwrocie, oznaczenia
rozkladéw mozna oczywiscie zamienié. Dwa rozklady mozna wiec upo-
rzadkowaé, jesli dla- wszystkich z,, 2,eB’ i 2, # 2, wyrazenie J,(2;, 2,|
W,Z)—dy(2,,2,|W, Z) ma staty znak.

Je§li v,(W) i y,(Z) s3 wzajemnie jednoznacznymi przeksztalceniami
zmiennych losowych W i Z (a wiec w szczegdlnosci, gdy y, i y, sg funk-
cjami typu F), to zachodzi zwigzek

(1.4) Ji(21, 2| W, Z) = Ji(?’z(zl)’ v2(22) [ 71(W), 7’2(2))-

W [1], str. 24, pokazano bowiem, ze rozdzielno§é hipotez jest niezmien-
nikiem wzajemnie jednoznacznych przeksztalcen. A wiec zgodnie z in-
tuicjg uporzadkowanie rozkladéw zachowuje si¢ przy wzajemnie jedno-
znacznych przeksztalceniach zmiennych losowyeh W i Z.

Nie znane s3 warunki konieczne i dostateczne na to, zeby upo-
rzagdkowanie rozkladéw ze wzgledu na stopien zalezno$ci miedzy W a Z
bylo takze uporzgdkowaniem rozkladéw ze wzgledu na stopien zaleznosei
miedzy Z a W, tj. zeby ze spelienia (1.3) dla wszelkich par 2;, 2,¢B’;
z1 # 2, wynikalo dla kazdej pary w,, w,eA’; w, # w,

Ji(wy, wa|Z, W) < Jy(wy, wy|Z, W).

da.
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Jednym z warunkow dostatecznych jest istnienie takich wzajemnie
jednoznacznych przeksztalcen g¢,(W) i g¢,(Z), zeby gestosé rozkladu
’(gl( Wy, gz(Z)) byla funkcja symetryczng ze wzgledu na obie zmienne.
Wtedy bowiem oznaczajac g¢,(w;) = ¢,(2;) (j = 1,2), mamy

Ji(wy, wy|Z, W) = Ji(gl(’wl)’ 9:1(w,) | 9:(Z), 91(W)) =
= J’i(g2(z1), 92(22)19:(W), gz(Z)) = Ji(21, 2:|W, Z).

Nie wiadomo réwniez, czy przynaleznosé obu rozkladéw do klasy M
jest poszukiwanym warunkiem dostatecznym.

Nazwijmy uporzadkowana klasa kazdy zbidr rozkladow z klasy M
takich, ze dowolne dwa rozne rozklady z tego zbioru o odpowiednio
jednakowych rozkladach brzegowych mozna uporzadkowaé ze wzgledu
na stopien zaleznosci miedzy W a Z, przy czym jest to jednoczesnie
uporzadkowanie ze wzgledu na stopien zaleznosci miedzy Z a W.

Niech zapis C < D oznacza, ze rozklady C i D maja odpowiednio
jednakowe rozklady brzegowe i ze zalezno§¢ miedzy W a Z jest stabsza
w rozkladzie C niz w rozkladzie D. Je§li w uporzadkowanej klasie do
kazdej pary rozkladéw C, D, C ¥ D mozna dobraé rozklad F taki, ze
C 2 F 3 D, to taka klas¢ nazywamy gesto uporzadkowang.

Klasa N jest klasa gesto uporzadkowana. Aby tego dowie$é, poka-
Zemy najpierw, ze dowolne dwa rdézne rozklady z tej klasy o odpowiednio
jednakowych rozkladach brzegowych mozna zawsze uporzadkowaé ze
wzgledu na stopien zalezno$ci miedzy W a Z. WeZzmy bowiem dwa rdézne
rozklady normalne o odpowiednio jednakowych rozkladach brzegowych.
Takie dwa rozklady roznig sie tylko parametrem . Niech rozklad
numer 1 ma parametr p,, a rozklad numer 2 — parametr g,, przy c¢zym
lo1] < |e.. Bedziemy oznaczaé J, (24, 2:|W, Z) = Ji(21, 2:| W, Z). Latwo
obliczyé (np. na podstawie [1], str. 190), zZe

2 P — 2

(1.5) Jg(z1,22|W,Z) = %;g(—(lltng))';

zatem dla 2z, # 2,, 0 < ¢i < oo rozdzielno$é ta jest réwna zero wtedy
i tylko wtedy, gdy o = 0, a dazy do oo, gdy |o| — 1, 1 jest $cisle rosnacg
funkeja |e|. Zatem nieréwnos$é |o,] < |ps| jest réwnowazna nieréwnosci
(1.3), czyli slabsza jest zalezno§é miedzy W a Z w rozkladzie z para-
metrem g o mniejszej wartosci bezwzglednej (jest to zgodne z powszechnie
przyjeta interpretacja ¢ w dwuwymiarowym rozkladzie normalnym).
Dwa rdézne rozklady normalne mozna wiec zawsze uporzadkowac ze
wzgledu na stopien zaleznogci miedzy W a Z. Z kolei na podstawie (1.4)
mozna ten wniosek przeniesé na dowolne dwa rdézne rozklady z klasy N
o odpowiednio jednakowych rozkladach brzegowych.
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Jesli (W,Z) ma rozklad N(my, m,, oy, 0,,0) 1 jesli ¢g,(W) =
= (W—my)/0ow, 9:(Z) = (Z—m;)[a;, to (gl(W)7 gz(Z)) ma rozklad symet-
ryezny, a zatem uporzgdkowanie dwoch rozkladéw normalnych ze
wzgledu na stopien zaleznosei miedzy W a Z jest jednocze$nie uporzgdko-
waniem ze wzgledu na stopien zalezno$ci miedzy Z a W. Wniosek ten
jest oczywiscie stuszny dla dowolnych dwoch réznych rozktadéw z klasy N
0 odpowiednio jednakowych rozkladach brzegowych. Zatem N jest klasg
uporzgdkowang. Jest przy tym klasa gesto uporzadkowansg, gdyz dla
kazdej pary wspéllezynnikéw o4, 05, |o4| < |es|, moina dobraé oo
takie, ze |o4| < |ec| < |esl.

Funkeje ¢ (okreslonag na M i Oy) o wlasnosciach

0<g<1 dla rozkladéw z klasy M,
qg=20 dla rozkladow z klasy M°,
—-1<¢9¢<O dla rozkladéw z klasy M,
g=1 dla rozkladéw z klasy O3y,

g = —1 dla rozkladéw z klasy Oz,

bedziemy nazywaé parametrem okre§lajacym rodzaj zalezno§ci monoto-
nicznej miedzy zmiennymi losowymi W i Z.

Jesli dla kazdej pary rozkladéw C, D, C € D z pewnej uporzadko-
wanej klasy U < M warto§é bezwzgledna parametru ¢ jest mniejsza
w rozkladzie € niz w rozkladzie D, to taki parametr ¢ bedziemy nazywaé
parametrem zalezno§ci monotonicznej w klasie U.

Wobec tego o jest parametrem zalezZnosci monotonicznej w klasie N.
Takim parametrem jest réwniez kazda Scifle rosngca funkeja h(p), jesl
h(e) = —h(—p) oraz |h(g)] <1.

Niech A, = (W,, Z,), (W,,Z,), ..., (Wa, Z,)) stanowi n-elementows
probke prostag zmiennej losowej (W, Z) o rozkladzie z klasy M lub Oy.
Wspoélezynnikiem zalezno$ei monotonicznej z prébki bedziemy nazywaé
statystyke probki A, taka, ze

1° przyjmuje ona warto§é z przedzialu [—1,1], w szczegdlnosei
wartosé 1, gdy rozklad jest z klasy Oj;, a warto§é —1, gdy rozklad jest
z klasy Oy,

20 warto$é oczekiwana tej statystyki jest parametrem okreslajacym
rodzaj zalezno$ci monotonicznej miedzy zmiennymi losowymi o roz-
kiladach z klasy M,

3o warto§é oczekiwana tej statystyki jest parametrem zaleznofci
monotonicznej w klasie N.

W dalszym ciggu tej pracy zdefiniowano i zbadano niektére wlas-
nosci pewnej statystyki, ktéra jest wspoélczynnikiem zalezno§ei mono-
tonicznej z probki. W przygotowywanej do druku drugiej czeSci pracy
zostang omowione zastosowania tej statystyki w praktyce.
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2. Definicja i wlasnoéci wspélezynnika H®*+). Bedziemy nazywaé
wspblezynnikiem H®*+" nastepujaca funkeje proébki Ay, (tj. probki
o nieparzystej liczbie elementéw):

2k 41
2 (Z-Sj —Zsk-i—l) Sgn (Waj— W3k+1)
(2-1) H(2k+l) — j=1

, k=1,2,...,

2k+1

k
2 Zs._ .ZIZs’.

j=kt+2 | 4=
przy czym Zsj < Zgy < ...<Zsy,, . Zauwaimy, ie Zg,
w probee Z,, ..., Zy,,.

Tam, gdzie to okaze si¢ potrzebne dla podkreslenia, ze wspotezynnik
ten obliczamy na podstawie probki zmiennej losowej (W, Z), bedziemy
oznaczaé go HE$Y.

Obliczanie wartoei H®*+Y zilustrujemy przykladem dla &k = 3,
gdy w probce otrzymano nastepujace pary warto§ci zmiennych losowych
W i Z, uporzadkowane wedlug rosnacych wartoéci zmiennej losowej Z:

Z | 1| 2| 5| 6] 7| 9|11
W |11 1510 |14 13 |16 | 15
Wiedy g0 — —(1=6)+2=6)—(—6)—(1—6)+(9-6)+(11-6) _ -
(7T4+9+11)—(1+2+45)

Sformutujemy i udowodnimy kilka wlasnogei H®*+), Wynika z nich,
ze H®*+D jest wspélezynnikiem zaleznogci monotonicznej z probki.

WEeASNOSG 1.

H‘”““”:{ 1 dla rozkladu 2z Klasy Oir,
—1 dla rozktadu z klasy Oz.

Dowdd. Gdy rozklad jest z klasy Of, We < We, < ... < Wy | <
<...< Wg,, ,, & wigc licznik i mianownik wyrazenia we wzorze (2.1)
s Sobie réwne, i stad H**+) = 1. Gdy rozklad jest z klasy Oz, W >
> We, > ... > W,, ., a wiee H@®+) — 1,

WEASNOSG 2. Dla rozkladéw ciaglych jest —1 < H®+D <1, w prze-
dziale otwartym (—1, 1) H®**Y ma rozktad ciagly, natomiast 0 < P(H®*+D =
=1)<1 oraz 0 < P(H®*) = 1) < 1.

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze H®*+) <1. Z definicji HC*Y
wspdtezynnik ten osiaga warto§é 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
(2.2) max Wsj < W,

r<ik fe+1
Zalézmy, ze (2.2) nie jest spelmione, a wiec badz w przedziale [1, k]
istnieje taka liczba naturalna j’, ze zachodzi nieréwnosé

(*) Wsj > W

Sk+1?

jest mediana

< min Wsj.
k4-2<i<2k+1
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badz w przedziale [k+2, 2k 1] istnieje taka liczba naturalna j’, ze
zachodzi nieré6wnosé

(=) Wsj” < WSI.-.+1'
Jesli zachodzi (*), to
2k41 k 2k+1 k
VMi— Vo = (z —2 E —z —(Rgr—2s, . |) =
i TS S . ] sk+1 3k+1 8 SE+1
J=k+2 j=1 i=k+2 i=1
71
2k+4+1

y (zs zsk+1 sgn( WSj_ Wsk+1) - (2”8" - z8k+1) >

7

7#?’
2k41

> M (20— 2,,,)5gn(Wo — W,

3L+1)
i=1

a zatem HC*D <1, '

Podobnie H®**+) < 1, gdy zachodzi nieré6wno$é (##). Analogicznie
dowodzi sie, ze H@®+) > _1. C(iaglo§é rozkladu H®*Y na odeinku
(—1,1) wynika bezposrednio z zalozenia o ciaglosei (W, Z). Oznaczmy
p, = P(H®*+) = 1), p_, = P(H®*+Y = _1). Wystarczy pokazaé, ze
0<p, <1, gdyz dowod dla p_, przebiega analogicznie. Niech

D(a,b)=PW<a,Z< b)l
Dy(a) =P(W<a) aed,beB;
o,(b) = P(Z<b) |

niech ¢(a,b), ¢y(a), @.(b) beda funkcjami gestoéci odpowiadajacymi
tym dystrybuantom. Bedziemy korzysta¢ z tego, ze dla (k-+41)-ej sta-
tystyki pozycyjnej w (2k+1)-elementowej probce W,, ..., Wy, zachodzi
zwigzek
(2.3) (22:)1 f{%( a)[1—Dy(a) Y pu(a) da = 1.
Dla aeA’ i beB’ z ciaglosei rozkladéw wynika, ze 0 < D, (a) < 1,
0<P,(0)<1,0< D(a,db) < Dy(a)oraz 0 < @(a, b) < D,(b). Zauwazmy,
ze p, jest prawdopodobienstwem zdarzenia polegajacego na tym, ze
w (2k+1)-elementowej prébee prostej zmiennej losowej (W, Z) znajduje
sie taka para, w ktorej pierwsza skladowa jest mediang w prébce Wi, ...
y Wory1, druga za$§ skladowa jest mediang w prébee Z,, ..., Zyu,,.
Zatem na podstawie (2.3) dla ¥ =1,2,... mamy

0<py =it ) °"°+1)' [[@t@,ni—du(@— .00+ 0(a, ) (a, b)dadb <

A'Bt

<‘°'” L [ @u@— Gu(@p(a, Didads =1, cbio.

( A'B/
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Zauwazmy jeszcze, ze je§li zmienne losowe W 1 Z s niezalezne,
to na mocy (2.3)

(2k+1)! C
Pr= "0 A[J{%(W b)[1— @ ()] [1— D5 (b) 1} g (@) gz (B) dadlb =

(Y

T (2k+1)!

WEASNOSC 3. Dla rozkladow z klasy M

10 Wszystkie nieparzyste momenty wspdtczynnika H®*+V albo znikajq
jednocze$nie, albo sq jednoczesnie dodatnie, albo sq jednoczesnie ujemne.

20 Dowolny nieparzysty moment rozkladu wspdlezynnika H+Y jest
rowny zero wtedy 1 tylko witedy, gdy W i Z sq niezaleine; jest dodatni wiedy
© tylko wtedy, gdy miedzy W a Z jest stochastyczna zaleznosé scisle rosnqgcea;
jest ujemny wtedy ¢ tylko witedy, gdy miedzy W a Z jest stochastyczna zaleénosé
scisle malejqca.

Dowéd. Zatézmy, ze W i Z sg niezalezne. Oznaczmy

Ze—7

a; = 5 ok
i 2%+ 1 K ’
2 Zs,— X7,
v=k+2 r=1

by =sgn(Ws,— W, )

1 niech M’ bedzie zbiorem wszystkich ciggdéw nieujemnych liczb calko-

2k+1
witych m., ..., Mg, takich, ze mp,;, =0 i DY m; =2m+4+1. Wtedy
i=1
moment rzedu 2m-+1 rozkladu H®tY jest réwny
(2.4) E[H(2k+l)]2m+1 —
3 2 1)!
— '(. /”/L_I_ ) T{ ‘))‘11 . a2,‘2]‘_’ 1. bm 'b;’;?_ffl} —
(MseensMof 1) €M/ my- mﬂ““
@ 2m+1)!
— 2{ ( + ) _E{ "l . 7712,‘_1_1}1]{1)’"11 . b2k2-{fi|_l}

'. . '
(Mqye.. Mig)e s 1) €M my.-... 7"2k+1

7 niezaleznosei W i Z wynika, ze W ,..., Wy, +1 52 niezalezne
i majg jednakowe rozklady, a zatem dla §; przyjmujacych wartosei +1

Iub —1 (=1,2,...,k, k+2,...,2k+1), 6,y =0, mamy
(2.5) P(by = 04y ..., b2k+1 = 62k+1) = P(b, = — 4y, sy b2k+1 = _62k+1)°

2k+1
Poniewaz > m; =2m+1, w ciagu m,, ..., Moy, jest nieparzysta
i=1
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ilo§¢ wyrazéw nieparzystych, a zatem na mocy (2.5) P (b1 ...- byki! =
=1) = P(b1" ...- byt = —1), skad E (b7 ...- by2kil) = 0. Wobec
tego kazdy skladnik sumy we wzorze (2.4) jest zerem, a wiec E[H®*+1]¥m+1
= 0 dla kazdego catkowitego nieujemnego m.

Zalézmy teraz, ze miedzy W a Z jest stochastyczna zalezno$é Scisle
ujemna, tj. dla kazdego ae¢A’ dystrybuanta F(a|z) warunkowego roz-
kladu zmiennej losowej W, gdy Z = z, jest §cifle rosngca funkeja z.
Pokazemy, ze wtedy E[H®+V1"™+! < 0 dla kazdego calkowitego nie-
ujemnego m.

Niech f(a|z) oznacza gesto$¢ warunkowego rozkladu zmiennej loso-
wej W, gdy Z =2, 2 h(2s, ..., %, ,) — gestos¢ lacznego rozkladu brze-
gOWeRO Zs o ...y gy, (Zs < ... < Z Z zalozenia o F(a|z) wynika,

ze dla kazdego aeA’

32k+1) :

Flalz ) < Flalz,) <...< F(a|232k+1),

a stad
[Flalza)f(alzs, ) da < ...< [ F(a|z,, )flalz,,,)da.
a 4
Poniewaz
[F(ajz)f(alzg, ) da = P(We < W 12, 2,,,),
A
to
1
P(‘Vsl < Wsk+1|z-91’ zsk+1) <. < P(Wsk < Wsk+1|zsk,7 sz+1) < U<
< P(Wrslwz < Wsk+1 lzsk+2’ zsk+1) <. < P(W32k+1 < W3k+1 Izszk+1’ z3k+1)’
Obliczamy

(2.6)  Elsgn(We,— W, )%, 2, T =
= (_1)'P(W8i < W8k+1|z8i, zsk_l_l)_}—o.P(WS,i = W8k+1 'zs,i’ Zsk+1)+

+1-P(W,, > W ) =1—2P(W, < W

3k+1|z8i’ Psp+1 sk+1Izsi’ z3k+1)’

dla t =0,1,2,...
Zatem

>0 dla i=1,2,..,k,
4l =0 dla i=k+1,

<0 da ¢=k+2,...,2k+1

(2.7)  E(sgn(W,—W,

k+1) ]zSi’ P+

dlat=0,1,2,...



212 E. Pleszczynska

Niech S stanowi zbiér wszystkich permutacji s,,..., 8y, liczb
naturalnyeh 1,...,2k4+1. Wtedy

m my, M, ms m my, My, m.
(28) E{al 1. (lkkdk_{f'z*'z oo azkﬂ’ff'lbl ... bkkbk_{f{z b2k2_{_"i+'1} =
= a7l ... G2kl X

(815582 + 1) 8 %) <o <Zggp 1y
XE[(bllzsly zsk+1)ml] R ) [(b2k+1 Izs2k+1 ’zsk+l)""2k+1] X

Xh(2sy ..., zS2k+1)dzsl dz32k+l,

przy czym d; oznacza warto§é zmiennej losowej a; (j =1,...,2k+1).
Wyrazenie
(2.9)  FYE[(b]z,, 2,,,)"] =

m;

%3, —2g 7 ma
= 2k+1 t k+]];: E[(Sgn(WSj_Wsk+l) ]z8j7 zsk-}-]_) ]]
2 %= ) %,
rv=k+2 ry=1

jest dodatnie dla m; parzystych, gdyz wtedy oba czynniki sa dodatnie,
ujemne za$ dla m; nieparzystych, gdyz wtedy te czynniki majg rozne
znaki: af% jest ujemne dla j =1,..., k%, gdy tymeczasem drugi czynnik
na moey (2.7) jest wtedy dodatni, oraz a/” jest dodatnie dlaj = k+2, ...

...y 2k+1, gdy tymeczasem drugi czynnik na mocy (2.7) jest wtedy
2k4+1

ujemny. Poniewaz ) m; =2m+1, to w ciagu my, ..., My, jest nie-
i=1

parzysta liczba nieparzystych wyrazéw i wyrazenie pod calkg we wzorze
(2.8) jest stale ujemne, a zatem E[H®*+V)P™+! <0 dla kazdego calko-
witego nieujemnego m.
Analogicznie, jesli dla kazdego aeA’ F(a|z) jest SciSle malejaca
funkejg 2, to E[H®*tD™+! > ¢ dla kazdego catkowitego nieujemnego m.
Gdy (W, Z) ma rozklad z klasy 2, §ciSle rosngca stochastyczna
zalezno§é, $ci§le malejaca stochastyczna zalezno§¢ i niezalezno§é W i Z
wyczerpuja wszystkie mozliwe przypadki, a przy tym wylaczaja sie
wzajemnie; przypadki, w ktérych wszystkie nieparzyste momenty roz-
kladu H®**Y s3 jednoczesnie dodatnie, jednocze§nie ujemne lub jedno-
cze$nie rowne zero, rowniez wylaczaja sie wzajemnie. Zatem z udo-
wodnionych wyzej zaleznosci wynika, ze dla rozkladow z klasy M
10 Wszystkie nieparzyste momenty H®**V) albo znikaja jedno-
czesnie, albo sg jednocze$nie ujemne, albo s3 jednocze$nie dodatnie.
20 Zachodza zaleznoéci odwrotne:
jezeli B[H®+V]™+! ~ ¢ dla kazdego calkowitego nieujemnego m, to
miedzy W a Z istnieje stochastyezna zaleznosé
Scisle rosngca;
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jezeli E[H®+VP"+! — ¢ dla kazdego catkowitego nieujemnego m, to
W i Z sa niezalezne;

jezeli E[H®+V ™+ < 0 dla kazdego calkowitego nieujemnego m, to
miedzy W a Z istnieje stochastyezna zaleznosé
sci§le malejaca.

To konczy dowdd wlasnosei 3.

Zanim sformulujemy nastepna wlasnosé, przypomnimy, ze kazdemu
rozkladowi z klasy N mozna przyporzadkowa¢ parametr p. Oznacza to,
ze istnieja takie funkcje y, i y,, obie typu F* albo obie typu F~, ze
zmienna losowa (yl(W), yZ(Z)) ma dwuwymiarowy rozklad normalny
z parametrem p. (Wylaczamy przypadek, przy ktorym jedna z funkeji
jest typu F*, a druga typu F~, gdyz wtedy parametr o przestalby okreslaé
rodzaj zaleznofci monotonicznej zmiennych losowych o rozkiladach
z klasy N.) Zatem dwa rozne rozklady z klasy N o odpowiednio jednako-
wych rozkladach brzegowych réznia sie jedynie parametrem p. Oznaczmy
przez E,H®*" warto$é oczekiwang wspélezynnika H$f£), gdy zmienna
losowa (W, Z) ma rozklad z klasy N o parametrze .

WEASNOSG 4. W rodzinie rozktadow z klasy N o odpowiednio jedna-
kowych rozkladach brzegowych E,H®**YV jest $cisle rosnaca funkeja o, przy
ceym E,H®*) = —F_ HE*Y,

Dowdd. Symbolem P(W,,?. > W, +11%s;1 %15 0) bedziemy oznaczaé
prawdopodobienstwo zdarzenia W, > Wy, przy ustalonych wartos-
ciach Zs; iz, ,, 8dy (W, Z) ma rozklad z klasy N o parametrze o. Na
podstawie wzoréow (2.6), (2.7) i (2.8) oraz pierwszej czeSci wzoru (2.5)
mozemy napisaé, ze

2k+1

Rg,—%g
- ) k+1
(2.10) E,H®*Y = E g 2+ TET1 X
F=1 (81505804 1) 8 Z <o <Zgy | | %;2 Rs, — 21 gy
V= =

1 ‘
><[P”V'*’J’>W7~‘-‘k+1 |25i’ Popr1) o) — E] -h(zsl, Tt 232k+1)dzsl dz32k+1 )

Pokazemy, ze dla dowolnych rozkladéw z klasy N o odpowiednio
jednakowych rozkladach brzegowych, majacych parametry o, i o,,
0, < 05, Zachodzi

(2.11) E, H**+) > B, HE*+Y,
Jak wida¢ ze wzoru (2.10), wystarczy dowiesé, ze dla wszystkich z,
(212) (25— 2, ) [P(We, > Wy, |2, 2,15 02)—

—P(Wy; > Wy, 11255 29115 02)] > 0.

23k+1

Jesli oba rozklady sa normalne N (my,m,, oy, 0z, 0;), gdzie ¢ =1, 2,
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to zmienna losowa (W —W przy ustalonych Zs; iz,  ma rozkiad

sk+1)

of
‘Z\T(Qi ?:i (ZSj_sz+1), 1/2 Oy '/l_ Q%)‘ St%d przy zS" >zsk+1

(2.13) (W > Wsk_l_l’zs]-, Rspi1) 02) >P(Wsj > Wsk+1|zsj’ LZ ) 1))
a wiec zachodm (2.12). Jedli 2g; < 2g,,,, b0 We wzorze (2.13) kierunek
Srodkowe]j nierownosci zmienia si¢ na przeciwny, a wiec rowniez zachodzi
(2.12).

Niech (W, Z) ma dowolny rozklad z klasy N z parametrem p

(2.14) P(Wy; > Wy, |25 25,05 0) =

{P(yl S > '}’ (W3k+1) | 72( 7)7 yZ(sz+1)’ Q) gdy 71 jes? typu F+’
_‘P(yl S => yl(Wsk+1 l?’z(zs )7 y2(zsk+1 H Q) gdy 71 ]eSt typu 'F—7

oraz
(2.15) sgn(zg,—2s, . ) _{sgn [va(2s)—72(25,, )], gdy 7, jest typu F¥,
' 5 *sey1) T

- Sgn [y2(zsj) —72 (zsk'f'l)]’ gdy 7’2 jest typu F_ .

Poniewaz zawsze istnieja funkcje y, i y, jednoczeénie typu F* lub
typu F~ takie, ze (y,(W), y5(Z)) ma rozklad normalny z parametrem o,
wiee z (2.14) i (2.15) wynika (2.12), a stad (2.11). Zatem H®*+) jest $cisle
rosngcg funkeja o w rozpatrywanej rodzinie rozkladow.

Pozostaje pokazaé, ze dla dwéch rozkladéw z klasy N o odpowiednio
jednakowych rozkladach brzegowych, majacych parametry p i —p,
zachodzi zwigzek

k k
(2.16) E,H#+) = —p_ H*D,
Jak widaé ze wzoru (2.10), wystarczy dowiesé, ze
(2'17) P(WS] > k+1|zs I zsk+17 Q)+P(W > Wsk+1|zs ) z8k+1’ _0) = 1'

Jesli oba rozklady sa normalne, dowéd wynika od razu z podanej
wyZej postaci rozkladu Wsj—Wsk 41 brzy ustalonych Z; 1 2., gdyz
przy zmianie znaku p §rednia tego rozkladu zmienia znak na przeciwny,
a wariancja nie ulega zmianie. Ze wzoru (2.14) wynika nastepnie, ze
wz6r (2.17) jest shuszny dla dowolnych dwoch rozkladéw z klasy N
o odpowiednio jednakowych rozkladach brzegowych, a to koneczy dowoéd
wlasno$ci 4.

7 whasnoéei 1-4 wynika, ze H®*+Y) jest wspétezynnikiem zaleznoci
monotonicznej z probki.

WEASNOSC 5. Dla rozkladow ciagltych z ogramiczonq funkcjq gestosci
przy statej a # 0

2k-1 1) sgna)- HY %Y dy v jest funkcjq $cisle rosngeq,
@k g y  gay y )

Hyw)az o = (—sgna)- H%’“z"), gdy y jest funkcja $cisle malejacq.
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Dowo6d. Bedziemy korzystaé z tego, ze
sgn(Wo—Ws, 1), gdy y jest funkeja
Sci§le rosngca,
— sgn(Ws].——WskH), gdy v jest funkeja
§cisle malejaca,

sgn [V(Wsj)—y(Wsk+l)] =

dla j =1,2,...,2k+1. Jesli a >0, to
2k+1

Z (aZsfl— b— aZskH— b)sgn [y(Ws].) — y(Wsk_H)]
FekEHD __J=1 —
y(W),aZ+b — 2k+1 k =

> (aZy+b)— J'(aZy+b)
j=k42 j=1
{+ @5,  gdy y jest funkeja $cisle rosnaca,

—HG%Y,  gdy y jest funkeja Scisle malejaca.

Jesli a < 0, to
2k+1
2 (0Zsy o ;Fb—aZs —b)sgnly(Wsy, , )—v(Ws )]

2k+1) =1 .
H?(W),az+b - 2k +1 =

k
2 (a’Zszk+2—j+b)_ ﬂ(OEZ~‘>‘2lc+2—j—|_b)

J=k+2 i=

S (Zoy—Z,, ) sEn [y (W) — (W, )]

2k+1

k
2 Zsj— ZZS,'
j=1

F=k+2

|—H%’f2”, gdy y jest funkeja &cisle rosnagea,

—

+HPEY,  gdy y jest funkeja $cifle malejaca.

Zatem
e (sgna)HY'EY, gdy y jest funkeja $cifle rosnaes,
v(¥).ez+b = (—sgna)HYEY, gdy v jest funkeja Scisle malejacy.

Pragne podzigkowaé¢ Panu Profesorowi S. Zubrzyckiemu za konstruk-
tywne uwagi, ktére wykorzystatam w ostatecznej redakeji niniejszej pracy.
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9. NJEINMUHBCKA (Bapmasa)
BbIBOPOYHBINT KOD®OUIIMEHT MOHOTOHHON 3ABUCUMOCTU (1)

PE3IOME

B paGore paccMaTpuBalOTCA pacmpefelleHUA JABYyMepHOWl HenpepuBHOI cay-
yaliHoit BeamumHul (W, Z). OnpefiedeHH YCIOBHA, IIPM KOTOPHX ABA TaKWe pacmpe-
HeJeHNA ¢ MOMAPHO ONMHAKOBHIMU I'DAHMYHLIMM pacOpefilelIeHUAMU MOMKHO HATypaJb-
HHIM 00pasoM YHNOPAJOYKUTH IO CTEIEHH CTOXACTMYECKON 3aBUCHUMOCTH Mexxay W u Z.

Bamme paccMoTpeH Kiaacc MM HeNpepMBHHX pacHpefielieHH ¢ OrpaHAYeHHOIN
IJIOTHOCTHIO, MJA KOTOPHX CiyuyaliHele mepemMeHHe W U Z He3aBUCUMH MWIH 3Ke
CylleCcTBYeT MeXKAYy HUMU TaK HAasHBaeMasg CTPOr0O MOHOTOHHAA CTOXacTHYecKasa
saBUCHMOCTb. B kiaacce M copmepmuTca Kaacc N COOTBeTCTBEHHO TpaHcHopMuUpo-
BaHHHIX [IByMEDHHX HOPMAQJbHHIX B33aKOHOB pacmpefeleHus. IIpoumsBoJbLHEE HABA
pacnpegedeHua M3 kKiaacca N ¢ IDONAapHO OAMHAKOBEIMH TIpaHUYHEIME pacmopepe-
JIEHUAMH MOKHO YNOPAXOYMTEL IO CTeNeHM CTOXACTHYECKON 3aBUCUMOCTH MEHKAY
W uZ.

OnpefeneH mapaMeTp XapaKTepusylomuii pos MOHOTOHHOH BaBHCHMOCTH,
KOTOPHI MosKeT OHTH OPHOMCAH OPOMBBOIBHOMY paclpefeleHnio Kiacca M u apyroi
mapaMeTrp, M3MepAKINMA CTeoeHb MOHOTOHHOH 3aBHCHMOCTH, KOTOPHIl B YacTHOM
caydae MOskeT OHITH NPHIUCAH NPOUSBOJILHOMY pacmpefieileHuIo kKiaacca N. Ha arux
onpefeleHNAX OCHOBAH BHIOODOUYHHI KOIQPMIUEHT MOHOTOHHON 3aBHCHMOCTH.

Bo BTOpoO# yacTu paGoTH BBOAUTCA BRGOpounas cratucruka H5+1), nua koropoii
HOKAa3aHO, 4YTO OHA YHOBIeTBopser TpeGoBaHMAM CPOPMYIUPOBAHHHIM B OIpene-
jJeHnu BHGOpouHOro Ko3QdunmueHTa MOHOTOHHON 3aBHUCHMOCTH.

IlpakTuyeckne npuMenenus kodpduiumenra HC¥+) Gymyr ykasams Bo BTOpOiH
paboTe monm TeM ke CAMEIM Ha3BaHMEM.

E. PLESZCZYNSKA (Warszawa)

A SAMPLE COEFFICIENT OF MONOTONIC DEPENDENCE (I)

SUMMARY

~ This paper deals with distributions of two-dimensional random variables
(W, Z). Conditions have been defined for a fairly natural way of ordering two such
distributions with the same boundary distributions on the ground of the degree of
stochastic dependence between W and Z.

The class M of continuous distributions with a limited density function in
which random variables W and Z are either dependent or where there is a so called
strictly monotonic stochastic dependence has been more closely investigated. Class M
contains the class N of suitably modified two-dimensional normal distributions.
Any two distributions of class ¥ with the same boundary distributions may be ordered
with respect to the degree of stochastic dependence between W and Z.

Two parameters have been defined. The first one, which determines the kind
of monotonic dependence, may be assigned to each distribution of class M. The
second one, which measures the degree of monotonic dependence may be in particular
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assigned to each distribution of class N. On the base of the two defined parameters.
a sample coefficient of monotonic dependence has been determined.

In the second part of this paper a sample statistics, called coefficient H@K+1)
has been defined. It has been shown that it is the sample coefficient of monotonic
dependence. Practical applications of the coefficient H(@*¥+1) will be presented in
a next paper under the same title.



