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MODELE MATEMATYCZNE DLA DANYCH PROPORCJONALNYCH

1. Streszczenie. Jak wiadomo, metody opracowywania danych
z rOwnymi liczebnosSciami w podklasach sg raczej proste, a metody takie
przy nieproporcjonalnych liczebno$eciach sg ucigzliwe i z reguly wyma-
gaja uzycia maszyn elektronowych. Interesujacy jest przypadek po-
Sredni, gdy w podklasach wystepuja proporcjonalne liczebno$ci obserwacji.

Z ostatnim zagadnieniem wigzg si¢ m. in. publikacje Manna [3],
Bankiera i Walpole’a [1], Placketta [8], Smitha [11], Snedecora [12],
Snedecora i Coxa [14], Yatesa [17] i Oktaby [4]. W niektérych podrecz-
nikach autorzy podaja lakonicznie, ze metoda opracowania danych
proporcjonalnych pokrywa si¢ z metoda dla danych ortogonalnych,
tj. dla danych z ré6wnymi liczebno$ciami obserwacji w podklasach. Inni,
jak np. Wilk i Kempthorne [15], nie sugeruja wyraznie obiektywnego
wyboru metody. Scheffé [10], zamieszezajac krétkg wzmianke o modelu
dla danych proporcjonalnych, koncentruje uwage na modelu ogoélniej-
Szym z danymi nieortogonalnymi, tj. z nieproporcjonalnymi liczebnos§ciami
w podklasach.

W pracy niniejszej rozwaza si¢ modele state dla danych proporcjo-
nalnych podwéjnej klasyfikacji krzyzowej z nieskorelowanymi bledami,
model podwdjnej klasyfikacji hierarchicznej i model losowy z niesko-
relowanymi efektami losowymi. Jak wiadomo, estymacja parametréow
modelu i weryfikowanie hipotez statystycznych, a wiec i wnioskowanie,
zalezy od dwu rodzajéw definicji efektéw gléwnych i interakecyjnych.
Rodzaje te s3 uwarunkowane wykorzystaniem lub niewykorzystaniem
liczebno$ei w podklasach. W konsekwencji z tych definicji wynikajg
odpowiednio wazone lub niewazone liniowe restrykcje wigzace para-
metry modelu. Wyboru restrykeji nalezy dokonywaé na podstawie infor-
macji a priori o modelu populacii.

Poniewaz estymacja, weryfikacja hipotez i wnioskowanie zalezg
nie tylko od typu restrykeji, lecz i od wystepowania lub niewystepo-
wania interakcji, rozwaza si¢ cztery typy stalych modeli z interakeja
1 bez niej, z restrykcjami wazonymi i niewazonymi. Przedstawia sig



efektywne estymatory efektéow gléwnych 1 interakeyjnych (§2 i 3). Po-
dano odpowiednie sumy kwadratow, wartodei oczekiwane §rednich kwa-
dratéw i funkcje testowe F' dla weryfikacji hipotez efektow gléwnych
i interakeyjnych czterech modeli. Przedyskutowano weryfikacje hipotezy
odnoénie do cfektéw gléwnych w przypadku istotnej interakeji. Przed-
stawiono dowdd odmienny niz Scheffégo na wyznaczenie sumy kwadra-
téw dla efektow gléwnych w przypadku istotnej interakeji i ogédlnych
wag. Okazuje sie, ze przy braku interakecji mimo roznych estymatoréw
efektéw gléwnych i réznych restrykeji uzyskuje sie metodsg dopasowania
statych jednakowe efektywne estymatory i testy istotnosci dla poréwnan
efektéow glownych.

W przypadku istnienia interakeji otrzymuje si¢ dwie rézne analizy
wariancji, zalezne od typu restrykcji. Stad testy istotnosci F dla wery-
fikacji réznic efektow gléwnych sg rozne. Przy restrykejach wazonych
i niepustych podklasach otrzymuje sie analiz¢ podobng do analizy dla
danych ortogonalnych (Scheffé [10]), a przy niewazonych — podobnsg
do analizy dla danych nieortogonalnych (Yates [17]). Roéznice miedzy
ocenami i testami istotno§ci w przypadku restrykeji wazonych i nie-
wazonych oraz istotnej interakeji zilustrowano przykladem liczbowym
z danymi o stalej proporcjonalnosei (§9).

Oddzielnie oméwiono stale modele typu ax 2 i 2 X 2. Podano expli-
cite przedzialy ufnodci Scheffégo dla poréwnan gléwnych efektéw przy
istotnej interakeji oraz restrykcjach wazonych i niewazonych (§ 6).

Dla stalego modelu podwdjnej klasyfikacji hierarchicznej w przy-
padku restrykeji niewazonych podano definicje parametréow (§ 7), wyzna-
czono ich estymatory i podano analiz¢ wariancji (tablica 1) wraz z war-
tosciami oczekiwanymi S§rednich kwadratow. Przypadek restrykeji wazo-
nych rozwazali Bankier i Walpole [1].

W §8 wyprowadzono warto$ci oczekiwane Srednich kwadratow dla
efektow gléownych i interakeyjnych w przypadku modelu losowego opar-
tego na podwdjnej klasyfikacji krzyzowej przy restrykcjach niewazonych.

2. Stale modele podwéjnej klasyfikacji krzyzowej. Niech staly model
matematyczny podwojnej klasyfikacji krzyzowe] A X B o a poziomach
klasyfikacji A i b poziomach klasyfikacji B i n; obserwacjach w pod-
klasie (¢,j), ¢ =1,...,a, j =1,...,b ma postaé

(1) Yijr = 'M-F a;+ ﬂj"—(aﬂ)i}'l—i_ ey kK =1,...,my,

stale

w ktorej skladniki po prawe]j stronie poza losowym bledem e sa stale.
Zakladamy, ze blad e;, zwiazany z k-ta obserwacja v, wystepujaca
w podklasie (7, j) ma rozklad normalny ze §rednig rowng zeru i wariancjg o?
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oraz ze bledy sa nie skorelowane. Symbol x4 oznacza §rednig ogélng w popu-
lacji, a; — i-ty efekt klasyfikacji 4, 8, — j-ty efekt klasyfikacji B, (af}); —
efekt interakeyjny zwigzany z podklasg (¢, j). Jak wiadomo, dane liczbowe
odpowiadajgce takiemu modelowi nazywamy proporcjonalnymi, gdy
liczebnoSci obserwacji n;; podklasy (i, j) wyrazajg si¢ w formie

’l’bi.’)’bi

n,. = : = p.s.,
Y n v

b
gdzie n; = D'n; jest liczba obserwacji i-tego poziomu Kklasyfikacji A4,

a 7
n; = D'm; — liczby obserwacji j-tego poziomu klasytikacji B, a n = 2{: n;
)
= D'n; — liczby wszystkich obserwacji. Mozna np. przyjaé p;= n,/n
7

1 8; = n . Parametry a;, ; oraz (af);; modelu (1) mogg podlegaé¢ dwu
rodzajom liniowych warunkow ograniczajgcych, tzw. restrykejom, a mia-
nowicie restrykcjom wazonym

(2) Zpiai = Zsjﬂj = Zpisj(aﬂ)ij = Zpisj(aﬂ)ﬁ =0
oraz restrykcjom niewazonym
(3) Zai = Zﬂj = Z(aﬂ)ij = Z(Gﬁ)ﬁ =

Poniewaz ponadto mogg zaj$é dwa przypadki: 1) interakcja (af); jest
istotna i 2) interakeja (af);; jest nieistotna, wiec zestawiajgc typy restryk-
¢ji z wymienionymi rodzajami interakeji, obserwujemy cztery odpowied-
nie modele matematyczne.

Restrykcje sa konsekweneja przyjetych definieji parametréw modelu
(por. Scheffé [10]). Parametry u, a;, f;, (af);; okresla sie przy uzyciu wag

D; 8;
(4) vy = “1‘;7 w; = ;7*
lub bez nich jako funkecje liniowe Srednich w populacji
(5) Hij = u+a;+ 6j+(a.3)ii

dla podklas (¢,j), gdzie p. = Y'p;, s. =D's;.
5 j

3. Estymatory. Jak wiadomo, w modelu z interakejg i przy wazonych
restrykejach estymatorami metodg najmniejszych kwadratéow para-
metrow p,;, u, a;, ﬁ,, (aB);; odpowiednio s3

. -~ _ 1 _
(6) Mg = Yy =—— Z?/uk, =Y =— Zzpisjyij’
n 5

pz 7
=Y.—Yy, Bi=¥yi—¥, (aB)y =Yy—¥;—¥y.;+Y,



sy 1 2 _ _ 1 2: _
~ . B S:Y.:: - = — Y s
( { ) Y. s. < i Yijs Y- P. < y 5 Yij

W przypadku restrykeji niewazonych i przy interakeji estymato-
rami sg

®) y-—-EZZyw b, a=Ge—d, b =07,

(aﬂ)ij = Y;—¥:.—9.; 1+,
gdzie

. 1 U . 1 _
(9) Y. =?;%‘f’ Yi =;Z%‘j-

Estymatory te uzyskujemy, operujac Srednimi podklas tak, jak gdyby
nie bylo réinych liczebno$ci w podklasach.

W przypadku trzeciego modelu, gdy nie ma interakeji, tj. (af);; = 0,
1 restrykcje sg wazone, estymatorami wedlug najmniejszych kwadra-
téw sa wielkosci i, a; oraz f; wymienione w (6).

Za czwarty model uwazamy model bez interakeji z niewazonymi
restrykejami, tj.

(10) Yie = Pij+ e = 0+ a;+ B+ ey

Efektywnymi estymatorami parametréw 4, a; oraz §; uzyskanymi z réw-
nann normalnych sa

(11) 8 =y4+9Ys—¥, ai=8—Y4, B;i= ?7.7—:?)3»

gdzie
- 1 _ - 1 _ _ 1
(12)  Ga=— DG U =5 DT T=0 DD D e
T ] 1 j k

Znaczenie symboli ¥; oraz ¥; podano w (7).

Z por6éwnania estymatoréw u,a; oraz f; w (6) i (11), uzyskanych
odpowiednio przy restrykcjach wazonych i niewazonych w przypadku
braku interakeji, jest widoczne, ze
(13) a'_‘a;n=ai"&m=g_i.—?7m.7 i,m=1,2,...,a, 1 #m,
tj. ze rézinice miedzy efektami gléwnymi a sg identyczne, jakkolwiek
same estymatory 8§ rozne. OczywiScie ta sama uwaga odnosi 8i¢ do esty-

matoréw ﬂ i ﬂ, (por. Scheffé [10], str. 93).
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UWwAGA. Zauwazmy, Ze przy obecnoSci interakeji i restrykecjach
niewazonych roznice miedzy 7, = _b—;‘ ¥, aczkolwiek sg mnieobcigzo-
nymi estymatorami przecietnych efektéow klasyfikacji A (&,- =4, —F =

1 1
- D ii— e 2 gij), to nie 83 juz efektywnymi estymatorami, gdyz §;
7 av 5 j

nie §3 rozwigzaniami réwnan normalnych. Oznacza to, ze efekty gléwne
zdefiniowane tak, ze daja restrykcje niewazone przy obecnofci interakeji,
nie pokrywaja sie z efektami glownymi przy braku 1nterakc]1 Definiujemy
bowiem w przypadku interakeji

1 1
(14) a; =/4:.‘—#* =" 2;:“1‘7'__ 2, z;ﬂm
b - ab — <

a przy braku interakeji

, 1
(15) @ = Wi~ e = S—Z 8 Mii ——‘Zz 8 Mij -
i

Podobnie okrefla sie efekty gtowne f8; i f;.

OczywiScie dla wszystkich rozwazanych czterech modeli estyma-
torem wariancji o> = o2 jest §redni kwadrat dla bledu (wewnatrz podklas)

1 _
= n_ﬂb’;;;(yﬁk—yﬁ)z

przy n—ab stopniach swobody.

(16)

4. Weryfikacja hipotez. W_przypadku braku interakcji sumy kwa-
dratéw w analizie wariancji sg takie same przy restrykcjach wazonych
1 niewazonych, natomiast postaci wartosci oczekiwanych §rednich kwadra-
tow sa rézne. Analiza wariancji opiera si¢ na tozsamo$ci podobnej do
tozsamogei dla danych ortogonalnych.

(17) 88+ 885+ 88, =88, =D DY Wase— 7)™
Tt 7 k
Ot6z sumami kwadratéow dla klasyfikacji A i B s3 odpowiednio
(18) 88, =8 DpdFi—9)? i S88p=p. 57— ?
7 i

a warto§ciami oczekiwanymi S$rednich kwadratéw sa
1) Dla restrykeji wazonych

8. - s
(19) B(V,) = oi+;l_—1i2piai,
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2) Dla restrykeji niewazonych

PN IR S | ;
(20) E(V,) = d.+ a—1 ;pi(ai . Zpiai) .

Hipoteze, ze wszystkie a; = 0, weryfikuje si¢ w oparciu o funkej¢ testows
FY = 554 : o,
a—1

3) Przejdzmy do modeli z istotng interakcja. Udowodnimy naste-
pujace

TWIERDZENIE. Suma kwadratow w analizie wariancji dla efektow
gléwnych o w przypadku istotne) interakcji 1 modelu statystycenego (1) jest

(21) 88, = Y Wi(d;—A),
=1

gdzie

bj ZVViA‘L
(22) Ay = D wigy, A="<m

o 1JY ;‘W?’
przy czym

N
(23) W, = pound I
7 M

gdzie w; sq dowolnymi wagami spelniajqcymi warunek Yw; = 1.
i

Dow6d. Skorzystamy z twierdzenia Yatesa [17]: Jezeli wielkosci
w; (¢t =1,2,...,a), bedace kombinacjami lintowyms: mniezaleinych y-ow
o wariancji 6%, majq wariancje o*/W,, to estymatorem wariancji o* jest
&2 — Zwi(ui—?—i’)z ,

a—1

gdzie uw = Y W,u,/3W,, W, nazywamy wagamsi. Obliczmy wariancje A,,
tj. wariancje Sredniej wazonej §rednich podklas #; i-tego wiersza pod-
wojnej klasyfikacji krzyzowej A x B

b
N b _ por b1 , 07 o2
Var(4,) = Va,r( 2, wiyij) = E, w; vVar(y;) = Wy — = W
i i i

ny; i

(24)

gdzie W, jest okreSlone w (23). Z twierdzenia Yatesa wynika wprost,
Ze estymatorem wariancji o? jest

fy ZWi(fii_Z)z

ol

a—1 !

a stad, ze sumg kwadratéw dla efektow « jest (21).
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Twierdzenie to metodg inng, a mianowicie metoda unormowanych
maksymalnych poréwnan, udowodnil Scheffé [10].

Rozwazmy dwa przypadki wag w;, ktére beda prowadzily do res-
trykeji wazonych i niewazonych.

Przypadek pierwszy — restrykcje wazone. Niech w; = n;/n. Wtedy
wobec n,;; = p;8; mamy n; = p.$;, az(23) otrzymujemy wprost W, = s.p;.
Stagd sumg kwadratow dla efektow a jest (21), czyli

(25) 88, =s. Zpi(??i.—?)z
i1

przy v = a—1 stopniach swobody. W podobny sposéb dowodzi sie, ze
sumg kwadratow dla efektow g jest

b
(26) 88p =p. D5 (7,— )"
j=1

przy v = b—1 stopniach swobody. Metoda reduktéw (por. Kempthorne
[2]) mozna wykazaé, ze sumg kwadratéw dla interakeji AB jest

(27) 8845 =D ) 18 (Fy— Ji.—Fs+ 9)?
T 7

przy v = (a—1)(b—1) stopniach swobody. Podobnie jak dla danych
ortogonalnych otrzymujemy tu znana tozsamo$é (por. Bankier i Wal-
pole [1])

(28) SSA+SSB+ SSAB+ SSG - SSy,

gdzie S8, jest sumg kwadratow ,,wewnatrz podklas”, a 8§, — sumg
kwadratow odchyleri indywidualnych wynikéw y od ich $redniej. War-
toScig oczekiwang Sredniego kwadratu dla A jest (19), a dla interakeji AB

. 1 1 .
(V.ip) = 0.+ (@a—1)(b—1) Z; P8 (af)i;-

Przypadek drugi — restrykcje niewazone. Niech w; = 1/b. Wtedy
szezegélnym przypadkiem metody Scheffégo unormowanych poréwnan
okazuje si¢ metoda Yatesa wazonych kwadratéw S$rednich. Zgodnie
z (21), (22) i (23) sumg kwadratow dla efektow o przy istotnej interakeji
jest

(29) 88 = bH, D' pi(§.— 7.0

gdzie
I 1 1]
. Z 8

Y

&
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jest éredniag harmoniczng s-éw,
1 V. 5 1 5
Y; =?724 Yiiv  Ya =;ZP£.’/L~

Podobng postaé otrzymujemy na sume kwadratéow SSp dla efektéow A

(30) 88y = aH, D's;(§,— §s)?,
i

w2

jest Srednig harmoniczng p-ow,

. 1 QO . 1 .
Y = ;; Y4» YB =‘sfj23j?/.f-

Sumy kwadratéw 88,5, 88,1 88, maja postaci poprzednio zdefiniowane.
W rozwazanym przypadku niewazonych restrykeji przy interakeji nie
ma odpowiedniej tozsamofci do (28). Tu

gdzie

(31) 88%+ 885+ 88,45+ 88, # 88,.

Wynika to stad, ze na skutek réznych definicji efektéw glownych przy
restrykcjach wazonych i niewazonych sumy kwadratéow dla efektéw
gléwnyech « i § w obu przypadkach defininje sie réznie. Stad postaci
funkeji testowych F dla weryfikacji hipotez dla « i f# sa przy istotnych
interakejach inne niz przy restrykcjach wazonych.

Réwno§é w (31) zachodzi dla danych ortogonalnych, tj. gdy =, =
= k = const. A oto warto$ci oczekiwane dla §rednich kwadratow w me-
todzie wazonych kwadratéow Yatesa

b S st S,

B(Vap) = i+ oo Zzpls,[aﬂ ().~ (af)s-+ (af).. T

gdzie
1 1
(e =5 sabyy (@B = X pilap,

]

(af).. 2 Z p:5i(ab)y-

E(VY) =
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Weryfikacja hipotezy, zZe nie ma interakeji, opiera si¢ na funkecji
testowej postaci F = V ,/V,, a weryfikacja hipotezy, ze efekty a nie
réznig sie miedzy sobg i zZe efekty f nie roznia si¢ miedzy soba, opierajg sie

1) przy restrykcjach wazonych odpowiednio na funkecjach testo-
wych

Ve Vg
32 F,=—-= 1 Fp=-->-
(32) 4 A B =
2) przy restrykcjach niewazonych na funkejach
v, Vi
33 FYy=-% i Fp=-2
(33) 4 v, 1 B v,

gdzie V, = ¢ (por. (16)), V, = 88 /(a—1), Vg = 88g/(b—1), Viy=
= 88%/(a—1), Vi = 885/(b—1).

W zasadzie dla uzyskania dokladnych testéw istotnodei i przedzia-
low ufnoéei dla gtownych efektéw na ogél nalezy przyjmowad, ze inter-
akeji nie ma.

W przypadku istotnosei interakeji AB postepujemy dwojako, zale-
znie od tego, czy w interakcji

(Uﬂ)ij = (,“ij— Mi)— (.u'.j_ ©)

skladniki go;;— p; oraz p;— u sg 1) przeciwnego znaku, czy tez 2) jedna-
kowego znaku. .

W przypadku 1) nie weryfikujemy hipotezy H ,, Ze nie ma roznic
miedzy efektami «, i hipotezy H,, Ze nie ma roznic miedzy efektami f,
lecz hipoteze, Ze nie ma réznic miedzy e klasami klasyfikacji A dla usta-
lonego j-tego poziomu klasyfikacji B, tj. (por. Rao [9])

Qi s

Hyp, g = oy =0 = fhoj
W przypadku restrykeji wazonych i istotnej interakcji odpowiednig
funkejg testowa jest

o Van
-2

przy v, =a—11 v, = n—ab stopniach swobody, gdzie V, jest §rednim
kwadratem ,,wewnatrz podklas”’, a

@ a
! 1 Y Y3
Vap, =— E' 8 (F— ) = i .,]
ab; = 7 2, Pisil0s— 45 =~ 1[§ Py |

i=1 1=1

gdzie p. = ZPH Y, = %:%'jk: Y = ZZYw
3 v 7
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Mozna wykazaé, ze
S; S.
E(VA,Bj) = Gi—l‘ a__]_“l'Zpi[ai+(aﬂ)ij]2 = 0§+ _a‘—i—l Zpi(ﬂij—,u.i)z-

dla ustalonego j =1,...,5b.

W przypadku 2), gdy skladniki sg znaku zgodnego, mamy podstawe
weryfikowaé hipotezy H , i Hy. Postepujemy jak w 3) przy restrykecjach
wazonych lub niewazonych. Funkcje testowe podano w (32) i (33).

Poréwnywanie efektéw gtownych, gdy interakeja jest istotna, ozna-
cza porownywanie réznic miedzy klasami klasyfikacji A, gdy bierze sie
ich przecietne po klasach klasyfikacji B. Moze si¢ zdarzyé, ze hipoteza H 4,
zostaje odrzucona, a hipotezy H , i H; — nieodrzucone. Na og6l konsek-
wencjg istotnosci interakeji af jest istotno§é efektéow glownych « i B.

5. Modele typu ax 2 i 2 x 2. Podamy postaci sum kwadratéw ana-
lizy wariancji i warto§ci oczekiwane sSrednich kwadratéw dla modeli
typu ax2 i 2x2 tak, jak to si¢ czyni dla danych nieortogonalnych,
gdyz uzyskuje si¢ tu widoczne uproszczenia.

1° Model a x 2 z nieistotng interakcjg. Dla dowolnych restrykeji
mamy sume kwadratéow dla B

p.H,

88y = ) (F.1—¥.2)*

i warto§¢ oczekiwang sredniego kwadratu dla B

, D-H, ’
B(Vy) = 0} — =5 (f1—F2)
przy v =1 stopniu swobody, oraz dla interakeji AB
H,

SSAB =

) Zpi[(gil— Yiz) — (J1— ¥.2) 1%,

N H,
E(V, ) = Ue+é(a':1—)ZPi[(aﬂ)u—(aﬂ)iz]zy
gdzie
2 _—

s 7 1, -1°
8§ 18,

Zauwazmy, ze dla danych nieortogonalnych, przy braku interakeji i res-
trykcjach wazonych, zachodzi relacja

_;:Hi(gu—??iz)

D = ZHi FY1— Y2
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Hoaan§
H, =|—|—+
2 \ny N

jest drednig harmoniczng liczebnosci ¢-tego wiersza. Natomiast w przy-

gdzie

1
padku danych proporcjonalnych wobec H; = H,p, oraz §; = — D ;¥
mamy b
a

Z (Fi1— Ti2)

D = 1 Y.z zﬂl“’ﬂza

~
|

P.
a to jest estymator glownego efektu . W przypadku danych nieorto-
gonalnych D nie jest estymatorem efektu p.

2° Model a x 2 z interakecja istotng. Przy restrykecjach niewazonych
(metoda wazonych kwadratow Srednich Yatesa) mamy

aH H, _ N ) aH, H
§8p = LG — gt i B(Vy) = ot 2= (B— )Y

2
TR
a < yﬁ’ » zsp_l'

3° Model 2 X 2 z interakeja istotnag. Mamy dla dowolnych restrykeji.

gdzie

H. H,

SSAB = 4_’“ (3711_3712—y2l+g22)2

oraz

H, H
E(V p) =0 + A [(aﬂ —(af)1z— (afB)21+ (af)y

4° Model 2 x 2 z interakeja nieistotng. Mozna wykazaé, ze dla danych
nieortogonalnych efektywnym estymatorem efektu « metoda dopaso-
wania stalych jest

ZH.j(gn—??zj)
g

Qt

gdzie
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Gdy dane sa proporcjonalne, to

1 1\
w2 )
287' 3 P

i efektywnym estymatorem efektu « jest (por. Yates [18])

- 1 O B
fl:‘s Zsj(ylj_yf.’j)'

7

6. Przedzialy ufnosci S Scheffégo dla poréwnan gléwnych efektéw
przy istotnej interakcji. Gdy hipoteza o braku roznic miedzy gléwnymi
efektami klasyfikacji A zostaje odrzucona, mozna przy istotnej interakeji
stosowaé przedziaty ufnodci S8 Scheffégo [10] dla poréwnan gléwnyech
efektow. Przedzialy te maja rozne postaci dla restrykeji wazonych i nie-
wazonych.

Przedzialy ufnosci T Tukeya nie maja tu zastosowania, poniewaz
srednie y; oparte na nieréwnych liczebnosciach maja rézne wariancje.

I. Restrykecje wazone. Estymatorem pordwnania ¥ = Zc a;, gdzie

Zc =0 jest
Y — Z (1 —ZC =Zci?7i.?
1
Yi. = ;‘237'%-

i
Estymatorem wariancji tego poréwnania jest

gdzie

V, 1 &
Var(¥) = .
" 2

Wobec tego (1— a)-procentowy przedzial ufnosci dla wszystkich
jednoczesnych por()wna,l’l ¥ miedzy efektami a,, a3, ..., @, ma postaé

34) Yegi—Via—1)-F, Vd,r(‘P)\'_{’/Z(' 7o+ V(a—1)-F, Var(¥9),

gdzie F, jest u-procentowsg wartoscig graniczng odezytang z tablic F Sne-
decora przy v, =a—1 i v, = n—ab stopniach swobody przy poziomie
ufnodei a (np. a = 0,05).

II. Restrykecje niewazone. Estymatorem poréwnania ¥ jest

~ \ 1 1 ~
¥ = Zcia: = Zci(gi.—g) =20i?7i. :_E Zci 2371‘7‘ =?Zciyi.,

gdzie D'c; =0 oraz Y, = D
@ 7
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Estymatorem wariancji poréwnania ¥ jest

b . a
Ao Vv, 1 c V, O ¢
Var(¥) = — (Z;’—) : E_bﬂsz.f 2.’

gdzie

Wobec tego jednoczesnym (wielokrotnym) przedzialem ufnofci S
Scheffégo dla poréwnan ¥ miedzy a,, a,, ..., a, jest

(35) YFV(a—1)-F, Var(¥),

gdzie oznaczenia podano w I.
Przedzialy ufnofci dla jednego poréwnania majg postaé przedziatéow ¢
Studenta.

7. Staly model podwéjnej klasyfikacji hierarchicznej. Bankier i Wal-
pole [1] zajmuja si¢ modelem podwojnej klasyfikacji hierarchicznej
w przypadku restrykeji wazonych. Oméwmy tenze model w przypadku
restrykeji niewazonych. Przypu$émy, ze mamy model klasyfikacji hierar-
chicznej B w A postaci

(36) Yiie = M)t Cijiy

i=1,...,a, j=1’.--,b, k=1,...,’n,-j, 'n/,:]'=pi3j,
gdzie u;; oznacza Srednig j-tej klasy klasyfikacji B w i-tej klasie klasy-
fikacji A, y;;; — k-ta obserwacje j-tej klasy klasyfikacji B w i-tej klasie
klasyfikacji A, e;; — blad odpowiadajacy obserwacji v;. Zakladamy,
ze e;; maja niezalezne normalne rozklady ze Srednig zero i wspolng warian-
cja o. Wprowadzmy kilka nastepujacych definicji:

DEFINICIA 1. Sredniq i-tej klasy klasyfikacji A okreslamy jako $red-
niq niewasong postaci

b
. 1

(37) ﬂi.'—‘—‘b— E My -
j=1

DEFINICIA 2. Sredniq ogdlng u w populacji nazywamy Srednia nie-
wazong postact

1 1 Y1\
(38) M =;Zﬂi. =EZZM(;)-
(] i j



DEFINICIA 3. Efektem gléownym j-tej klasy klasyfikacji B w i-tej
klasie Kklasyfikacji A mnazywamy

(39) B(a)jwy = Byy— M-
DEFINICIA 4. Efektem glownym i-tej klasy klasyfikacji A nazywamy
(40) a; = pi,— M.

Konsekwencja tych definicji jest

(41) tigy = H+ a;+ Bla)s

oraz restrykcje niewazZone

(42) Dlai= D Bla)y =0
1 i

dla kazdego i.
Estymatorami parametréw modelu pu, a;, f(a);; oraz o®* wedlg
metody najmniejszych kwadratow sg

a b
- 1 v . ~ Y.
M= ;522 Y =Y, & =YY,
1 j
- L . 1 .
ﬂ(a)j(i) =Y~ Y, O, = n— abZZZ(yijk_yﬁ) = V,,

1 b
gdzie §; = 72 Yij-
7
Weryfikujemy dwie hipotezy:

(43)

(44) III: ﬂ(a);,(,)=0, 7:‘—:1,...’0/, j=1,...,b’
(45) H,: =0, t1=1,...,a.

Korzystajage odpowiednio z funkeji testowych (por. tablice analizy
wariancji)

NN
(46) P = By
a(b—1)

przy v, = a(b—1) i v, = n—ab stopniach swobody,

88,

47 F? :
(47) P =T,

przy v, = a—1 1 v, =n—ab stopniach swobody.



TABLICA 1. Analiza wariancji dla podwojnej klasyfikacji hierarchicznej w przypadku
restrykeji niewazonych

v, Stopnie ) , - .
Zrédtlo SWO- Hipoteza Sumy kwadratow Wartosei oczekiwane
zmiennosci body » H; S8 srednich kwadratéw E(V)

2 bH;
1. 4 a—1 a; =0 S84 = E(V4) = oo+ 1)(
a__
= bH: Xpi(yi.—y.a)* 1
' x X pilai— — D piay)?
B P.
1
2. Bw A ab—1) ﬂ(a)j(i)=0 SSB(A)Z E(VB(A)) = 0%—}— a(b—_l)x

=22pisj[Fij— ¥i.)*
i3

X ZZPisi [ﬂ(a)j(i) —
17

1 2
— = 5B (a)i(i)]
8, j
3. We- n— ab — 88, = E(V,) = Ui

wnatrz — v D)2
podklas %‘%‘%‘(yuk Yij)
Calosé n—1 - Ssy — .
=22 Wijr—9)*
17k
W tablicy 1

(132

j )

oznacza $rednig harmoniczng s-6w,

b
. 1 \_
Y, = *1724 Yij
7

oznacza Srednig niewazong Srednich podklas w ¢-tej klasie klasyfikacji 4,

1 _
Ya = “bZ?/.w
7

gdzie 7, = D' 3y, /p.s;, jest Srednig j-tej klasy klasyfikacji B.
Tk

2

Sume kwadratéow SS, i §rednia 7, wyprowadza si¢ bezposrednio
z podanego wyzej twierdzenia Yatesa.



8. Model losowy podwdjnej klasyfikacji krzyzowej. Modelem skon-
czonym (finite model) klasyfikacji krzyzowej z interakcjami zajmujg
sie Wilk i Kempthorne [15]. Definiujac sumy kwadratéw w analizie war-
iancji jak dla restrykeji wazonych (por. (23), (26) i (27)), wyznaczaja
warto$ci oczekiwane §rednich kwadratow. Nadto podajg warto§ei oczeki-
wane §rednich kwadratéw, korzystajgc z przyblizonej metody Yatesa
niewazonych frednich. Z wynikow tych mozna uzyskac¢ tablice analizy
wariancji dla modelu losowego z restrykejami wazonymi.

Zajmijmy si¢ innym losowym modelem, przez nich nie omnéwionym,
a mianowicie losowym modelem podwojnej klasyfikacji krzyzowej z inter-
akejg przy restrykejach niewazonych.

Zakladamy, ze gléwne efekty losowe «a;, fi;, interakcyjne efekty
losowe (af);; oraz bledy e;; z modelu (1) s3 niezalezne i maja $rednie
rowne zeru i wariancje odpowiednio réwne o%, o7;, ¢’ i o°.

Sumy kwadratéw dla efektéw gtéwnych S88% i 88% postaci (29)
i (30) uzyskuje si¢ metoda Yatesa [17] wazonych kwadratéw Srednich.
Sumg kwadratéw dla interakcji jest (28), a sumg kwadratéw ,,wewngtrz
podklas” 88, = X' 3 D (¥;— ¥:;)% Wartodei oczekiwane §rednich kwad-

i 7 k

ratéw E(V), obliczone na podstawie twierdzenia B Bankiera i Walpole’a
[1], maja postaé

bH, P HP
E(V,) = ’_‘1 Uirl‘ 1 O'AB‘f‘Uiy
aH, S H,8
E(Vg) =- b1 B+b 10AB+0'2’
SpP
E(V48) = V(fg:i)(b j 1) oipto, E(V,) =07,

gdzie
1 1
P =p.—}’—2pf, S=s.—»s—Zs§;

frednie harmoniczne H, i H, byly zdefiniowane w § 4.

9. Zastosowania. Przyklady. G. W. Snedecor [13] podaje metode
opracowywania danych, gdy w podklasach wystepuja liczebno$ei nie-
proporcjonalne. Jest to tzw. metoda oczekiwanych proporcjonalnych Ui-
czebnosci (por. W. Oktaba [5]). Przyjmuje si¢ w niej, ze liczebno$ci w pod-
klasach populacji sg proporcjonalne. Snedecor zamieszeza odpowiedni
przyktad liczbowy z przechowywaniem jaj, korzystajac z modelu podwéj-
nej klasyfikacji krzyzowej.
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Przyklady dla danych proporcjonalnych wystepuja w nielicznych
publikacjach. W czwartym wydaniu swej ksigzki Snedecor [12] rozpa-
truje model podwdéjnej klasyfikacji krzyzowej typu 5 X 2 przy restrykcjach
wazonych. Dane obejmuja tuczniki obojga plci nalezgce do pigciu ras.
Cechg badang jest warto§é rzezna tucznika. Interakcja rasy X pleé oka-
zala si¢ nieistotna.

Analogiczny model typu 3 X 3 wykorzystuje Ostle [6]. Dane liczbo-
we dotyczg plonéw trzech odmian owsa poddanych trzech réznym nawo-
Zeniom.

W pracy niniejszej zwréciliSmy uwage na roznice w opracowywaniu
danych proporcjonalnych w przypadku istotnej interakeji i restrykeji
wazonych i niewazonych nalozonych na parametry modelu.

Uzyskuje si¢ rézne oceny efektow glownych i interakcyjnych oraz
rézne analizy wariancji, a stad ewentualnie rézne wnioski z weryfikacji
hipotez statystycznych (por. tablice 3 i 4). Dla ilustracji wykorzystujemy
cze$é proporcjonalnych danych liczbowyeh uzyskanych przez Pelezyrisks
[7] w Katedrze Higieny Produktéw Zwierzecych Wydziatlu Weterynarii
WSR w Lublinie. W badaniach chodzilo m. in. o okreflenie zawartosci
tkanki 1gcznej (y) w kielbasie jednego gatunku, produkowanej wedlug
tej samej receptury i przez t¢ samg wytwoérnie, w celu poroéwnania a = 10
produkeji (klasyfikacja A) i b = 2 metod oznaczenia chemicznej i histo-
logicznej (klasyfikacja B) oraz zweryfikowania istotnosci interakeji AB
miedzy produkcjami i metodami. Do oznaczen brano prébki kietbasy
0o wadze 125 g. Dokonano 12 oznaczen metodg chemiczng i 9 oznaczen
metodg histologiczng dla kazdej z 10 produkeji, uzyskujac w sumie
n = a(9+12) = 10-21 = 210 obserwacji, w tym 12a¢ = 12-10 = 120
metodg chemiczng i 9a¢ = 9-10 = 90 metoda histologiczng. Z wynikow
zestawionych w tablicy 2 jest widoczne, Ze podlegaja podwojnej Kklasy-
fikacji krzyzowej produkcje X metody z ab = 10-2 = 20 podklasami.
Danym tym przypiszemy model (1) przy ¢ =1, ...,10,5 =1,2,k =1, ...,
ny, gdzie n; = p;s;.

Zgodnie z uwagami § 2 wyznaczamy

n;. 21 1
n 210 10’
oraz 8, = n., = 120, 8, = n., = 90.

Gdy p; = const oraz s; jest zmienne, jak w naszym przykladzie,
mléwimy, ze miedzy danymi zachodzi stala proporcjonalno§é. W tablicy 2
Podano w podklasach trzy nastepujace wielkosci: sumy wynikéw Y, =
= %:'yijk, §rednie y; = Y;/p;s; 1 liczebnoSei p;s;, oraz nastepujace wiel-

p’l:= i=1’-..’10,

koSci brzegowe dla produkeji A i metod B: sumy wynikéw dla 4 —Y, =
= Z Y,;, wazone §rednie y; = Y, /p;s., liczebnoSci p;s.; sumy wynikéw

7



TABLICA 2. Zawartosé tkanki lacznej w kielbasie okreSlonej dwiema metodami
w 10 produkecjach. Sumy, liczebnosei, wazone i niewazone &rednie.

Metod i
\0 g Chemiczna Histologiczna S.umy Wyl%l,kéw’ Niewazone
A liczebnosci i wa- .
' 1 2 " . frednie
Produkcja\ Zone &rednie
1 Y,, = 177,56 Y,, = 138,3 Y, = 315,8
P18 = 12 P18 =9 P18 = 21
¥ = 14,79 Y2 = 15,37 v, = 15,04 ;. = 15,08
Y’l = 160,3 Yaa == 155,9 Y’. = 316,2
2 pgsl == 12 paSQ = 9 p,s. = 21
Ya = 13,36 Y = 17,32 Y, = 15,06 7. = 15,34
Ym,l = 160,3 Ylo,s = 200,8 Y, = 361,1
10 Pro8; = 12 P108s = 9 P1o8. = 21
glo,l = 13,36 ?m,, = 22,31 ,i/‘m, = 17,20 3710. = 17,83
Sumy, liczeb-
noséci Y, = 1641,6 Y, = 15682,6 Y = 3224,2
i wazone p.8; = 120 p.83 = 90 p.s. = 210 -
frednie Y., = 13,68 Y. = 17,68 ¥y = 15,35
Niewazone
érednie 7. = 13,68 4., = 17,58 — 4 = 15,63

dla B—Y,;=)Y,, wazone frednie j, = Y /p.s;, liczebnofci p.s;
i wazong frednig ogélng § = J'Y, /n = 15,35.

Majac te wielkosci, wyznaczamy ze wzorow (6) i (7) oceny efektéw
produkeji a; = §; — ¥, oceny efektéw metod B; = §,—§ oraz oceny

efektow interakceyjnych (af);; = 7;—

cjach wazonych (2). _
Przy niewazonych restrykecjach (3) wyznaczamy ze wzoréw (8) i (9)

¥;.—Y,;+9. Sa to oceny przy restryk-

oceny efektow produkcji a; = §; —#, oceny efektéw metod B, = 7,—§
oraz oceny efektéw interakeyjnych (aﬂ);- = ¥J;— ;. —J;+ 9. Do obli-
czenia tych wielko§ci potrzebne s3 niewazone §rednie brzegowe klasy-
fikacji A i B, ktore zestawiono w ostatniej kolumnie i ostatnim wierszu
tablicy 2. Niewazong Srednig ogdélng jest

= — . = 15,63.
g ab < “ ytf ’
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Oceny efektéw gléownych i interakeyjnych przy restrykejach wazo-
nych i niewazonych zestawiamy w tablicy 3.

TABLICA 3. Oceny efektéw gléwnych a;, a;, /5:;-, flf, i interakcyjnych (aﬂ):;, (aﬁ):;
przy restrykcjach wazonych i niewazonych

Restrykeje
wazone niewazone
Efekty produkeji a; a;
&1 = —‘0,32 al = —0,55
a, = —0,30 Gy = —0,29
a,o = +1,84 a, = +2,20
Efekty metod ﬁ,- 5]
By = —1,67 fy = —1,95
By = +2,23 B = +1,95
Efekty interakcyjne ~
- (aB)i;
(apB)ij
(aB)y = +1,43 (aB)y = +1,66
(aﬂ)ﬁl = —0903 (aﬂ)gl = —‘0,03

(aB)ro = +2,88

(aB)ros = —2,52
(aB)rs = —1,66

ooooooooo

(@B)ros = +2,62

Oceny sa zwigzane takimi samymi restrykcjami, jak parametry.
Dla podania analizy wariancji pozostaje obliczyé w przypadku restryk-
¢ji wazonych sumy kwadratéw SS,, 8Sp (por. (18)) i 88,5 (por. (27))
oraz sume kwadratow wewnatrz podklas 88y i sume kwadratéow dla wszy-

stkich wynikéw S8, .

Rachujemy to standardowa metoda (poréwnaj Oktaba [5]), np.

Y?  315,8¢4 316,22 4... 361,11

88, = s.ZPi(??i.—g)z =Zp:fz -

322423
210

n 21

= 463,04.
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Przy restrykcjach niewazonych wobec wzoréw (29) i (30) na sumy
kwadratéow dla 88% i 88% pozostaje obliczyé dwie nastepujace &rednie:

1 1

Gu=— D pif =7 2, 017, = 0,1(15,8+15,34+...417,83) = 15,63

p.

i

1
3195 = 575 (120-13,68+90-17,58) = 15,35,

a takze dwie §rednie harmoniczne:

H, =

gdyz p; = const.
W tablicy 4 zestawiamy dwie analizy wariancji dla restrykeji wazo-
nych i niewazonych.

1

2

12 9

1 1\1
—+ || =102857, H=p,=0,1,

TABLICA 4. Analiza wariancji dla podwéjnej klasyfikacji krzyzowej przy danych
proporcjonalnych oraz restrykcjach wazonych i niewazonych

Sumy Srednie Warto$é funkeji
. y .
Frédlo ) kwadratéow S8 kwadraty testowej F
: Stopnie Restrvkos 7
zmien- | o ohody estrykeje 0,01
nosei - . .
wazone |- ™€ wazone me- wazone ne-
wazone wazone wazone
Produkcie | a—1=9 SS4= | S8S%= |V =5145|V%=56,58| F =879 | F',=9,66 | 2,51
4 =463,0¢ | _509,18
Metody B b-1=1 SS p= * V= * _ Fg= * 6,77
B SSp= 4% Fy=
=784,00 =784,00 =133,86
Interakcia (a=1) x =1784,00 =784,00 =133,86
4B x(-1)=9 S8 4p=412,35 V 4 p=45.82 F,p=1.82 2,51
Blad (wew-| 5 _ab=190
natrz pod-
klas) SS,=1112,84 Ve=>5,857 - -
Calose S8,=
(Suma) n—1=209 | =2772,25 - - - - -
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B. OKTABA u X. MUKOC (Jlxo6un)

MATEMATHUYECKHME MOJEJIU AJis1 NPOIIOPLIMOHAJIBHBIX JAHHBIX

PE3IOME

B pa6oTe 3anonHAeTCs HEKOTOpHIE TMpeaensbl B TEOPDMHM OLEHKH U MPOBEPKHM TMIOTE3 MJig Ma-
TEMaTHYECKHX MOJEIH C INOCTOAHHBIMH H ClIydaiiHbIMH akTOpaMu B Clly4yae MpONOPLHOHAIBHBIX
Hacror. PaccmaTpuBaeTca 1Ba THIA MOAENH 3aBHCSIUKE OT YCJIOBHH I mapamerpos: 1) B3pe-
WEHHBIX MM 2) REB3BEILEHHBIX.

IIpencrapmiercs pa3HMIBLI MeXAYy MOZEISAMH [PHHUMAas BO BHHMAaHHE OLCHKM, KPHTEPHUH
3HAYMMOCTH H JOCTOBEPHbIE MHTEPBAJIBI.

PeaympraTel mmIOCTpHpYETCA Ha MpHMepe NPONOPLUMOHANBHBIX AaHHBIX (CM. § 9).
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»

W. OKTABA and H. MIKOS (Lublin)
MATHEMATICAL MODELS FOR PROPORTIONAL DATA

SUMMARY

Some gaps in the theory of estimation and in the verification of hypotheses
for mathematical models fixed and random in the case of proportional data are
filled up.

Two types of models the parameters which were related by the linear restrictions
1) weighted or 2) unweighted are considered. The differences between the models
in respect to the estimators, the tests of significance and the confidence intervals
are given.

The results are illustrated with an example (see § 9).



