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ACTA ARITHMETICA
XVIL; (1971)

Sur la solubilité en nombres entiers
des équations du second degré a deux indéterminées

par

TryevE Nagrrl (Uppsala)

§ 1. Introduction. Résultats antérieurs

1. Pour ecertains ensembles d’équations diophantiennes & deux
indétermindes i existe des résultats du type suivant: Parmi les équations
appartenant an méme ensemble il y a an plus une seule équation qut
est résoluble en nombres entiers rationnels. Quelquefois il y a exactement
denx équations résolubles.

N v a de tels résultats sur des ensembles d'équations quadratiques;
voir [5]{1) et [6]. Pour des résultats analogues sur les égquations cubi-
gues, biquadratigues et méme de degré > 4 voir [7], [8], [4] et [1]. Dans
[8], § 4, j'ai donné un apercu de tous ces résultats.

2. Dans les travaux (5] et [6] j'ai établi le résultat suivant:

TusorEME 1. Soit donné le nombre nalurel D > 2 qui n’est divisible
par aucun carré > 1. De plus, soient A et B des nombres naiurels variables
tels que AB =D e L < A < B, Pour foutes les valeurs permises de A ¢t B
nous considérons Pensemble des équations
(1) Ax?—DBy? = E,
ot B = &1 et &% pour D impair et B = L1 pour D pair.

Alors, abstraction faile de Uéquation
{2) g2 Dy* =1,

il y « dans cet ensemble evactement une et une seule équation qui est résoluble
en nontbres naturels ¢ et y.

Cette équation. résoluble, distincte de Véquation (2), sera appelée
Péguation singuliére de Vensemble. Dans ce gui suivra nous la désig-
nerons par
(3) A¥p2— Byt = B,
oh A*B* =D, 1< A* <B" et B* = £1 ou £2.

(1} Lee numdros figurant entre crochots renvoient » la bibliographie plasée
4 1a fin de ce wémoire.
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Lorsque D est impair le nombre F* peut prendre toutes les quaire
valeurs possibles, ainsi qu’on le voit des exemples suivants;

D=3, o 8= 2

T

g2 by = —1,;

D
D
D

’
7, @i Tyt = 2
3,  Se—1lyt = +1.
Pour D pair, on a les exemples suivants:
D=6, 2g? 3yt = —1;
D =14, 2e*—Ty* = 1.

Nous désignons Vensemble défini dans le Théoréme 1 par le symbole
D, 4, B; B]. 8i D est le produit de » nmombres premiers, le nombre
d’équations dang cet ensemble est = 2" ou = 2" suivant que D est
impair ou pair,

Un résultat analogue est donné par le

TagorEME 2. Soit donné le nombre naturel D == 5(mod8) qui n'est
divisible par auweun eqrré > 1. De plus, soient A et B des nombres naturels
variables tels que AB =D et 1< A < B. Supposons que I'équation

{4) s Dyt =4

soit résoluble en nombres naturels impairs » of y. Pour toutes les valeurs
permises de A et B nous eonsidérons Uensemble des équations

(5) Aw—By® — 44,

Alors, abstraction faite de Véquation (1), i1y @ dans Pensemble ( 5) emactement
une et uné seule équation qui est résoluble en nombres naturels npairs @ ol y,
Si D est le produit de » nombres premiers, le nombre déquations
dans Vensemble de ce théoréme est — 2.
On peut se demander #’il est possible de généraliser le Théoréme 1
et établir un résultat analogue pour un ensemble d’équations

Ax®— Byt = BN,

ou 4, B, D et B ont les mémes significations que dang le Théoréme 1,
et ol ¥ est un nombre naturel impair > 1.
Nous désignons I’ensenible aingsi défini par le-symbole [D, 4, B; BN.
Dans le paragraphe suivant nous allons traiter lo car olt N ost 11"11.
nombre premier impair, qui ne divise pas D,
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§ 2. Les ensembles [D, 4, B; Ep]

3. Soient D, 4, B et B des nombres définis comme dans le Théoréme 1,
€t s0it » un number premier fixe > 3 qui ne divise pas D, Cela étant,
nous considérons I’ensemble [D, A, B; Ep] constitué de toutes les équations
permises de la forme

' Ax?-- By = Ep.
Parmi eces équations neus distingnons deux catégories: La premidre caté-
gorie avee B = £-1; la seconde catégorie avec B = 2.

Supposons maintenant qu’l existe deux équations résolubles appar-

tenant & la méme catégorie, savoir

(6) Ax?— By* = Hp
et
(7} Almi“"Bﬂfi =B p.

Alors on a AB=A4,B,=D,1<4 <B,1L< A4, <B;, et |B =|H].
Les nombres Aazfy et A o /y, sont des solutions de la congruence

2?2 = D(modp).
Les signes de ces nombres pewvent évidemment &tre choigsis de facon
qu’on ait
{8) A2y = Azy, (modp).
On doit observer que p ne divise pas le produit oy, ¥, .
Congidérons maintenant le prodnit
[(Adw)?—Dy*1[(4,2:)*—Dy;] = EE, A4, p*
10 peut s’écrire .
(9) (AA,ww,— Dyy,)*— D(A,ye, — Awy,)? = BB, AA4,p*.
Supposons ensuite que
(Aa A,) = -‘4-27 4 = -AzAa: 4, = AzAu

oli A,, Az ot 4, sont des nombres naturels, premiers entre eux deux
A deux, Alors on obtient de (9) la relation

) . | EE,|
(10) Ag A, U — A, A, Vi= 41 = WE,
ol les guantiiés
(11) U= ‘Ej;‘ I:Aszr“ I%:?l?h]
et
(12) V = o [Agay,— A,0,9]
Hp
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sont des nembres entiers en vertu de la congruence (8) ef en vertu du
fait que pour |H| = |, =2 tous les nmombres D, 4,4,, 4,, 4,,4,,
%, Y, #; of y, sont impairs.

Pour DPéquation (10) i existe deux possibilités: On elle coincide
avee Péquation z2--Dy? =1, ou elle coincide avec 1’équation singulidre
(3) de Vengemble [D, 4, B; E]. Vu que dans (10) le terme i droite est
4.1, le dernier cas se présente seulement lorsque B* = -1 la possibilité
B = 42 est donc exclue dang Ie présent cas.

I y aura done denx possibilités & examiner. Noug allons d’abord
montrer que le cas ol 'équation (10) coineide avec I'équation 22— Dy? = 1
ne peut exister.

4. Premier cas, L’équation (10) coincide avee Péquation U*—DV? = 1.
Si on prend le signe inférieur dans (10) il faut que D = 4;4,. Done

D D
Aid. A, A3
ce qui entraine 4, — 1 et par suite BB, = D, d'00 B = A4, et B, = 4.
Or, eela est impossible vu que 1< 4 < B et 1< 4, < B,.

Prenons ensuite le signe supérieur dans (10). Alors il faut que
As4,=1. Donec 4d; =4, =1 et A = A, et par suite B = B,. Cela
entraine que B, = —H.

Done, Udqguation (7) aura la forme

A2 By} = —Fp.

Cependant, cela enfraine que le terme & droite dans (10) soit égal & —1.
Or, nous venons de montrer qu’on ne peut pas avoir le signe inférienr
dang (10).

Second cas. L’équation (10) coincide avec I’équation singulidre (3) de
Pensemble [D, 4, B; E], savoir

(13) A -

BB]_ =

BV = B,

Tei on a A*B* = D. Bn supprimant la condition 1< 4* < B* nous
pouvons supposer que H* = +41. Le eas A* =1, 8" =D, que nous
venons de traiter, peut étre exclu. Sans rien perdre de la généralité nous
pouvons supposer que A > A..

8i on prend le signe supérienr dans (10) il faut que

A=Ay d, o B =2 AB

Il en résnlte, v que (4., 4,) = 1,
(-A: A*) = (Azﬂ-a: ASAJL) =4,
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et de plus
B* _ E
(B,B") 7" A,(B,B")’
On en conclut gue
D AR
B=A4(B,B*) eb Bl =_—A:l— =H -“w«ﬁﬂ.s(B,B*).
Par conséquent on aura
(14) B1 = (A: A*) (Ba B*):

D .
(4, 4"(B, B") -
I faut contréler qu'on & 4, < B,. En effet, il résulte en vertu de la con-
dition 4 > A4, que Az A,. Des formules (14) et (18) on obtient

D
(4, 4*3(B, B*y’

(15) 4, =

ke

B,

d’ol, vu que
N . B
(4, 4%y =4; e (B,B) =1

4

B, B

A4, A[A,\:
(Aa) <1.

Si on prend le signe inférieur dans (10) on aura au lieu des formules
(14) et {15) les relations

(16) B, = (4, B*)(B, 4%,
(17) s 4, = D

(4,B")(B, 4"

Done, 4, et B, sont univoquement déterminés lorsque A et B sont
données, par les formules {14) et (15) si B = F; et par les formules (16)
et (17) 8i B = —HF,. A" et B* sont univoquement déterminds lorsque
D esti donmé.

‘Il résulte du raigonnement précédent gu'une trmméme équa.tlon
résoluble de la méme catégorie ne peut pas exister.

5’1l ¥ a une équation régoluble dans I'ensemble, il y en & une seconde
équation résoluble dans la méme catégorie lorsque 1’égnation (13) est
résoluble. En effet, lorsque les nombres A, B, H,s,y, A*,B*, U et V
sont connus et & & = E,, on peut d’abord déterminer 4, et B, & Paide
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de formules (14) et (15) et puis w, et ¥, & I'aide des formules (11} et (12),
qui prennent alors la forme

BOp = (4, A" vz, — (B, B")yyy,

A
VIV U R R
I en résulte
(18) _ 4 Ux+ (B, B V1
VIV U IR
] ‘B *
(18} Y1 =Tp iy Uy +(4,47) Ve,

(B, B*)

ce qui montre que », et y, sont des nombres entiers.

Dans le cas de H, = —F il faut appliquer les formules (16) et (17)
pour déterminer 4, et B;. Pour obtenir les valeurs de , ot ¥, dans ce
cas on aura seulement d’échamger A et B, ainsi que U et V, dans les
formules (18) et (18°). : B

I est évident que la possibilitdé 4 = A,, B = B, ne peut se pré-
senter que pour F, = —F. ‘

5. Supposons maintenant que les deux équations suivantes de caté-
gories différentes soient résolubles A la fois;

(19) Azt~ By* = Hp = +2p,
(20) Alaﬁ"‘Bl?ﬁ =Hp = +p.

Alors tous les nombres D, 4, B, 4, et B, sont impairs. La congruence
(8) pour les nombres w, ¥, #, et ¥, est toujours satisfaite.
En appliguant la méme méthode que dans le numéro 3 sur le produit

[(Az)*— Dy*1[(4,,)*— Dyi}
nous surons une équation analogue & (10), de la forme
.A.*U-Z_"’B* 'VE = EEl = j:z’

ot 4*B* = D, et oit U et V gont des nombres entiers. Cotte équation
est nécessairement I’dquation singulidre dang 1’ensemble [.D, 4, B; #].

Nous venons de voir tout & I’heure que pour I'existence de deux
équations de la méme catégorie une condition nécessaire ost que I'équa-
tion singuliére de V'ensemble [D, 4, B; H] soit de la forme

AT~ BV = 1.

On en conclut: Sl exigte deux équations résolubles de catégories
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différentes, ces équnations sont les seules résolubles dang lensemble
[D, 4, B; Bpl.

Par conséguent, nous avons établi le

THEORRME 8. Dans Pensemble [D, A, B; Bp) il y a exaciement deux
équalions résolubles, il y en & une. Il y a les quaire possibilités suivantes:
1° Il w'y a aucune équation résoluble; 2° Deuw équations de la premiére
catégorie sont résolubles; 3° Deux bgquations de la seconde calégorie sont
résolubles; 4° Une seule équation de chacune des deuw catégories est vésoluble.

On. peut d’aillenrs établir ce résultat i 1’aide de la théorie des formes
binaires quadratiques. Cependant la présente méthode esfi evidemment
plus simple.

Pour déterminer les équations résolubles dans un engsemble donné
on peut p.ex. appliquer la méthode que j’ai devéloppée dans mon livre
[97, Chapter VI, no. 58.

Notons le résultat suivant:

Soit donné le nombre naturel D qui est Te produit de nombres premiers
différents. Alors il existe une infinité de nombres premiers p, tols que Uensemble
[D, 4, B; Bp] contienne deuw éguations résolubles.

On le vérifie 4 1'aide d’un théoréme de Weber; voir [107].

6. Nous allons donner guelques exemples numériques pour illustrer
Jes guatre cas dans le Théoréme 3. II est tounjours question de ensemble
LD, 4, B; Ep]. '

Premier cas. 8L le nombre D n’est pas un résidne quadratique
modulo p, il n’y a aucune équation résoluble dans I'ensemble.

Deuxitme cas. Pour D = 5 et p = 11 les équations yézolubles sont

=5yt =11 (w =4,y =1) et 2*—5By2=—-11 (8 =3,y=2).
Tléquation singuliére est
#?—Byrt=—1 (x=2,y =1).

Pour I = T8 et » = 11 les équations résolubles sont
62— 13y* =11 (x =2,y =1) et 22239 =11 (x =31,y =T).
Lréquation singuliére est
3x2—2y2 =1 (x=3,y =1).
Pour D = 6 et p = 29 les équations résolubles sont
202—3y? =29 (w =4,y =1) et *—06y? = —29 (@ =5,y = 3).
Lrégnation singulidére est

2wt 3y = —1
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Troisiéme cas, Pour D =36 ef p =3 les équations résclubles
sont
Bpr—1ly?2 = —0 (p =y =1} et a*—B3y2= —6 (x = 7', ¥y =1).
Liéquation singuliére est
Baf—1ly® =1 (3 =23,y =2).

Quatriéme cas. Pour D =15 el p = 17 les équations résolubles
sont

=15yt =34 (g =T,y =1) et 3x2—By?=—L7 (2 =1,y =2).
I’équation singuliére est
3t—3y? = —2 (v =y =1).
Pour I =23 et p =13 les éguations résolubles somt
P93y =18 (5 =6,y —1) ob @23y =26 (3 =7,y = 1).
L’équation singuliére est
B—23y* =2 (z =0,y =1).

Finissons par un exemple oit le nombre de facteurs premiers de D
est relativement grand. Soit D égal au produit de dix nombres premicrs
différents impairs. Alors Vensemble [D, A, B; Ep), ot p est un nombre
premier impair qui ne divise pas D, contient 2048 quations, dont au
plug deux sont résolubles.

§ 3. Le cas général d’un ensemble [D, 4, B; #N]

7. I1 est évident que notre méthode pour établic le Théoréme 3
peut servir & démontrer un théoréme analogue sur los ensembles plus
généraux [D, 4, B; EN], oit ¥ est un nombre naturel composé. Touy
simplifier, nous nous bornons au eas dans lequel ¥ est lo produit de s
nombres premiers impairs distincts. Les nombres D, 4, B et B seront
définis comme plus haut. Nous supposons que (D s V) = 1.

Cela étant, on obtiendra aizément le

TrEoriME 4. Supposons que les mombres D, A, B, Il et N satisfassont
oux conditions indiquées ci-dessus. Alors, le nombre déquations résolubles
dans Uensemble [D, A, B; ENT est ou plus égal & 2°,

En etfet, pour la démonstration on aura seulement i remplacer par-
tout dans les paragraphes précédents le nombre P par N. Parmi les
équations appartenant & I’ensemble [D,4,B; BN] nous distinguons,
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comme ci-dessus, deux catégories: La premiédre eatégorie avee B = +1;
Ia seconde catégorie avec B = +2.

Supposons maintenant qu’il existe denx équations résolnbles apparte-
nant & la méme catégorie, savoir

(21) Awx?—By? = EN
ot
(22) ‘ Ayoi— Byt = B, N,

Alors on a AB = A B, =D, 1< A <B, 1<4,<B,, E =|B et
(D, N) = 1. Les nombres Az/y et A,@ /y, sont des solutions de la con-
gruence

(23) ¢ = D(mod¥N).

Nous supposons gue ces nombres appartiennent & la méme classe de
congruences meodulo N. Done

(24) Ay @y = Azy,(mod N).

H est bien connu que le nombre de solutions incongrues de la con-
gruence (23) est égal & 2°; voir p.ex. [2], p. 47. Alors, la condition donnée
par (24) entraine qu’il y aura au plus 2°7! possibilités pour la paire (21)
et (22), abstraction faite de la classification @’aprés les cabégories.

Le méme raisonnement s’appliquera & la paire d’équations

Ap*— By* — EN = 19N,
At Byt =B, N = LN,

qui remplagera la paire (19) et (20).

Par ailleurs, la démonsiration se poursuivra entiérement comine dans
le cas de lensemble [D, 4, B; Hp].

Cependant, il faut observer que le Théoréme 4 est illuszoire lorsque
le nombre s des facteurs premiers de ¥ surpasse le nombre 7, éventuelle-
ment r--1, des facteurs premiers de ..

En utilisant la théovie des idéaux dans le corps quadratique engen-
dré par YD on pourrait obtenir nn résultat plus précis. '

Remargue 1. Il est évident que le Théoréme 3 reste encore vrai
si on ¥ remplace le nombre premier p par une puissance de p. I faut
cependant ajoufer la condition gqne p ne divige ancun des produits ay
des inconpues. :

Remarque 2. Nous avong aussi établi le résultat suivant relatif
anx formes définites

{25) Ax?-+ Byt = Hp.

8 — Acta Arithmetica XVIII
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Soient A, B, D, E e p définis comme au Théoréme 3, e soit 4 < B.

8t m désigne le nombre d'éguotions résolubles en nombres entiers x et y parmi
les equations (28} on a ou m =0 ou m =1,

Dang le cas exceptionnel

w?4-y* = Hp,

olt p = 1{mod4) on a évidemment m == 2.

(1]
(2]
(3]
[4]
(5]

(6]
(7]
i8]

[9]
110]
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Representations of real numbers
by series of reciprocals of odd integers

by

A. Orrewee™ (Legon, Ghana)

Huarold Davenport in memoricm

1. It is well-known that a real number ¢ between 0 and 1 can be
expanded into a series of reciprocals of integers (a “sorites” of Sylvester)
originally found by Lambert (see Perron [2]) as follows:

101 1
(1.1) =y = — ..
a0y dy

where the positive integers «, are given in guccegsion uniquely by the
algorithin
1
(1.2) ey =141/}, @y =2— ! 0 <@y <,
1
The process iz unending: the integers a, satisfy the inequalities
(1.3) =2, e,zé—a+l (iz1).

A convergent geries (1.1) in which the integers «; satisfy (1.3) is
necessarily the Sylvester expansion of its sum. For rational z equality
must oecur eventually in (1.3), i.e. for all ¢ > 4y, @;,; = ai—a;}1. The
converse is trivially true. : :

I have taken the algorithm so that the process is non-ending. If we
take 1/, << #; < 1/(e;—1), the process ends for rational ; for irrational
numbers the Hwo processes naturally yield the same series.

Variations of (1.1) exist in which signg can be attached to the terms
in accordance with prescribed rules (and appropriate changes in (1.3)).

2. Engel (anticipated by Lambert: see Perron [2]) obtained another
kind of series for  in (0, 1):

1 1 i

@1) v =-0_1_—l_ €105 + €106y T




