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We give a few special results. For a =2 we have
Go(n,2) = 2go(n—1, 2)+go(n—2, 2),
90(1,2) =1, 4(2,2) =2, g,(3,2) =5.
It follows that

i, ) = FV2 =072
2v2

For a4 =3 we have
go{n, 3}—3¢s(n—1, 3)+¢e(n—2,3) = 0,
Fo(1.3) =1, g,(2,3) =2, g4(8,38) =5.
It follows that
Go(y 8) = Fop g, ga(0y 3) = Py,

where F,, is the nth Fibonacei number.
Finally we have

g{n: a) = Zgic('”'; @)

k=0
= Mg 1(n—1, 8} +go(n—1, 6)+ gy (n—1, a)]
k=0

3¢(n—1, 6)—2g,(n—1, a).
It follows that

-1
(6.8) gm0y = 3" Na+1)—3 Y 8 g, (k, a).
k=1
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Zur Definition der Diskrepanz

von

EpvuNp Hrawxa (Wien)

Gewidmet dem Andenken H. Davenporls

Es sei I® der s-dimensionale Einheitswitrfel 0 < & <1, ..., 0 & <1
und %, ..., #, Punkte in I°. Um die Verteilung der Folge w, = (#, ..., @}
zu studieren betrachtet mamn die sogenannte Diskrepanz D(w,). Sie ist
50 definiert: Ist J ein belichiges Intervall, so sei »*(J) die Anzahl der
Punkte von e, in J, ¥ (J) das Volumen von J, dann ist

v*{J)
¥

D{m,) = sup ——V(J){.
J

Es ist stets » << D < 1. B ist D umso kleiner, je “gleichmifiger” o, in
I = F verteilt ist. Bekanntlich ist der Begritf der Diskrepanz aus der
Theorie der Gleichverteilung entstanden. Hier werden unendliche Folgen
© = (i#;);.n Dbetrachtet und eine solche Folge ist gleichverteilt, wenn
limP(m,) =0, wo w, die Folge der ersten » Glieder aus w ist. Genauer

#—>00 *(J

gesagt heiBt o gleichverteilt, wenn lim Gl = V{J) fir alle J. Man
P00 v

kann dann zeigen, daf daraus limD(w,) = 0 folgt. Die Umkehrung ist

trivial. Man kann fragen, ob man nicht die Familie der Intervalle durch

andere Familien von Teilmengen, von 7 ersetzen kann. Wir werden zuniichst
zeigen, daf die Familie % aller konvexen Kérper ¢ das Gewinschte leistet:

»*(0) — V(| 8o ist Dplow) = 723D1/3(cu).

(1) Izt Dglow,) = sup
’ Ce%

v

Trivialer Weise ist D{w) < Dg{w). Auns einem Satz von 8. K. Zaremba (1)
folgt, da.B man den Hxponenten 1/s in (1) nicht weglassen kann. Hs liegt
nahe, statt Intervalle Kugeln K zu nehmen, {die zugehdrige Diskrepanz
wollen wir D5 nennen. Dann gilt fiir Dy (w) trivialerweise (1). Schwieriger
ist jetzt die Frage einer Abschiitzung von D durch Dy wenn s > 1.
(Im Falle s =1 ist natiwlich D = Dg.) Wir werden zeigen: Hs gibt

(1) Monntshefte fiir Mathewmatik 72 (1968}, 8. 2064-209.
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positive Zahlen (s}, v2(8), so daB(®)

o1
@) D) < Defor) < ya(s)og™40 55—
Ob sich diese Abschiitzung verbessern l4fit, miissen wir offen lassen,
vor allem ob eine. Abschiitzung: der Gestalt: D(w) < DY existiort.
Wahrscheinlich ist dies nicht der Fall. Jedenfalls folgt ans (2); Wenn
limDg{e,) =0 so folgt limD(w,) = 0.

§1. Wir schicken zunfichst einen Hilfssatz vorweg:

Hivrssarz. Bs sei B eine Menge in I und der Rand 0B sei endliche
Vereinigungsmenge von Rdindern 8C konvexer Kirper ¢ in I. Bs sei I in
Teilwilrfel von der Kantenlidnge w zerlegt. Dann gilt fir die Anzahl N (4B)
der Wiirfel, welche mit 8B Punkie gemeinsam haben

3 N(5Byw* < 72°8 (B)w

wenn B(B) die Anzakl der 8C ist, welche 8B iberdecken. ,
Beweis. Es geniigh den Fall § =1 mit B = ¢ zu betrachten. Da

{ in I, so ist sein Durchmesser D(0) < ]/s.T Ei sei weiters @, der Schwer-

punkt von ¢!, dann ist fiir alle zeC also |o—a,| < l/; Da ¢ ein konvexer

Korper ist, also innere Punkte besitzt, so besitzt er eine Distanzfunktion
in bezug auf @, und O hat die Gestalt f(r—z,) < 1. It » = inf|w— g

wel!

dann gilt bekanntlich fir alle », y: flo—y) < lo—y|jr. Es sei weiters
H die Stiittzfunktion in ¢ in bezug auf z,, dann gilt bekanntlich (Bonne-
sen-Fenchel, 8. 53) da », Schwerpunkt, fir alle » mit ] =1

ﬁs—i—i)H(u) > H{u)+-H{—u).
\

Weiters ist MinH(w) =r und stets <{@—w,, 4) < flo—uw,) H (1) {5
Skalarprodukt). Es sel nun u, ein Rinheitsvektor so gewihlt, daf
H(u;) =r. By selen u,, ..., %, weitere Velktoren, so dal w, .

. W, ein,
normiertes Orthogonalsystem bilden. Dann 148t sich jedes @ in der Forny
Bt Erthy ..+ Egu, schreiben und es ist & = <w—uw,, u,>. Bs sei nun

a2 dann ist

& < fla—mo) H (u,) << H(uy), —E < fle—ag) H(—u,)

also
&l S H{u)+H(—u) < (s+1)H(uy) = (s4+1)7.

() Vgl. zur ganzen Fragestellung B. Hlawks, Discrepancy and wniform distri-
bution of sequences -(Nuftie Intornational Swmmer Session in Science, Augusi 1-11
{1862). P. Noordhoff N. V. Groningen — The- Netherlands), 8, 88-91 inshosondero
Tormel (12). (Trrtiimlich blieb der Exponent bei Log weg.) Uber Dg vergiciche auch,
die bedeutende Arbeit von W. Sehmidt, Invent. Math. 7 (1969), 8. 55-8%,

Fiir Durchsicht und Verbesserung des Manuskripts danke ich hevslichat
Dr. R, Miiek (Wien). ’
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By igh (p—2,) = ...+ £ < 5. Bs liegt also ¢ im Korper C;: (£
< (s+1)7, [E2 ... &2 8) und O) In C,: (|E)< (s+ 1)y &4+
-+ iEsI = 8)' '

Es ist also
VIOV < V()< V() =y, W0y, = 2(s+ 1) (s — 1)1 <6°(s 1),
‘wenn wir beniitzen s%'f(s—1)!< 3% -

Wir unterscheiden nun zwei Félle:

1. Pall: r< 2Vsw. Bs ist N(5C) < N(0)< N(C,), wenn N (L) die
Anzahl der Wiirfel W ist mit L n W 3£ @. Nehmen wir also ein ge(; n .
Fir jedes xe W gilt |o— y| < Vsw. Setzen wir

T &y =2§z‘ui5 H— Xy :27]iui:
&0 ist also

DG n <oty B < [E— ]+ il < Vewt(s+1)7 < (2543 s,

8 8
(2 IE,;IZ)M < ( 2 18— m-lz)m + (2 n%)uz{: Vsw+Vs < 2Vs

1=2 i=2
da w< 1, also liegt W ganz im Korper Cy: (|&]) < Vs(2s--3)w, |&,]2+
oo (&2 < 45, also in Gyt (|&]) < Vs(8s43Yw, |&]+... & < 25 vom
(25-1-3)Vs

s+1

der Hilfgsatz fir diesen Fall bewiesen.

3. Pall: r>2Vsw, also & = I/E(w/r < 4. Wenn nun W n ¢ = 0,
dann liegt W < €0(14-¢) und wenn W n C{1—¢) = @, dann liegt W = €.
Ist nimlich z. B. W n ( # @, dann existiert ¢in y¢ W n ¢ und fiir alle
xe W gilt wegen lo—y) < Vsw '

Volumen q,-2°71 w = 36°w. Es ist also N(SK)w® £ 72%w und

< lz—y]
Lf (@ m0) — f (y — 2)] < Max (flw—y), fly—a)} < e
also
flo—a) <fly—@)+e <l4s.
Es sei nun 8§, die Menge aller Wirfel W mit W nO(1—e) # @, 8, die

Menge W mit We 0, 8; jene mit Wn ¢ 6. Eg ist 8, <« 8, = 8.
Da 8, den Korper €(1—¢) iiberdeckt, 8, « C(14-¢), so ist

N(B)w® = V(O (1—ef, N(8) < V(O)(L+ 8)‘9,.

also

N(Sa) gﬁr(sl)(l—f—a)s

1—¢
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also

146\
N < ¥ ) (10

Daraus folgt:

1
o0 = ¥~ NS <F (1) 1), FEIw= T T,
s0 ist also
1
N(80)w® < V(0) (( +:) 1).
Nun ish iisgl—i-:h, also(l—j——) - 14 e4® also

N (80w < 46T (Cy) = Ly er = 4%9sV 300
also folgt wieder ¥ {8K)w® < T3%w.

Wir wollen nun (1) zeigen: Es sei ¢ konvexer Kérper in 1°. Wir zer-
legen I in Wiirfel mit der Kantenlinge w = 1/L (L > 1 gamz). s gel U
die Menge der Wirdel in 0, U, die Menge der Wiirfel mit W n ¢ % @.
Wir setzen C— U = (', dann ist yo == 3o+ 3y (xx charakterigtische
Funktion von M). Setzen wir noch

1 & _
~ D tar(eg) = A(M).
k=1

(Es ist v-A(M) die Anzahl der Punkte (2,) welche in M liegen). Dann ist
HO)=TV(©0) = HO)= V(D) + M)+ V(D)= T (C).-
Es ist

MO)=V(U) = D (A(W)— V(W)

Welh

Eine erste Abschitzung erhalten wir so: Dn die Anzabl der Wiirfel
héchstens Z7 ist, so ist nach Definition der Diskrepanz

(4) AUy~ ¥ (V) < I*D
Eine hessere Abschiitzung erhalten wir so: Jeder Wiirfel W hat die Gestalt
T; k41 R
f§_51<*“"-—1:;— (’b=1,...,8),

wo die %; ganz und 0\<;Fc,;

< L—1. Wir kénnen deutlicher W (k, ... %,)
schreiben. Dann ist also

W=V (Oy= 3 (A(W(ky . b)) — V(W (... )
By.-kg
AI‘S?: 1(2 (W (g b)) — V(W (R, .. )}
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(Die Striche sollen andeuten, daB nur soleche ky,..., %, zu betrachten

sind, fir die W(k,...%,) in € liegh)

Betrachten wir nun bei festem %, ..., b,y die Menge 1’ aller Wiirfel
Wi(key oo, ko) © O 1md es gel & == Mink,, % = Maxk,. Dann liegt das
Intervall ‘

k, 41 . [ k41

E‘§§‘£< g7 (E=1,...,8—1), —ESES<——_~L—“

J{Fpy ooy Heq):

ganz in ¢ und ist gerade die Vereinigung aller W aus W'. Dies ist geo-
metrizch evident und sieht man so ein: Nach Definition liegen die Wiirfel
W (kysoony be1, B)und Wk, ..., by, #) in 0. Bs seinon & = (Es--es &)
ein Punkt in J, dann gibt es eine nadiirliche Zahl &k mit k' < k< k", so
k k-1

daf f < £8< ; .
cy Be_q, k) zu W gehort. Es kann o0.B.d.A. ¥ <k < k'’ vorausgesetzt
werden. Nun legen die Punkte

r k’ ' I k"
"y §s—17"L—)r ™ = (51: ceey Es—lr"'L‘_“

In Wikyy ooy byy, &) baw. W(ky, ..., by, &), also in. C. Da ¢ konvex,
so Hegt auch fiir ]edes tmit 0 < £<C 1 der Punkt (1—8a'+ o' in ¢, also
I
auch fiir ¢t = if’
in ¢ und gehort damit zn W'. Bs st also

M AT )= V(T (R ks_l))).‘

Bys oo kgey

Wir miissen nun geigen, daB W, = W(k, ...
= (E; y -

o und dann erhalten wir gerade &', also legt W,

AU)—T(U) =

Nach Definition der Diskrepanz erhalten wir
(6) AO)—7(O) < L' D.

Wir miissen nun E = A{(0’)~- V(') abschétzen. Er wird O gerade durch
die Menge U’ der Wiirfel iiberdeckt, fiix die W n 8C = @. Bs ist yor <o
Bs ist R A(T)—V(UY+TV(UY—V(C') also R< N(UYD4 V(T
Andererseits ist B = — V({") = — V{U’) also erhalten wir

1B < N(UYD+ V(U)K N(U)D+N(UHL™®
(N(U') = Anzabl der Wirfel in U'). Zusammenfassend erhalten wir
(6) 8 =|[MO)—FV(O)<<(1+72°) DL 12° L < 808 DL L7Y).

Dabei haben wir den Hilfssatz beniitzt.
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Wir unterscheiden nun zwei Fille:
1) D<1/2°. Dann nehmen wir fiir L die nichstkleinere ganze
Zaht zu D™V und erhalten

(7) 8 < 80°-3D'

da ju I > DY~ 1= 3D, Ist aber (2. Fall) D = 1/2% so ist ja 8= 1
< 2°D, damit ist (1) gezeigh.

Bemerkung 1. Hitten wir nur {4) beniitzt, dann hiitten wir statt
{6) gehabt

() 8 <80°(D- L'+ 17,

Dabei hitten wir nur Wirfel beniitzt. Definieren wir als “Wiirfeldis-
krepanz” Dy durch (1), wo jetzt J nur Wirfel durchlinft, dann gilt
tatsichlich (8} mit Dp. Nimmt man dann I als ndchstkleinere ganze
Zahl an D"+, dann erhiilt man aus (8) eine Abschitzung

(9 Dy < y D,

Insbesondere istauch D < y, DI, Frage: LiBt sich der Exponent 1/(s-+ 1)
verbessern, ingbesondere im Spezialfall DY

Bemerkung 2. Bs sei B(A) die Menge aller Bereiche B, wie sie im
Hilfssatz definiert werden mit §(B) < f§, dann folgt analog

Ye ﬁDW(BH)

Wir gehen nun zum Beweig von (2) iiber.

Es sel B eine Menge wie im Hilfssatz definiert. Wir denken nns wieder
I (8 > 2) durch Wiirfel W mit der Kantenlinge 1 = 1/ M (M > 1) ganz
ilberdeckt. Die Anzahl der Witrfel, welche ganz in B liegen, sei N'(B).
Es st N'(B)w'< V(B), andererseits igt

V(B)<

Dy <

(N’(B)+N(6B)]w“‘
alzo
N'(B)w’ = V(B)—

N(8B)uw" > V(B)—12"f(B)w.

In jedem Wiirfel W welcher ganz in B liegt, wird eine Kugel K vom
Radius e eingelagert. Ist g, das Volumen der Einheitgkugel, so ist

w\? S |
) =5} e = VP, 30 =, <1

Bs sei nun L(B) die Menge aller eingelagerten Kugeln, welche wir so
erhalten, dann ist

VI(L(B)) = ¥'(B)V(K) = y,N'(B)V W) 2 3, (V(B)y—72° 8(B)w).

icm
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Wir setzen nun B’ = B— L(B), dann ist V(B') = V(B)— V{L(B)), alsc
(10} ViB') < (1—y,) V(B)+ 72°8(B) y,w.

By ist B” wieder eine Menge wie B und es ist §(B') = p(B)+S(L
L = L(B) zu 4B disjunkt ist.
Nun ist 8(L) = N'(B) und N’ (B)w8

), da

¥ (B}, adso ist
V(B
w*

(1) B(B') < B(B)-+

Wir setzen nun By =B, L, =1, B, = B,—
Bi+1 = B,,:"‘—L.,:(B), Li(B)

Ly, Ly = L{B,), allgemein
=L(B;), fir i =0,1,2,..., dann ist also

, V (B; 1
(11 ) ﬁ(Bm-H) ﬂ( (—Bm) \ﬁ 1,)‘{‘ m:
(107) V(B < (M—py) V(B)+ 72, (B w(B,).

_ —(i+1)
s sei nun N, dle niichstgroBere ganze Zahl an 72°8(B;) (l h)
wnd w{B,) = 2

Bs ist l\z; 723 und

1__“},1 i+1
BB w(B) < (<57
Bel dieser Wahl ist stets

. 1 1
V(B <(1—?1)*(1+?+...+?)

wie durch vollstindige Induktion aus (107) folgt (fiir 1 = 0 ist es richtig),
denn dann erhalten wir

; 1 1
PUBien) < A 14 o)

Es ist also
(12) V(B) < 2(1—yy).
Weiters haben wir nach (11°)

B(Biya) < B(By)+ ] < o7 4°(By),

wenn gesetzt wird :

o = 2729 (2 (1 p) TN = 720,

Setzen wir logf(B;) = u;, logy, = ¥4, S0 haben wir also
Uy & B8Yg - §U; -

Daraus folgt durch vollstindige Induktion,
Uy < (3”1"" 2(i+ 1)) vat s u,
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denn fir ¢ = 0 ist es richtig (es ist ja s> 2) und dann folgt auns der
Rekursionsformel
< (5P — i — 28)F 8T Py < 9y (37’“—2(?3—%—2))+s"+2u0
{wieder wegen > 2). HEs ist also ;< 5 (mg-+ ) also

" 1
(13) BB < [vaf (B
Wir iiberdecken mun B; = B wieder durch Wiirfel W mit der Kantenlinge
w = K;7*: Die Anzahl dieser Wiirfel sei N,. Bg ist

Now® < V(B)--72°8(B)w.

Wir wihlen pun w so, daB T2*8(B)w < 2{1— 711) Wir nehmen. daher
fiir &, die niichstgroBere ganze Zahl an 7288 (B} (2(L— )", dann ist
diese Bedingung erfillt und wir haben

1"’1.+ 1=

Naf <A(l—y), also Ny<4(l—y,) K< 4N0.

Bs ist, da B = B, N; < N,.

Jeden dieser Wiirfel mit der Kantenlinge ¥ iiberdecken wir durch
eine Kugel vom gleichen Radins. Wir nennen die Vereinigungsmenge
dieser Kugeln T und die Anzahl der Kugeln ist < N;. Wir betrachten

nun die Vereinigungsmenge L; der Kugeln, welche in B liegen, d.h.
i-1

L, = U I; und es sind die Kugeln in I; alle disjunkt. Die Anzahl dieser
Kuge]n sei N(L). Bs ist

i-1
N(L) = N(LD)+...+N(LH) = 2(5(13”1)__
F=0
Bs ist B =B, =B,u L;, da ja

BB+ B {Lo) = B(By)

By =B uLy=ByuLyul =...=8Bulv Ly o0 Ly

Es is6 also yp = yp 4 yzys also
A(B)—V(B) = ML) — V(Ly)+ AM(B)— V(B,).
Es ist '
M) =T E)] = 3 (ME)—V(E)| < N{L) Dg
Kel
also
AL}~ V{L)| < B(B;) Dg.

Eg ist X8y <X algo

AB)—V(B) < UL)— V(L) + V(L) ~ V(By) < N, D+ V(L.
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Esg ist _ 4
V(L) < Nyg,w* < do(l—y1);
andererseits izt
AB)—V(B)> —V(B) = —V(L),
also
|A(By)— V(B;)| == N;Dg+-40(1~—yp,)",
algo haben wir
[A{(B)—V
< 4N%, also
BB+ N, < 4y (B ™.
Wenn wir jetzt B als konvex annehmen, also $(B) = 1, so ist mit yy = 33
Do < A vs D+ (1— ) < palpy D+ (L—72)Y),  wo
Wir unterscheiden nun zwei Fille:
1. Fall: Dy > ;. Dann ist Dy <1

2. Fall: D=9, also D' >
also ist DE'flgDgt = 4, also

1g(Dx' g D) > slgya.
Wir nehmen nun ¢ = nichstkleinere Zahl an
*(1g lg (D= log DE) g 4))
< lg(DE'1g Dg'}/lgvs, also

(B} < {B(By)+ No) Dg+4o(L—yp,).

Nun ist N

v =435 .

£ 95" Dy
¥ = 72%. Bs ist also lgDFt < Dl

v = (lgs§)”

> 1 igt. Dann ist s

Ig (v DK) lg(Dg'1g Dy')—1lg D'
=1 Andererseits ist

1
—_— —1) g
g e —e-h gl~?1

welche =

. = lgigD_El,
also 38 Dy < (1gDF)

R
(L—y) =e

Nun ist lg{w—lge) = gz, wenn z4-lgx =
dann ist lg(Dg'1gDEh) > slg D', also ist

= (lgs) Mg ($lg DM lgy,),

= 2. Wir nehmen 2 = Dg’,

also .
1 —1
Dy = (1g _-ITK—) + 7, (lg DEHs < 29, (lgDEI)ysf

wo y, und y; von s abhingen.

Bingegangen 11. 3. 1970
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