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ACTA ARITHMETICA
XVIII (1871)

Ovali ed altre curve nei piani di Galois
di caratteristica due

di

B. SEGrE ed U. BarToc0r (Roma)

Il presente lavore viene dedicato con profonds ammirazions
alla memoria degli eminenti malematici
H. Davenport e TV. Sterpidski

Prefazione. Liintroduzione e lo studio dei k-archi di un piano Sy, di
Galois e delle loro estensioni agli spazi superiori devesi esgenzialmente
a B. Segre ed a suoi discepoli. Ne sono derivate le cogiddette geometrie
di Galois, vari aspetti salienti delle quali trovansi esposti nella nota [24](1)
e nella monografia {27] (in gnest’nltima, aceanto & nuovi risnltati), le
quali contengono altresi un’ampia bibliografia sull’argomento, a cui
rinviamo con Paggiunta dei lavori elencati alla fine della presente Memoria.

Un k-arco & un ingieme di punti di S; 4, & tre a tre non allineati;
o350 denominasi un’ovale quando % sia tale che in §,, non esista nessun
(k+1)-arco. Rigunardo a queste ultime, occorre distinguere due casi
a seconda che g = p” & dispari o pari, ossia a seconda che il numero primo
p & maggiore od egnale a 2.

Mentre nel primo caso risulta &k = g+ 1 ed ogni {g+-1)-arco, coue
insieme di punti, & quello del punti di una conica non singolare di S, ,,
& vieeversa ([21]; [25], nn. 173-1.74), nel secondo caso — e ciodse g = o .-
per un’ovale si ha & = ¢-+2, la strutbura algebrica dei (g +2)-archi (e delle
loro estensioni agli spazi superiori) essendo perd in generale assal pilt
complessa che nel caso dispari e ben Iungi dall’essere pienamente nota.

Pitt precisamente, gualungue sia g = 2" si ottiene intanto un’ovale
di 8, coll’aggregare ai punti di una conica non singolare di 8, , il nucleo
di questa. Tuttavia ([25], n. 178), mentre per 2 =1, 2,3 non vi SOILO
altre ovali all’infuori degli insiemi cosl definiti, nell'ipotesi che sia b > 3 —
ad esclusione al pilt soltanto dei easi h = 4, h =6, il primo dei quali
& poi stato trattato direttamente con l'uso di un calcolatore elettronico,
cfr. [18] ~ i hanne fra Paltro le oveli ottenibili in 8, , con Paggregare

(1) I pumeri tra [ ] rimandanc alla bibliografia posta in fine del lavoro.
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i punti all'infinito degli assi @,y a quelli del diagromme di trastazione
di equazione
aff

(1) y =a" [eon 2<g<h—2, (g, ) = 1],

nessun (g-+1)-arco delle quali risulta una conica.

Altre classi interessanti di ovali possono venire definite e studinte
nel easo pari mediante considerazioni astratte di carattere gruppale
(ofr. soprattutto I. Buekenhout [5] e J. Tits [29], [30], [31]). La questiono
pud perd venire affrontata in tutta generality ed in modo analitico diretto,
secondo quanto speciticato da B. Segre nella Nota preventiva [26].

Introdotti i concetti di diagramme e Al diegramma di {raslazione,
si ginnge cosl al problema di vedere quando ingieme ottennto aggregando
i punti all’infinito degli assi @,y a quelli del diagramma di equazione

(@) Y o= mptape’ a0 (0;eGF(q)

risulti wn’ovale, il quale si riconduce a sua volta allo studio dell’insieme
dei punti definiti su GF(g) di certe superficie algebriche di uno spazio
affine. Nel caso pid semplice in cul la (2) sia della forma
(3) y =o'
si prova che, a quel fine, & necessario e sufficiente che & sia pari e che Ia
forma ternaria
() oplm, 21, ) = o it kR

Gy gk

non ammetta in GF(g) nessuno zero nen banale, ad eccezione al pit di
(1,1,1); il che pud venire ricollegato alla questione dell’irriducibilitd
assolutn di certe curve piane algebriche.

Nel presente lavoro si danno le dimosfrazioni dei risultati enunciati
nell’'nltima Nota citata, con Paggiunta di alcuni complementi — dovuti
al pitt giovane degli antori(*) — concernenti le ovali di traslazione (§ 11)
ed aleune condizioni per Dirriducibilith assoluta di una curva piana al-
gebrica (teorema 11, lemma 7). Va rilevato come Dattuale teovemw 14
venga a rebtificare Panalego enunciato della Nota suddetta; il che non
consente pitl Vagevole dimostrazione, ivi accennata, relativa all’irridu-
cibilith assolnta delle curve oy, per » 21, sostituita qui tuttavia da
argomentazioni di altro genere.

1. Diagrammi ¢ diagrammi di traslazione. Sia 8., , (v = 1) wne
spazio proiettive su di un campo di Galois y = GF(g), ove ¢ == p", essendo
p la earatteristica di p ed k= 1. Fissato un iperpiano S, = 8,,,, indi-
oheremo con A, lo spazio affine 8., ; — 8, che xe ne deduce,

() Questi venne in gualehe punto coadiuvate dal dott. J. W.I'. Hirschicld,
che qui 8 ringrazia.
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Scolto allora comunque Pe8,, chiameremo diagramma relativo a P
un qualsiasi insieme di punti 2 < 4., incontrato in uno ed un gol puntio
da ogni retta di A, , uscente da P.

B chiaro che

.
(5) 12l = ¢
e che, introdotte in A4,., coordinate affini di punto (wy, s, ..., 2, ¥) tali
che P rigulti il punto all’infinite dell’asse y, Vequazione di £ pud venir
scritta nella forma
(8) § = f(#y, @ay vy B),y
ove flmy, @, ..., @,) designa una funzione univoca delle o, & valori in y,
definita per valori di questi argomenti arbifrari in y; e viceversa.

11 diagrammsa £ verra detto di #raslazione, quand’esso sia trasformato
in sé da ogni traslazione che muti uno nell’altro due punti di £ comunque
seelfi.

Proviamo il

Levva 1. IT diagramma £ di equazione (6) risulla di traslazione se,
e soltanto se, Vequazione funzionale '

{7) f(ml'{“cls‘x’2+czg ...,.’.f?r"}—(},.)
= [y, Bay -, mv-)+f((’1:_027_'-'3 ¢)—f(0,0,...,0)
sussiste identicamente nelle o, .

Dimostrazione. B intanto evidente che la trasiazione 7 di equazioni

1 / ! ’
Ly =y, Ty = BptCyy  eeey U =Lty Y=Y A6

muta il diagramma £ nel diagramma 2 = ¢(R2) di equazione
' = flont oy, @tCas ooy Tpot0)— 0.
Se vale Ta (7), si ha
oy @) F 61y oy oens ) —F(0, 04000, 0)—e

di gudsw clie, cone vedrelno, se &N+ O allora £ = £
In tal enso, infalti, si ha che HGe 2" N £ ove

@ = (€1 Eayenny Er:.f(.fl: Eayveny ‘Er))
= (£1y Boy oy &y JlE1y Eay ooes Edtfless eayeny e)—F(0, 0, .., U)—“ﬂ),

(al che

¥ = flry, ey, .

Floys €25 ovy 6) = F(0,0,...,0)F¢
e quindi

@y =flE, a2 =02, ev.d
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Viceversa, e
N #0=>0 =0 (Vi)

necessariamente vale la (7). Infatti

Q' N R FED = (e oyt =F(0,0,...,0)40;

Qaltronde 2 = £ §i traduce nella

fleyto, Bty o ony Bp ) — 0 = f{y, By ..y 2,),

d’onde, sostituendo ¢ tramite la

¢ =f(cl: Oy eny cr)—.f(oroa ey 0):
#1 ottiene la (7), c.v.d.

La {7) & manifestamente soddisfatta da nha gualsiasi funzione lineare
delle z; corrispondentemente, la (6) formisce gli iperpiani di 4,.; non
contenenti il punto P.

Proviamo ora il

TrormMA L. T diagrammi di traslazione sono tutti ¢ soli quelli rappye-
sentabili con wunlsguazione della forma

r h—1

(8) y= a0+2 Za«;jmfi;

i=1 j=0
ove le a designane elementi avbitrard di y.

Dimostrazione. I intanto evidente che la (8) & lequazione di un

diagramma di traslazione, giacché comrispondentemente ad essa la (7)
risulta soddisfatta.

Supponiamo, inversamente, che sia dato un diagramima
2 y=Fflo,,..,2)

con flag, ®s, ..., 2,) soddisfacente alla (7). La corrigpondenza

Vo KPR e Xy p
Nt

7 volte

definita dally

Ep(mlsmw ey mr) “_“f(ml: wz.: '--amr)"‘".f(‘o, Oa ney 0)

risulta allora an omomorfismo tra le strutture di gruppo additive di o
e di y. B evidente che di tali omomortismi ve ne sono esattamente g™,
in guanto " & un p-gruppo abelianoe elementare di ordine p™. )
Poiché, nella corrispondenza cosl introdotta tra Vinsieme dei dia-
grammi di traslazione e ingieme Hom (3", y) (corrispondenza evidentemente
suriettiva), vi sono esattamente ¢ diagrammi distinti che individuano
lo stesso omomorfismo (corrispondentemente alla seelta di F(0, 0, ..., 0)
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in ), abbiamo in definitiva che i diagrammi di traglazione distinti sono
esattamente in numere di ¢ ¢ = ¢™*'. Tanto basta per concludere nel
modo voluto, giacché la (8) fornisee proprio ¢ diagrammi di traslazione,

in quanto — come ora mostreremo — due diagrammi di equazioni rispettive

*r h-1 r h—1 .
i j
¥y = a0+2 Z%rmf e Y= b.ﬁ—Z 2%97?
i=1l =0 i=1 =0
coincidono se, e soltanto se,
ay = by, &y = by (Vi, ).

Infatti, se i due diagrammi coincidono, il polinomio
r h-l
(9) (Go— Do)+ ' 3 (a—by)at’
f=1 F=0 -
& annullato da ogni punto Q(a,, Ty, ...y &y ¥)ed,y,. Se tale polinomio
non fosse identicamente nullo nelle @, introdotte in 8,,, coordinate proiet-
tive omogenee di punto tramite le

w, = X,/ X,, ®y = X/ Xo, ceny @, = X,[Xo, y = Y[(X,,
avremmo che lipersuperficie di 8,,, di equazione
r h—1
i f h—7
(10) (@o—bo) X"+ 3 M (ay—by) XY XP " =0
it =0

invaderebbe Vintero spazio §,.,, pur avendo ordine minore di ¢+1, il
che manifestamente non pud essere.

II. W caso delle ovali di traslazione. Come precedentemente accennato,
il problema generale delle ovali in un piano di Galois S, g% gl riconduce
subito a vedere quand’é che l'ingieme ottenuto aggregando i punti all’in-
finito degli assi @, ¥ al diagramma di eqnazione

h_
(11) ¥ = i+ gt eyt 1 [gey]
rigulta un’ovale.
Vogliamo ora deterniinare condizioni necessarie e gufficienti atfinchd

cid acoada, nel caso che il diagramma assegnato sia un diagramuma di
traglazione:

(12} § = Qo4 af +. .- ah_iwzh_l

Chiameremo le ovali cosi definibili ovali di fraslazione. T evidente
che tutte le ovali ottennte coll’aggregare ai punti di una conica non sin-
golare di 8, 4% il nucleo di guesta sono ovali di traslazione; mentre I'eseni-
pio (1) mostra ehe esistono — almeno nei casi h = 4, h # 6 — ovall di
traslagione all'infnori di quelle.

[ayey, b= 4],
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Cominciamo con lo stabilive il

Imywa 2. Dlequazione

‘ f—1 .
(13) ao+ a8+ o8 =0 [agey]

amamette in y Vunioa soluzione & = 0 se, ¢ solianio se, posto

’ao fy @y ooe g

I g 9 9 .

@1 My @ crr W
(L4) D = {ag, @y, Gy oy @y gt = | 0 1 -2 |

| a1 gh-1 ah—1 ali—1

} a Uy 0'3 e 0

risulla D = .

Dimostrazione. Cominciamo con Vosservare che, poiché attual-
mente p = 2, cosl i1 gquadrato di un qualsiasi determinante uguaglia il
determinante i cui elementi sono i quadrati di quelli del dato. Per i1 de-
terminante 2 che figura nella (14) risulta pertanto D* = D; sieché, comaun-
que si scelgano le 4, dev’essere D = 0 oppure D = 1.

Se V’equazione (13) ha una soluzione @ 5= 0, allora Tisulta

X 2 alt—1
(]:u.f,r.—|—-031.1’1 +..."‘|" a’)}, _lafq = 0,

2,2 K} 1 2
G¥ -+ a' . ay =0,

. e . boe . L

h—1 ofi--1 h—1 il oh—%

2 2 o . ol ]
@ x +a xAd.tal AR =0,
ossiz _

- ofi 1
(AR o T S Y =1,

2 L) o h—1
@ 28+ @@ ..y 2t =0,

L T "
. e . .

2 ali—l ohi—1
wtay T =0,
epperd D = {uy, @y, ..., ¢5_;} = 0.

Viceversa, proviamo che, so 1) = {ag, oy,
(13) ammette soluzioni @ £ 0. Osserviamo
w s
y = v definita dalla

Jo—1 h—1
& ota

veny tyab = 0, Vequazione
a tal fine che la eorrispondenza

i 2 h-1
Pa) = ayn+o8"+. . 4o, 2?"

&, come gid rilevato nel paragrafo I, un endomorfignio
di . La corrispondenza, ¥ risulta un automorfismo
suo nucleo Ker¥ & uguale a zero, ciod 8¢, e soltanto se, I'unica soluzione
dell’equazione (13) & @ == 0. Per brovare che la (13) attualmente ammette

seluzioni z = 0, bastera dunque stabilive che ¥ non & wn, antomorfismo
mostrando che la ¥ non & suriettiva. Posto o - ’

del gruppo additivo
se, e soltanto se, il

— 2 fi—1
Y= @407 +. a8,
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si ha infatti
2 ahi—1
= Qg2+ 0@
2z 3 2.4 2
Y o= G et a1 3,

ph—1 gh—1 gh—1

day wbap, &

mentre d'altro canto, in virth della D = 0, esistono elementi Ay, 21, ...
wevy Ay non tuttl nulli di ¢ tali che

@
I

2

alt-1 = ah~1 pfi—-1
i/ = Iy &

of—-l

do@o+Aigh oA A0y =0,
Aoty + 310%4—---'*'111_10'2]6_1 =0,

D1
ﬂgahw_‘l-i—j.lmi_z—z—'..."'}"Zh_la% _ 0-
Allora, -
MY+ iyt =0,
di guizsa che gli elementi y del tipo ¥(x) sono attnalmente al pi 2",
epperd ¥ non & guriettiva, c.v.d.

Proviame in gecondo luogo il

TeoREMA 2. Condizione necessaria e sufficients affinché, aggregondo
i punti allinfinito degli asst », y al diagramme &i traslazione (12), si otlen-
ge un'ovale, & che sussista la

o R
(15) {a0+ 2, @1y oo Bps} =241
identicamente rispetio a A

Dimostrazione., Cominciamo col vedere quand’® che le retfe del
tipo ¥ = ¢ unisecano il diagramma {12). Cid accade se, e soltanto se,
Fequazione -

¢ = @yt alm"’—}—...{—ahﬁlmz
ammeite gualche soluzione # in y per ogni ¢, clod, con le motazioni del
lemmma 2, we, e soltanto se, la corrispondensza ¥ rizulta un automorfismo
di y(4). Perché cid accada & necessario e suificiente c¢he sin Ker ¥ == {0},
ciod che Iequazione

2.'(;—1

A S Y
agmmetta I'unica soluzione ¢ = 0; il che, stante il lemma 2, ha luogo se,
e solbanto se, susgizbe la
(16) {ag; @1, ...y a1} =1.

=0

Vediamo poi quand’d che le rette del tipo y = lwy, con 1 # 0, esat-
tamente bisecano il diagramma (12). All'uopo & necessario e sufficiente

che lequazione
plt—1

@y + 0+ Gy =
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ammetta, per ogni 4 s 0, qualche soluzione # # 0; e, &i nuovo dallenuna 2,
si ha che cid accade se, e soltanto se, sussiste la

(17) @yt @15 oy g} =0 (V1 540},

Le due condizioni {(18) e (17), prese assieme, equivalgono a che, ag-
ginngendo al diagramma (12) i punti all'infinito degli assi #, y, si ottenga
un’ovale. Infatti, il diagramma essendo di traslazione, il grappo di tra-
sformazioni su esso indotto dal gruppo delle traslazioni del piano che lo
mutano in g6 & transitivo. Ne discende che la condizione ospressa dalla
(17) per le rette del tipo ¥ = Az garantisce un’analoga gitnazione per le
rette del tipo ¥+, = Al@+,) (ove (@4,%,) indichi un punto gualsiasi
del diagramma (12)).

11 teorema segue ora subito da cid che, in forza della g = 2% Pingieme
delle (16), (17) equivale precisamente alla (15), e.v.d.

Pasgiamo ora a stabilire il

LEvwa 3. Condizione necessaria affinché sussista la (15) & che sia
. a = 0.
Basta osservare che il determinante che figura quale primo membro
della (15} ha lo sviluppo:
(Bo+ "1k (@ A agdh
Ordinando secondo le potenze decrescenti di A gumesto si serive

lzh'“l—l—%ﬂzh”z—’r...,

onde la (15) fornisce @y = 0, c.v.d.

Stante il lemma 3, possiamo riformulare il teorema 2 nel modo seguente
(determinazione delle ovali di traslazione):

TeoREMA 3. Oondizione necessaria ¢ sufficiente affinché, aggregamde
i punti ellinfinito degli assi =, y ol diagramme di traslozione di
eqUaZione

Y = @ Gt . oy

si oltenga wn’ovale, ¢ oche sussiste la
(18) @y oy o} = 1
identicamente rispetio a 1.

Concluderemo questo paragrafo esplicitando la condizione (18) mel
casi ¢ = 2* e g = 2% questi hanno particolare interesse, giacché nello
egempio (1) di ovali di traslazione — non ottenibili da una conica aggiun-
gendole il nucleo — essi erano stati esclugi. Pogsiamo gtabilire al riguardo il

TrOREMA 4. Se b = 4 oppure b = 6, non eésistono ovali di traslezione

allinfuori di quelle che si ottengone aggregando i nucleo ai puntt & uno
conica non singolare di 8, gn.
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Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso h =4, per il
quale la condizione (18) diventa

(A Ay, gy @) = 22 ayay+ 200+ el g 2 (alaz -+ @aa3) -+
+ 2ad 4+ A a4 23 (ad gy - abad) - AP atad -+
+ (a7’ 0yt 0 af) - 2(af 0l afag’) + {0, a1, a2, g}
=41

Da qui, necessariamente, g, = 0; mentre poi a, #0 = a; =0 ¢ a3 0
= g, = 0. Le uniche possibilith sono dungue

Y= 8%, 4 70, OVVero Y = @, @y = 0.

In entrambi i casi (poiché attualmente ¢ = 16) si tratta dei punti di una
conica, c.v.d.

Se h = 6, scriviamo in quest’ipotesi la condizione (18), mettendo
in avidenza soltanto aleuni termini deilo sviluppo del determinante come
polinomio in A:

{4y @y @y, g, g, as}
=84 0 a2 (el ad+ afag) ...+
o+ 1% (0l af+ o} 0z a6l 4 ol @) -+ 6y Ghaag + arazas+ aaa5t) ..+
+ 105 a4 gy’ - g e 0 0t el o ag -+ e’ .
+ B a4 A (- a7)
=A% 1.

Se @, # 0, esprimendo che i coefficienti di A*, 4%, 2*, 2** sono nulli,
sl ottengono le condiziond

ag =0, ay =0, a=0, a;=0,

di gnisa che il dingramma di traslazione si riduce a
Y o= gy ®%, @ # 0

¢ dungue ad una conica.
Se @, = 0, si ottengono le condizioni

(])2:—"0, a3=0’ (54:0
confrontando rispettivamente i coefficienti di A%, 2%, 2. Abbiame quindi
ag =0,

e dungue (poiché attualmente ¢ = 64) ancora una conica, onde l'asserto.

Y o= a’liw”’
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MI. 1l caso generale. Nel caso di ovali qualsiansi, non pare agevole
di trovare condizioni necessarie e sufficienti seguendo una via analoga
a quella esposta nel paragrafo IT. Proveremo tuttavia il

TROREMA b. Condizioni necessarie affinché, aggregando 1 punti
all'infinito degli assi x,y al diagrammae (11) &i ottenga un'ovale, son date
dal sussistere identico rispetio @ % delle

{19) Cire (o, -4, az; Qay oony Gys) = Jral N

{20) Cive(a;+ A, tay -vny Bgopy Ggy) = L,

ove il simbolo Circ(fy, fay .-, Br) designe il determinanle circolante
‘ﬁl Be o B |
By By oo B '
Ba By oo Py

Dimostrazione. Supponiamo all'uopo che, aggregando i punti
allinfinito degli asyi x, y al diagramma (11), si ottenga un’ovale. Le rette
del tipo y == A debbono allora risultare unisecanti il diagramms, vale
a dire che Veqnazione

@4t @ =4

deve ammettere qualche soluzione » inm y, comungue sia fizsato iey.
Anglogamente, le rette del tipo y = Aw, con A 0, devon essere bigecanti
il diagramma, vale a dire che, Viey— {0}, Pequazione

(1193+ 0.2562—}-. --+aq_1wq-”1 = ﬂa’,‘

deve ammettere qualche soluzione @ey—{0}.
Queste due condizioni si possono evidentemente esprimere dicendo
che ciageuna delle equazioni

(g N+ ay @+ ag® ... 4 a, p#t? =0,
(A agw+ g2t - Ao, 87 =0
deve ammettere qualche soluzione @ 2 0 in p, comungue sia fissato 2 # 0.
Il teorema risulta allora provato, una volta che si sia gtabilito
seguente (per i lemmd 2 e 4, cfr. ad esempio {10]):
Lenvma 4. L'sguazione
BotBrav-e A St =0

ammette in y soluzioni ® # 0 se, e soltanto se, risulla

- €ire{Boy fry ooy Bg-s) = 0.
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Dimostrazione. Supponiamo infatti che lequazione
Bot Bizpt. A B2t =0
ammetta in y nna soluzione # 7= 0. Si ha allora
Bottfra 4.+ By 2" =0,
Boit? 4 B ...t gt =0,

..................

ﬁﬂ‘pq—1+ﬁ1$+- '~+ﬁq42mq_3 = 0:
oioe

ﬁﬂm_i_ ﬁlwg—l_‘ . '+ﬁq__2mq—1 == 0,
ﬁq_g$+50$2+...+ ﬁq..aw’[WI =0,

B foat . L Batt =0,
d’onde Circ(fe, Biy +--1 Bp2) = 0.
Viceversa, se Cire(Sy, B1s -3 fg—a) = 0, allora esistono in y soluzioni
x s 0. Supponiamo infatti per assurdo che cosi non sia, e ponianmo
Y = ﬁu+ﬁ1$+...+ﬁq~2$q“2.
Per ogni & # 0, risulta allora ¥ 20 e
g = For+pa ..+ et
gt = ﬂ0m2+ﬁ1m3+"'+ﬂq4im?
gl = Boat i fiwb . A B2t
cioé
Vi = B+ Puat b fya®
ya® = B2+ B2+ .+ﬁq__3.’ﬂq_1,
Yot l = fymeb Ba . fert
Tissendo poi Cire (B, B1y -+ fys) = 0, enistono in y elementi Ay, 1, ..oy Ay
non tutti nulli tali che
}*0{80+Alﬁfz--2+---+kq —‘2161 =0,

Aoﬁr}‘ llﬂ0+"-+lrg—2|82 = 0;

...................

Aoﬂd—2+llﬁgﬁ3+-..+zﬂ~2ﬁu — 0’
dal che
Ao+ A1'.’)"‘752"1‘--- ﬂqf-:z'y:nq_l =0
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per ogni wey—{0}. Poiché y s 0, si ha dunque
Ayt 2@ b Ay @t =0

per ogni elemento @ di y— {0}, il che & aspurdo in quanto le 2 sono non
tutte nulle ¢ ¢ ¢ d'ordine ¢, e.v.d. ' ‘

Osservazione. Si pud constatare che, se ¢ = 8, le condizioni (19}
e (20) sono anche sufficienti, Lasciamo al Lettore la relativa seraplice
verifica.

Dal teorema 5 segue il

TrorREMA 6. Condizioni necessarie affinché, aggregondo i punti allinfi-
nito degli assi @,y al diagramma (11}, si ottenge un’ovale, vengono espresse
dulle '

G = g = .. =gy =0,

equivalontt o 0id che, nel secondo membro della (11), non abbiano a comparive
che potenze pari della . :

Dimogstrazione. Supponiamo che il diagramma (11) fornisea
nel modo indicato un’ovale, e consideriame la condizione (20} all'uopo
necessaria (teorema 5). In conformith con la dimostrazione del teorema 3,
da tale condizione ai dednce intanto che, necessariamente, a, = 0. Inoltre,
se (g, 7p) € 10 qualungune punto del diagramma, la traslazione di equazioni

X =stm, Y =y+y,

muta il diagramma (11) in un altro diagramma, di equazione ¥ = ¢(X),
il quale contiene il punto X = ¥ =0 e da cui si deduce un’ovale aggre-
gando i punti all'infinito degli assi X, ¥. L'equazione ¥ = p(X) si ottiene
dalla '

¥ = f(#) = a2+ a8+ A ey 27!

eliminando # ed y con le precedenti equazioni, ed & quindi
Y‘l‘yo_ = f(X+a,).
Egprimendo il polinomio f(X+,) con lo sviluppo di Taylor, si ha

Y4y =F(X+2) = f@o) -1 (@) X ...
e quindi
Y =¢(X) =f(z) X +...
Per quanto precedentemente visto, si ha che il coefficiente di X in ¢(X)
dev'essere nguale a zero, ossia

Fiw) =0 (Vagey),
eppertanto
O =g = ... = 0y, =0, ecv.d

icm
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Si raggiunge lo seopo di determinare condizioni necessario e suificien-
ti introduncendo, per ogni intero k= 0, i polinomi omogenel
(21) 0 (@ L1y Be) = 2 o aia?,
iy tia=k

i quali possono anche venir scritti nella forma

I
(22) oule, w1, @a) = Y @y ;(@y, @)
T=0

avendo posto p, = 1 e (per ogni k> 0)
(23)  opl@yy @) = ol me o ol T 0k = (@ ) (e @)

Tenuto conto del teorema 6, proveremo il
TeGREMA 7. Considerata in uno spasio affine 3-dimensionole su y,
ove (&, &, £,) rappresentino coordinole affind di punto, la superficie alge-

brica di equazione
{a—2)2

(24) T(®, B3, &) == ok Oax—n (%5 1y B) = 0,

k=1
condizione necessaria ¢ sufficiente affinché, aggregando il punio all’infinito
dellasse y al diagramma di equazione

(25) y =[(@) = a,@*+ a0’ +...+ a0,

81 ottenge un (g+1)-arce, & che la suddetia superficie non conlenge su v
nessun punto al di fuori di quelli che appartengono ad almene uno det piani
di equazione & = ,, # = By, B, = &,.

Dimostrazione. # evidente che il diagramma (25) fornisce nel
mode indicato un (¢--1)-arco se, e soltanto se, tre suoi punti digtinti
qualganst

(2, 9), (@1 91}y @ay ) (@ F By @ F Doy Ty F &)

non risultano allineati. (id si esprime con il fatto che 1’equazione nelle
&y @y Py )

(@+m:) /(- 21) = W+ y) /(e y) = [F @)+ (@)1 flza) +F(20)]

non ammetta solnzioni per cni rigoltl @ = @, @ % 0,, @, +# ©,; vale a dire
che, nello spazio affine 3-dimensionale su y ove le (@, @y, 2,) siano coor-
dinate affini di punto, In superficie algebrica di squazione

(@42} [f (@) T (@) ]+ (2t @) [ f @)+ ()] = 0

non deve avere punti (definiti su ) che non appartenganc ad almeno:
uno dei piani di equazione » =@y, @ = @y, @y =2 .
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Tl risultato consegue allora da cid che, tenuto conto della (24}, sussi-
ste l'identith:
T{X, By Ta)
=@+ 2} [F {2+ Fl2) T+ (@2 4-20) [F (@) + flae) 1} (@4 200) (04 229) (@4 2,) ]

8i ha invero

{[f @)+ fle))/(@+ o) + [F (@) + f ) 1w+ 20} 3 (0 + )

(a—2)f2

== Z g, [ 0oy (2 B0}~ Oapy (1, B} /(@)
=1
(y—2)72

= _Z ay [ gq (8, 2g) + 2] e oy (@, B} gy (i ty ) ]
k=1

(a=2)/2
= Z Ogp, Op—a (8, T2y Bp),  CV.CL
E=1
Nel caso pit semplice in cui la, (25) si riduea alla
{26) y =2t con k= 0(mod2),

supposto che sia (k4-2,¢—1) =1 (traducente l’univoca risolubilith
della (26) rispetto a x), dal teorema 7 si trae agevolmente il

TroreMA 8. Dal diegramma (26) si ottiene un’ovals aggregando i punti
all'infinito degli assi x,y se, e soltanio se, in un pigno di Galois su y ove
(@, @1, @,) rappresentino coordinate proiettive omogenee di punto, la curva
algebrica dordine k di equazione

(27} Gk(.wJ P15 wz) =0

non contiene nessun punto definito su v, ad eccezione al pidt del punto unitts
TU(1,1,1).

Indicando d'ora in poi con o, tanto la curva (27} quanto la forma
ternaria (21) o (22), serapre che ¢id non dia luogo ad equivoei, stabiliamo il

TrOREMA 9. Non appena q (¢ gquindi b) sia abbastanza grande rispetto
a k, affinché oy soddisfi alla condizione specificata nell'wltimo enunciato
occorre (ma in generale non basta) che la curva oy risulti assolutamente
riducibile (e ciot abbia a spezzarsi in un’opportuna estensione algebrica di y).

Dimostrazione. Supponiamo che o, sia assolutamente irriducihile
e proviamo che, ge q > k, allora g, contiene necessariamente punti distinti
da U.

Denotiamo infatti con » (= 0) il numero dei punti di o), definiti su »,
e con i (= 0) la molteplicith con cui o, passa per U. Per il genere g di o,
risulta allora

g k=1 (E—2)2—i(i—1)/2 = g,
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ed inoltre, stante il teorema di Hasse—Weil (cfr. ad es. [32]),
lg+1—»| < 2g¥g < 20, Vg.
Di qui, ove fosse v < 1, si trarrebbe

q<2¢,Vq,
onde

g< (k—1)(k—2) g

¢ quindi 1: < ¥*; basta dungue assumere g > &* per ottenere un assurdo,
c.v.d.

La riducibilith asseluta di o ha ad esempio lnogo se % & della forma
k= 2'—2, sssistendo allora — come vedremo - lidentiti
(28) Ol By, &) = or(B+2 1, £+ 29);
eorrispondentemente, si giunge cosi per nuova via alle ovali di traslazione
segnalate nella Prefazione.

Per provare lidentitdh (28) basta ricordare che, duramte la dimo-
strazione del teorema 7, abbiamo ottenuto lidentiti
(29) oty 2+ i (@1, @) = (24 @) 0y (@, @1, ®2);
per giungere alla (28), ossia alla

(y+ @) 0 (2, By, T} = (m+$1)k+l+ (@ 372)]('“;

basta dungue mostrare che

O @y 1) T Opp (0, @) = (m_’_ml)kﬂ_l"(w“[_wﬂ)kﬂ'

Ora infatti si ha

01 (2, 8) + 0 (@, @) = (@ + 2 (o 0) + (0% + 08 [+ @)
= @+ a2y
= (24 2)" (5 @),
come volevasi dimostrare.
B poi evidente che dalla (28) segue ’asserita riducibilith assoluta,

i o, questa curva venendosi a spezzare in k rette passanti per U.
Un altro caso di ridueibilith si ha per k = 4, a norma dell’identitd

Ge(@, By, By) = [09(2y 31, 25) F201 (2, By, 82)2 1 [00{i, 2y, ¥3) + 220, (2, 2, Za)?],
facilmente dimostrabile, nella quale e designi una radice cubica primitiva
del’'unitd {24 s+ 1 = 0).

L’identith precedente mostra poi che la curva o, mon ha punti su y

se, e soltanto se, Pequazione #*+ 1 = 0 non ammette radici # in y,
il che equivale a cid che h sia, dispari.
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He ne frae cosi i1

TROREMA 10, Per ogni g = 2", h dispari, aggregando § punti allinfinito
degli assi @, y a quelli del diagramma di equazione y == a° si oltiene un’ovale
{la quale, come si vede facilmente, risulta poi di traslazione soltanto wei
casi h =1 e h =3).

IV. Riducibilitd e singolaritd di polinomi ¢ ¢ di eurve o. Gli sviluppi
precedenti suggeriscone parecchi interrogativi, o taluno del quali davemo
ora risposta. I risultati cogi congeguiti, anche quando non hanno riflegsi
immediati sul problema delle ovali, presentano interesse in sé da vari
punti di vista. Precisamente, vogliamo ora indagarve casi di irriducibility,
asgoluta per oy (%> 2), almeno nell’ipotesi che & sia pari, avendo riguardo
al teoremi 8 e 9.

Si osservi al rigunardo che, naturalmente, la riducibilitdh assoluta
di ¢, non dd ancora nulla da sole sull’inesistenza di punti (su o) diversi
da U, ossia (teorema 8) sul fornire y = #°*? un’ovale. Lia cosa resta chiarita
dal seguente esempio: se k = 2'—2 vale Didentitd (28) ed abbiamo gih
visto che, in tal caso, oy risulta asselutamente riducibile. Corrisponden-
temente, perd, il diagramma y = #*"* = 22 non fornisce un’ovale per
ogni valore di ¢ (> 2). Ad esempio, se ¢ & una radice cubica primitiva
flell’unité. e cey (vale a dire ¢—1 = 0(mod3), ovvero % == 0(mod2)},
i punti

U, (56, (& &7

stanno su quel diagramma e gono allineati se si suppone k = 2'—3
# 0(mod3). 8i vede subito che o) contiene allora i punti {1, ¢, &%)
e (1, 2, &).

Sui punti che a;, ammette su y si pud dire che, invertendo in un certo
genso il teorema 9, vale il

LEMMA 5. Be la curva oy ammette v > [K*(4] punti su oy ed & drvi-
ducibile su vy, allora essa & anche assolutamente drriducibile.

Per provarle, basta tenere conto del fatto generale espresso dal

"IEOREMA 11. 8e f & una curve piana algebrica dordine k, definite
sy i un q.m.lungus campo, B, ¢ se essa contiene almeno [K*[4)-- 1 prunti
su B ed & irriducibile su B, allora f & anche assolutamente irriducibile.
. Dlmo'stra,zim_le. Sia f(», y) = 0 Pequazione di f e si denoti con p
Pideale (prime per ipotesi) generato da f(u, y) in B =— Blz,yl. Seliz ¥
& la ohmsu_ra. algebriea di E, possiamo econgiderare l'idleale p* generato
da flx,y) in 8 = E[w,y] 2 R.
N T’estensione del dominio Q’integrity, B nel dominio § & un’esbensions
integrale, e la corrispondente estensgione dei campi dei quozienti Z(x, y)
2 Bz, y) 8 un’estensione algebrica quasi-galoisiana. Valgono dungue
le ipotesi di due noti teoremi di Cohen-Seidenberg ([28], Ch. III, A)
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gli ideali primi associati a p¥ sono ghi ideali primi di § sopra p, tali dunque
che la loro intersezione con K & esattarnente p.

A norma del IT teorema di Cohen-Seidenberg, gli ideali primi sopra p
{(che rappresentano le componenti irriducibili di f nella chi1151ufa_a1gebrica.
di E) sono fra loro coningati rispetto agli automorfismi di #(z,y) su
E(x, ), ciod rispetto agli antomorfismai di Iy E. Se ne trae che i punti
di f definiti su & appartengono & tutte le componenti di f nella chingura
algebrica, di F. Supponendo ora f assolutamente riducibile, proviameo
che detti punti sarebbero al pill in numero di [A*/4], contrariamente
al supposto.

Invero, se [ avesse almeno due componenti irridueibili distinte,
f' e 7', esse avrebbero lo stesso ordine %', con 0 <k’ <l e 24" <k, e 1
punti su B di f, dovendo appartenere a f' n f', sarebbero, a norma del
teorema di Bézout, al pitt in numero Ai (')* < [F*/4].

Nel caso che f avesse invece una sola componente irviducibile f {da
contarsi pilt volte), di ordine &', con 0 << &' <k e 2k < k, " non potrebbe
contenere piit di [K/4]1> (&) punti su ¥ in guanto, in easo contrario,
sarebbe essa stessa definita su F e f risulterebbe allora gih riducibile su Z.

Dalla precedente dimostrazione si trae come corollario immediato il

LEMMA 6. Se f & una curva piana algebrice definita su di un qualungue
campo B, e s6 essa & irriducibile su E, ogni punto di f su E appartiene
a ciascuna delle componenti di f nelle chiusura algebrice di E.

Teoremi che esprimono condizioni necessarie e sufficienti per Pirridu-
eibilitdh, assoluta di una curva f (o di una varieti algebrica qualungue)
sono ben noti (aofr. ad esempio [13], [33]), ma essi non si basano, come
inveee il teorema 11, soltanto sullo studio dei punti su E contenuti in f
(oltre che sulla irriducibilitdh di f relativa ad E). Delle numerose siffatte
condizioni sufficienti che i potrebbero ricavare ne regnaliamo due, di
dimostrazione ormai immediata.

LeMMA 7. Se f & una curve piana algebrice definiie suw di un quolungue
campo B To quale contenga almeno wn punto semplice su B, od un punio
multiplo per eui passi con un sole ramo, € se essa & irriducibile su B, allora
I é anche assolutamenie irriducibile.

LryAa 8. Una curve piane algebrica @ordine k= 2, defindta su di
un guolungue campo B, visulte di necesaitd assolutamente drriducibile nelle
ipotesi che essa:

(1) abbia in wn suo punio P inconiro di molieplicile & con una relia
lo quale conti una sole volta fra le tangenti in P,

(ii) nmon contenga come componente nessuna reffo per P.

Torniamo ora al problema dell’irriducibilith assoluta di oy, (b pari = 2),
tenendo conto in parte delle osservazioni precedenti, ma sviluppando
soprattutto un metodo consistente nell’analigi delle szingolarith di oy,
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Stabiliamo anzgitutto le identita (V # = 1}):

. 2 ) A
(30) Oy = 0y + (001 + e + Wy 80) 05,y
— 2 vy 2
(31) Oappy = 010y + 8238500 .
31 ha
- Foa
o = 24 @,

41 +ig=2n

O+ (0 - @y + w1 0) 0,

= Z o QBT It ey A o0y - g ) 2 ettt gl
IR A tly o Ty

La (30} consegue allora dall’osservare che I monomi

wlgghlls, gt gl g g Tl d Bty

sono tuttl distinti e restituiscono, ciascuno una sola volta, oo*m nononic
del tipo &' @122 con 44,41, = 20

Analogamente si prova la (31).

Le forme o}, i esprimono inoltre tramite le fmmc binarie p;, definite
dalla (23), mediante Iidentita:

LW
= DaF i (et 2y, ),
(1)

generalizzante la (28) e da non confondersi con la {22), ove la somaua
a secondo membro va estesa ai valori di 4 che si ottengono da % nel modo
seguente. Si consideri Pespresgione di k42 nella numerazione in base 2:
allora ¢+42 (4> 0) assume tutti e soli i valori che da tale espressione ai

ricaivano col sostituirvi qualche eifra 1 (eventualrnente NeSIUNE, M o
tutte) con 0.

La (32) si prova facilmente basandosi sulla (29). 8i ha infabti:
0% (@ By, W) = L0411 (#, 1)+ 0 g (@, 20)] (20, + @)
= [(Wk P m]"z)/(m+ )+ (wk"‘z + wk k2 RN [y )5

di qui, ponendo xz, = o+ u, 2, = w4v (1n\fel’sa111ento W= wwy, Yo B
+@,), 81 trae

. }‘n
op (0, Z+u, w0} = Z (“Ziz) m;‘,-_i(%-i-i—-l_l__T)H-l)’/(.,u + 1),

(32) op{#, By, @)

. T=0
cio@
‘ & (k2
(33) ak(w,m+u,m+v)=%‘(w )7 e, i,
OVVero
k
] B2y
(34) o s, 2 = 3 (LN ooty 2.
s : :
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2
_I_O
se, e soltanto se, 142 si ottiene da k+2 nel wodo indieato, come si ha
dal noto (efr. [20]):

Lmyaa 9. Se e ¢ § sono numeri naturali soddisfocenti alle a = 2,

Ta (32) consegne ora subito dall’osservare che ( ) rigulte; dispari

0 <j < a, il coefficiente binomiale (?) & dispari se, e soltanto se, serifio
o in base 2, § si ottiene da tale espressione sostituendo qualche cifra 1 con 0.

La, (32) permette infanto di stabilire il

Levuma 10, La curve o), (k2= 2) contiene i punto U se, e soltanto se,
ko= 2(mod4) eppure &k =3(modd). o, ha allora in U molleplicitéd m
e cono tangente o, (w-+w,, v-+,) = 0, ove il polinomio p & dato dalle (23)
ed m si determina al modo seguente. 81 osservi dapprima che, nei due casi
considerati, rispettivamente 4|{k-42) oppure 4|{k-+1): detta 2' la massima
potenza @i 2 che divide il numero indicato (1= 2), risulia m — 2'—2.

Be ne tras senz’altro il

COROLLARIO. Se la curve oy, contiene il punio U, questo é per essa almeno
doppio.

Dimostrazione (del lemma 10). Effettuiamo la trasformazione di
coordinate

r =%, U=0+2, D=+,

che porta il punto U nel punto fondamentale (1, 0, 0).
Dalla (33) si ha
k
Lo\ .
oo = S o,

o quindi la molteplicits m di o, in U & uguale al minimo valore di ¢, com-
preso tra 0 e k, tale che (;:4':
+
il cono tangente in U & g, (u,v) = 0).

) gia, digpari (corrispondentemente, se m = 0,

. . 20 4 4. .
Risulta percid m = 0 ge, e soltanto e, (k—; J & dispari, ovvero se,

e soltanfo se, % == 0 (mod4) oppure % == 1(mod.).

Nei casi k& = 2{mod L) e k=3 (mod4), ed in essl soltanto, risulta
m = 0; nel primo caso, se 2°|(A+2) e 27! 1 (k--2) (1 2 2), k42 si serive

in base 2 nel modo seguente: k+2 =...+1-274-0-2" 4., 40-240-1,
di guisa che il minimo m richiesto per f:,, a norma del lemma 8, si ottiene
dalla. m-+2 = 2% Analogamente si procede nel secondo caso.

Stabiliamo ora aleuni lemmi ulteriori, che ci saranno utill nello studio
delle singolarith di o) nel easo che sia % == 0(mod4).

Leyvma 1L I punti multipli di o, sono 4 punti comuni @ o, ¢ G,.,
con Vaggiunta, eventualmente, del punto wnitd U.
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Dimostrazione. A norma dellidentitd (30) si ha
Tap = 0% A (3, - 8y 2, %) g
e (poiché y ha la caratteristica p = 2) i punti gingolari di s, sone allora
quelli che soddisfanno al gigtema:
($+m1)6;—1 =0, (@ @) o Op-1 = 0.
Tscludendo Ueventuale soluzione fornita dal punto unita U, se ne
deducono le oy, =0, 6,_; =0, equivalenti alle o, =0, a,; =0, e.v.d
LEvMa 12. Per ogni k= 0, il sistema
(35) oy = 0,
& assolutamente privo di soluwioni mon banali.
Dimostrazione. Poiché il teorema & vero per k = 0, possiamo

supporre k& > 0 e procedere per induzione rispetto a k.
Se & & pari, k = 2h, i ha, nsando (30) e (31):

n =0, (.m+m2)0'fz—1 =0,

Optr =0y Opyn = 0

2
oo =0y Ogpg = 0 = [0y (00 - @@yt 1 0p) + @005 ] 03,y = 0,
cipg
2
Ogppr = U = (-t wp} (24 @) (@1 b Tg) 0y == 0.
Ora ad esempio, %€ @, = &y, Topy Tappy © Oppes NON hanno punti a co-
nmune, in quanto

Top == 0:

2h ah

ym Oaimi ml,.ul = S (1) o 23",

oo (& &1y %)

Lt-ﬂ R 0
2%+1
" — il 1—1
Oap1 By By, B1) = 2 (i 26y, (2, 1,y F1),
i=o

+
g ¥ ZT 2t - +2,
Oypaa (s &y, @) E (i-+1) T = af oy (0, 0y, 1)+

I

Ne consegue che

Gy, = 0, Oap1 = 0y Opge =0 = Oh = 0.

Abbiamo dungue

O =0, g =0, oy =0=0.,=0o=0, o0g=

¢, poiché 7 < &, si ha il risoltate per Vinduzione aminessa.

Analogamente si procede nel eago kb dispari.

LeMuMa 13. Le ourve oy, € 0u,_y hanno esaflamente 2n(2n—1) punii
disiinti in comune.

OsservazIoNe, Se k & dispari, oy 6 oy, NOn 8i {hconirano necessd-
riamente in punti distingi, come si pud ad esempio verificare dirvettamente net
casi k=3 ¢ k = 5. .

icm
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Dimostrazione (del lemma 13). Cominciamo col provare che, se
X(a, g, @) ¢ tn punto semplice di o,,, la retta tangente a oy, in X
& proprio la retta X U (certamente X £ U, a norma del corollario del lem-
ma 10).

Dall’'identitd (30) si ha infatfi intanto:
= O (@ T+ 0, 0) 0y = 0.
La refta tangente a oy, in X & quindi la retta di equazione
{a+ ag) @+ (a-+ @) +{a+a)a, =0,
poiché risulta o, ,{a,a;, @) #0 in quanto o, _j(a, @, @} =0,
gy, (@, ar, @) = 0 = o,(a, a;, @) = 0, eppertanto, qualora sl avesse
Op1(, @y, @) = 0, X a norma del lemma 11 sarebbe singolare per ay,,

contrariamente al supposto.
Inoltre, poiché secondo Videntitdh (31) si ba

2 2
Ogp—t = 0301 T T 820, 3,
la prima polare del punto U rispetto a oy,_, ha Pequazione

Oz (@ + BTyt D1 0y) Oy = Oy = 03
e gquesta curva non contiene aloun punto di gy, M oy,_;, 0 virthk del
lemma 12,

Proviamo ora che i punti di o, N 0y,_y, 1 quali a norma della (30)
sono contenuti mella. curva o,,, risultano tutti punti semplici di ay,.

Dal lernma 11 consegue infatti che un punto multiplo di 0,08 U— e U
non, appartisne a o,,, stante il lemma 10 — oppure & un punto di
o, Mo, e quindi, a norma della (31), appartiene anche alla cubica
am, %, = 0 non, potendo appartenere & o,_,, in virth del lemma 12. Per
il nostro intento basta dunque provare che il sistema 6, = 0,9, ; =0,
awq i, = 0 & asgsolutamente incompatibile. Se (ad esexpio) (0, &, &)
fosse una sua soluzione non banale, in bage alla (22) si vede che si avrebbe
gl &) =0 & g1 (&, &) = 0; ma cid & assurdo, in guanto g, e g,
non hanno zeri non banali in comune.

Siamo ora in grado di stabilire quanto asserito dal lemma 13. Se
in un punto Peay, N oy, , 16 due curve oy,, oy, ; avessero moltepliciti
d'intersezione = 2, allora, essendo P semplice per o, e con retta tangente
PU, il pnuto P dovrebbe essere o semplice per o, , con retia tangente PU,
oppure multiplo per oy, . In entrambi i casi la prima polare di U rispetio
A 0y,_, passerebbe per P, contrariamente a quanto visto pocanzi.

Dai lemmi 10, 11, 13 si trae agevolmente il

LemMA 14. La ourve o, ammette esatiamente 2n(2n— 1) punit muls; pla,
distinti.

Iranalisi delle singolaritd di oy, si complsta ora mostrando che ¢ punii
singolaré di o, sono cuspidi o tacnodi ordinari, giacché ciascuno di essi
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conta esattamente 4 volte nell’interseziome di sy, con la sua generies
prima polare. Basta all'uopo osservare che la prima polare di Z(z, z,, 2,)
rispetto alla eurva ¢, ha lequazione

[(z+2,) (2 +3)+ (2. + =) (@+ 21) ] 0y, , = 0,
mentre o,, ha Peguazgione

Ot (g - e 0y 5) 0F, ) = 0,
o ricordare il lemina 13.
Proviamo ora che i punti singolari di ¢,, che non appartengono alla
coniesy, di equagione
(36) e ar o2, = 0

sono di fatto cuspidi, ed anzi cuspidi ordinarie (s noti qui la differenza
con 1 eage p # 2, nel quale la molteplicity d’intersezione tra la generica
prima polare e la curva in una cuspide ordinaria vale esattanente 3;
per uno studio approfondito di siffatti problemi nel caso p = 2, riman-
diamne a [22] e [23]).

Sia P uno di questi puati; introduciamo coordinate proisttive non
omogenece di punto @,y tali che:

(i) P =(0,0)

(ii) PU (che & la retfa tangente in P a o,,) abbia Pequazione x = 0,

(iii) la tangente in P a o,,_; (certamente distinta dalla retta PU)
abbia Pequazione y = 0.

La conica (36) viene cosi ad avere un’equagzione della forma

(37} - (aw+by)+... =0,

ove i puntini stanno a significare termini di grado superiore s quelli scritti.

Nella, (37) & certamente ¢ 5= 0, poiché per ipotesi il punto P non sta
sulla (36). Tnoltre, essendo U il nucleo della (36), la retta PU & la polare
di P rispetto alla conica, e si ha quindi b =0, a # 0. Valgono pertanto
gvilnppi del tipo

02n=m"1""? Oy = Y¥+...,
sicché, tenendo conto della (30), risulta
(38) Tan = Ot (P Q@b .. ) 0By = 22 Py aay? ...

¢ questa. prova che o,, ha in P un punto doppio con un’unica tangente,
&= gy.

La molteplicitd d’intersezione tra la retta tangente e la curva in P
vale poi esattamente 3, giacché, sostituendo 2 = ey nella T =0, In
virtl della, (38) si ha

acy®+... =10, con ac 0,

e quindi P & una cuspide ordinaria per la curva Gy €V
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Possiamo allora enunciare il

LevMA 15. I 2n(20—1) punti singolari di o, sono cuspidi o tacnedi
ordinari; 4 tacnodi sono al pid in numero di 2u.

Dimostrazione. I punti singolari di o,, che appartengono alla
{36) appartengono anche afla eurva o, (In virtl della (30)); basta dungue
provare che la conica (36) non ha componenti a comune con a,. Si vede
sabito che tale conica & assolntamente irriducibile e contiene i punti
fondamentali (1,0, 0), (0,1, 0), (0, 0, 1), al contrario di o, che, in virtit
dells (32), non passa per nessuno di questi, c.v.d.

Siamo ormai in grade di provare il

TEOREMA 12. La cuive oy, é assolutamente irriducibile, per ogni n > 2
(ma non per n = 1, come visto alla fine del paragrafo T1I).

Dimostrazione. Se la forma o,, 5i spezzasse nella chiusura algebrica
di ¢, 64, = o'0”, con ¢’ & ¢ forme prime tra loro e di gradi rispettivi
n'yn'" << 4n con n'+4'" = 4n, in corrispondenza ad ogni punto comune
alle ¢/ =0 e ¢ = 0 si avrebbe un punto singolare della oy, il quale,
non potendo essere una cuspide, dovrebbe essere uno dei tacnodi ordinari
di cui al lemma 15. Ne conseguirebbe che in ogni loro punto comune le
curve o =0 e ¢ =0 s toecherebbero semplicemente, di guisa che
a'n'’ dovrebhe risultare pari e vi sarebbero n'#’’/2 punti distinti comuni
alle curve suddette. A norma del lemma 15 deve quindi aversi #'n' /2 < 20,
cioé n'n'' < 4n, il che & perd assurdo se » = 2, c.v.d.

Un’analisi pitt complessa permette di stabilire Pirriducibilite. assoluia
della curve oy, .., per ogni » = 1 (mentre o, si spezza in due rette uscenti
da U, come si vede applicando la (28) per ¢ = &k = 2).

Ad esempio, nel case n = 1, si ottiene che i punti singolari di o,
sono 1 punti

U1, 1,1),
Ve, 1,1),
W (e, 1, 1),

Ui(1, &, &%),
Vl(l, &y 1):
IVI(]-: e, 1),

U,(1, £?, ¢},
Vz(l) 1,¢),
We(l,1, &),

ove & denoti una radice cubica primitiva dell’unitd. Essi sono tali che
ciascuna delle rette congiungenti due punti seritti in righe diverse contiene
un punto della riga rimanente. Poiché o, ammette U, ¢ U, comne punti
4-pli, avendo in ognuno di essi un’unica tangente, data dalla retta
oy = U, U, che ha incontro 3-punto con oy, tanto in ¥/, quanto in I,,
cosl un eventuale spezzamento di o, potrebbe aver luogo soltanto in
due quintiche, passanti 'una per U, (con molteplicitdh 1) ma non per ,,
Paltra per U, (con molteplicitdh 4) ma non per T, e contenenti ognuns
claseunoe dei punti V,V,, V,, W, W, W,. Ora cid & impossibile, in.
base agli allineamenti dei punti suddetti, onde ’asserto.
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L’analisi suaccennata pud venire semplificata nel caso che n sia una
potenza del 2 ad esponente dispari, n =2, o = 1{mod2), ¢ = 1.

In tal easo, infatti, nsufruendo del lemma 10 mogtreremo che la curva
Uy o PAsSA Per il punto U con molteplicith 2, avendo ivi le tangenti distinte
UU,, UU,, ciascuna delle quali ha ivi con essa incontro k-punto; Passerita
irriducibilith assoluta congegue allora dal lemma 8.

Invero, essendo k == 2°7.1-2, la (32) porge:

o = w2 og (w4 @1, 4 5) Fa 0p o (@ 0, 04 @) @0, B4-2p),
di gnisa che U & doppio per ¢, con la coppia di tangenti disinte

ool 2y, T+ 0,) = 0, €lod Z4-; = (@4 T,), 2+ & = MW+ w,).

La prima refta, ad esempio, ha contatto k-punto con oy in U, giacché
(39) 9k—4(8(w‘|‘m2); m‘i‘%) = 0.

Tnfatti la (39) equivale alla ¢°° = 1, ovvero alla k& = 2°"*-+2 = 0 (mod 3);
e quest’ultima relazione & sodchsfa.tta ge (e soltante se) l'esponente «
& dispaxi.

Altri eriteri di irriducibilith assoluta possono venire stabiliti poggiando

ancora sul predetto lemma.
 Cosl, ad esempio, si prova il .

TrOREMA 13. 8¢ k & della forma &k = 2°4+2"—2 (1 < o < b), la curva
ay, risulte assolutamente irriducibile qualora sia (s, b) > 1, oppure se, essendo
{a, b) =1, si supponga b= a2 e oy @rriducibile su y (81 pud pensare,
per esempio, v = Z,).

Dimogtrazione. Osserviamo intanto che, nelle ipotesi attuali, % &
del tipo %k = 4r-+2, con r dispari se a > 2 (r = 292122 1), di guisa
che il caso in esame non & compreso in quelli precedenti.

Poniamo o = 2°—2,8 =2°—2 (k = a+f-+2). A norma della (32)
gl ha allora

o = @ g (w+ay, m"‘mz)‘i‘mkmﬁ@ﬁ(mﬁ'mly @+ )+ 0p (R 21y -+ 9)

(0 <a<p<h).

In tutti i casi, U risulta di molteplicith o per o ed il cono tangente
in T, di equazione g,(x4a,, #+ ®,) == 0, consta di a rette distinte (poiché
a & pari). Inoltre, nessuna retta passante per U & compeonente di ¢, poiché
0uy 04,0, DON hanno zeri non banali in comune (infatti i polimomi a*—1
e &“—1 hanno radici diverse da 1 in comune se, e soltanto se, (A, u) > 1;
ed ora risulta (e+1,8+1,k+1) =1, in quanto & = (a+ L) (f-+1)).

Nel caso che sia (@, b) > 1, una almenoc tra lo rette tangenti & oy, in. U,
per la quale dunque g,(#-+@,, 7+ ®,) =0, soddisfa anche lequazione

gplota,, wt+m,) =0,
poiché attnalmente
(a4+1,84+1) > L<(a,b) >1
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Detta retta ammetie allora con o, In U incontro A-punto, e l'asserto
digcende dal lerma 8.

Nel caso che sia (@, d) =1, supponiamo b = a+42 e g, irridueibile
su y, il che implica Virriducibilitd di o), relativa a p. Se la curva oy si
spezzasse nella chiusura algebrica di 4,

o = Ot opn (KR =k BB <)

dal lemma 6 avremuno che ¢, o' U. Indicando con s’ la molteplicitd
di U per ¢ e con s'' la molteplicith di U per o, risulterh §'+8" =g,
0 < ', s"'. Siano poi I’ una qualunque tangente a ¢’ in U ed i’ (8" < ' < k)
Ia niolteplieitéu di intersezione di I’ con ¢ in U ; significato analogo abbiano
1" ed i (57 < ¢ < k') relativamente a o’. Per quanto precedentemente
osservato, I sard tangente & o in U e non tangente a ¢ in U, di guisa
che Ja sua molteplicitd d’intersezione con oy, in U sard esattamente @' -- s
= f (in quanto (@, d) =1, tale molteplicith non pud infatti valere k).
Analogamente si stabilisee la 445" = 5.
"8i ha allora

B= R 3 = 2f— (5 H8") = 28—a,
ciod ' '

atf+2=20—a= < 2al-2;

ma I'ultima relagione & assurda se bz a-+2, covd.

Nell’enunciato del teorema 13 compare come ipotesi l'irridueibilité.
della, forma g, relativamente al campo base y. B facile trovare condi-
zioni necessarie e sufficienti affinché c¢id accads. Si ha precisamente che,
congiderato pilt in generale un campo finito y = GF(g) di caratteristica
p qualsiasi, e posto poi .

' k-1 k1| ok
(40) 01, B5) = m1+"75 @y to . Ty 23
’ fe-t-1 I+1
= (@ —my ) [ — @a),
vale 1l
TeoREMS 14, Condizione wecessaria e sufficiente affinché la forma
binaria o (k= 2) sia irriducibile su y, & che valganc le:

(41) (4-1,p) =1,

(42) (k+1,¢d—1) =1 (¢ =1,2,..,[k2].

Ove qiteste relazions siano soddisfatie, la (42) sussiste di consequenza per
= [k}2]+1, ..., k—1, ma non per ¢ =k, ¢ k41 risulta primo.
Dimostrazione. gpl(®,, @) & irriducibile su y se, e goltanto se, &
irriducibile su ¢ il polinomio

(43) Gola) = dF L a et 1 = (@ — 1) /(e —1).
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b evidente allora la necessith della (41), in quanto, se p dividesse k41
risulterebbe -
21 = [m(kﬁ-l)lp__lr]p_

Supposto dunque pf(%k+1), di gnisa che il polinomio #*"™ —1 non ha
radici multiple e 7,(x) ha come radici le & radici (k-4 1)-esime deli’unitd
diverse da 1, si ha che 1. (x) éirviducibile #n y se, e soltanto se, non contiene
radici in negsuna delle estensioni

VoS V2 S oo © Yok
{mentre le confiene invece tutle in yk); ciod se, e soltanto se, valgono le
{44) (Btl,¢=D =1 {(i=1,2,...,k—1)

(esprimenti che nel gruoppo moltiplicativo di v, non esistano elementi
<he abbiano per periodo un divisore di k4-1).

Poiché, se esiste un, fattore proprio di 7,(x) su v, ne esiste certamente
qualenno di grade al pit [%/2], & evidente che basta che le (44) sussistano
soltanto per 1 valori di 4 da 1 fino a [£/2], d’onde Ia conclusione.

It fatto che k41 & allora necessariamente primo, consegus dall’osser-
vgr?che tale condizione &, come ben noto, necessarin e sufficiente per
Virridueibilith del polinomio (43) sul campo Q@ dei numeri razionali
{0 sull'anello Z dei numeri interi).
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