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Streszczenie

W ponizszej pracy definiuje oraz opisuje podstawowe wtasnosci graféw zgrubnych i zgrub-
nych kompleksow symplicjalnych. W szczegdlnosci konstruuje graf zgrubny dla dowolnej
przestrzeni metrycznej oraz dowodze réwnowaznosci grafow zgrubnych odpowiadajacych
zgrubnie réwnowaznym przestrzeniom metrycznym. Przedstawiam tez analogiczne twier-
dzenia dla komplekséw zgrubnych, oraz opisuje wlasnosci wymiaru asymptotycznego i
zgrubnej n-spéjnosci w terminach komplekséw zgrubnych.
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Wprowadzenie

Zgrubna geometria jest dziedzina stosunkowo mloda w matematyce. Zastosowanie za$
do jej badania nieskonczonych systeméw graféw lub komplekséw symplicjalnych jest
pomystem jeszcze nowszym. W ponizszej pracy postaram sie przedstawi¢ podstawowe
konstrukcje zgrubnych graféw i kompleksow symplicjalnych. Sprébuje tez pokazaé ich
powiazania z przestrzeniami metrycznymi, oraz ptynace z tego wnioski.

Pierwszy rozdzial poswiecony jest przypomnieniu podstawowych poje¢ wykorzysty-
wanych w dalszych cze$ciach pracy. Na poczatku omawiane sa wtasnosci i definicje do-
tyczace zgrubnej geometrii. Tematy te opisane sa bardziej szczegélowo w [Roe] oraz
[Bedl]. Nastepnie przypominane sa pojecia dotyczace graféw i komplekséw symplicjal-
nych, oraz ustalane sg pewne konwencje. Doktadniejsze informacje na ich temat mozna
znalez¢ miedzy innymi w [Eng].

W drugim rozdziale opisywana jest konstrukcja graféw Ripsa i graféw zgrubnych od-
powiadajacych danej przestrzeni metrycznej oraz dowodd faktu, iz przeksztalcenia bor-
nologiczne miedzy przestrzeniami metrycznymi sg w naturalnej bijekcji z morfizmami
odpowiadajacych im graféw zgrubnych. Przedstawione definicje oraz wyniki sg zaczerp-
niete z pracy [Comb]. M6j wktad polegal na sprawdzeniu, iz morfizmy w kategorii graféw
zgrubnych sg dobrze zdefiniowane, uporzadkowaniu dowodu twierdzenia 2.3.5, prezenta-
cji przyktadu 2.3.8 oraz przedstawieniu alternatywnego dowodu twierdzenia 2.3.9.

W rozdziale trzecim omawiane jest pojecie zgrubnego kompleksu odpowiadajacego
danej przestrzeni metrycznej. W szczegélnosci pokazane jest, ze zachodza analogiczne
twierdzenia, jak w przypadku graféw zgrubnych. Pewne pojecia dotyczace przestrze-
ni metrycznych, takie jak wymiar asymptotyczny, zgrubna geodezyjnos$é¢ czy zgrubna
n - spojnosé¢ sa opisywane ponadto w terminach odpowiednich wtasnosci komplekséw
zgrubnych. W koficu prezentowane jest twierdzenie o warunkach dostatecznych i wystar-
czajacych na to, by dana przestrzen metryczna byla zgrubnie rownowazna z drzewem.
Definicje i twierdzenia w tym rozdziale wziete sa z pracy [Comb]. Mdj wktad polegal na
podaniu wszystkich przyktadoéw w sekcji 3.5 pokazujacych, ze udowodnionych wczesniej
twierdzen dla zgrubnej jednospdjnosci na ogél nie da sie uogdlni¢ na wyzsze wymiary.






Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

W rozdziale tym oméwimy pewne podstawowe pojecia, ktére beda uzywane w dalszej
pracy. Przypomnimy podstawowe pojecia dotyczace kategorii zgrubnych przestrzeni me-
trycznych, nastepnie wprowadzimy pojecie grafu oraz jego geometrycznej realizacji. Na
koniec przypomnimy pojecie kompleksu symplicjalnego.

1.1. Zgrubne przestrzenie metryczne

Przypomnijmy kilka definicji dotyczacych zgrubnego patrzenia na przestrzenie metrycz-
ne:

Definicja 1.1.1. Niech X oraz Y beda przestrzeniami metrycznymi. Wéwczas f : X —
Y jest bornologiczna, jezeli Vr<ooIsp<ooVayexd(x,y) < R = d(f(x), f(y)) < S

Definicja 1.1.2. Niech f,¢g: X — Y. Méwimy, ze f, g sa bliskie, jezeli:

Eld<oovz€Xd(f<x)7g(x)) <d
Oznaczamy to f ~;s g. Mozemy wowczas réwniez powiedzieé, ze f i g sa d-bliskie.

Spostrzezenie 1.1.3. Funkcja bliska funkcji bornologicznej rowniez jest bornologiczna.
Ponadto, relacja bliskosci funkcji jest relacjg rownowaznosci wsrod funkcji bornologicz-
nych f: X =Y.

W pracy tej bedziemy zajmowaé sie kategoria przestrzeni metrycznych (z metryka
mogaca przyjmowaé réwniez wartoéci nieskonczone) z funkcjami bornologicznymi jako
morfizmami, gdzie utozsamiamy funkcje sobie bliskie. Funkcje bornologiczne sa to funkcje
'nie rozrywajace zanadto punktéw’, widziane z duzej odleglosdci wydaja sie wiec ciggle.
Patrzac z odpowiedniej odlegtosci nie rozrézniamy ponadto funkcji, ktore niewiele sie od
siebie réznig, stad utozsamienie funkcji bliskich. Przestrzenie izomorficzne w sensie tej
kategorii nazywaé¢ bedziemy zgrubnie réwnowaznymi. Zbiér morfizméw w tej kategorii z
X do Y oznaczaé bedziemy [X;Y].



U przestrzeni metrycznych ze zgrubnego punktu widzenia jesteSmy w stanie wyod-
rebni¢ kilka wlasnosci, bedacych niezmiennikami zgrubnej réwnowaznosci. Jedna z nich
jest zgrubna sp6jnoscé:

Definicja 1.1.4. Méwimy, ze przestrzen metryczna X jest zgrubnie spdjna, jezeli me-
tryka na X przyjmuje tylko skonczone wartosci

Oczywiscie, podobnie jak w zwyklych przestrzeniach topologicznych, réwniez tutaj
jestedmy w stanie méwic o zgrubnych spojnych sktadowych przestrzeni metrycznej. Inna
wazna wlasnoscia bedaca niezmiennikiem zgrubnej réwnowaznosci przestrzeni metrycz-
nych jest wymiar asymptotyczny. Istnieje wiele réwnowaznych definicji dla tego pojecia,
zwlaszcza w wypadku przestrzeni metrycznych, nam jednak wystarczy jedna, bezpo-
srednio nawigzujaca do wymiaru pokryciowego Lebesgue’a przestrzeni topologicznych.
Najpierw podamy jednak kilka definicji pomocniczych:

Definicja 1.1.5. Méwimy, iz pokrycie U przestrzeni metrycznej X ma krotnosé < n,
jezeli dla dowolnych istotnie réznych elementow Uy, Uy, ..., U, € U zachodzi Uy N Uy N
. NU, = 0. Méwimy przy tym, ze ma krotno$é¢ n, jezeli ma krotno$é < n, ale nie ma
krotnosci < n — 1.

Definicja 1.1.6. Rodzine podzbioréw U przestrzeni metrycznej X nazywamy jednostaj-
nie ograniczong (przez B), jezeli Ap<ocVueydiam(U) < B.

Definicja 1.1.7. Niech V,U beda pokryciami przestrzeni metrycznej X. Pokrycie V
nazywamy wpisanym w pokrycie U, jezeli VyeydueyV C U.

Definicja 1.1.8. Niech X bedzie przestrzenig metryczna. Méwimy, ze:

e X ma wymiar asymptotyczny < n, jezeli dla kazdego jej jednostajnie ograniczonego
pokrycia V istnieje jednostajnie ograniczone pokrycie U o krotnosci < n + 1 takie,
ze V jest wpisane w U. Oznaczamy to Asdim(X) < n.

e X ma wymiar asymptotyczny réwny n, jezeli Asdim(X) < n, ale nieprawda jest,
ze Asdim(X) < n — 1. Oznaczamy to woéwczas Asdim(X) = n.

e X ma wymiar asymptotyczny oo, jezeli dla dowolnego n < oo nieprawda jest, ze
Asdim(X) < n. Oznaczamy to Asdim(X) = oc.

1.2. Grafy

Stosujac kombinatoryczne podejscie do problemdéw wielkiej skali, istotng role odgrywaja
miedzy innymi grafy. Graf G = (V(G), E(G)), gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw, zas
E to zbiér krawedzi, bedziemy utozsamiaé z przestrzenia metryczna (V(G),d), w ktorej
punktami sa wierzchotki grafu, zag metryka jest wyznaczona przez dtugosci najkrotszych
Sciezek miedzy wierzchotkami:

d(z,y) =minn : Jp—p) 21 an=y(Ti—1,zi) € E(G),i=1,2,.n



Jezeli dane dwa wierzcholki nie sa potaczone zadna $ciezka, bedziemy przyjmowacé d(z, y)
Metryke taka bedziemy czasem nazywali metrykg krawedziowg.

Czasami jednak geometryczna realizacja grafu pod postacig jedynie zbioru wierz-
chotkéw nie jest wystarczajaca. Z tego wzgledu jako |G| oznaczaé bedziemy realizacje
geometryczng grafu G. Przestrzen ta, poza wierzchotkami V(G) sklada sie tez z odcin-
kéw izometrycznych z przedzialem [0;1], taczacych wierzcholki z,y < (z,y) € E(G).
Jako metryke na calym |G| przyjmujemy metryke geodezyjna generowana przez metryki
na odpowiednich odcinkach. Latwo zauwazy¢, ze metryka ta obcieta do V(G) pokrywa
sie z uprzednio ustalong metryka na G.

Podamy teraz kilka uwag dotyczacych przeksztalcen z graféw w przestrzenie me-
tryczne. Mamy nastepujace:

Stwierdzenie 1.2.1. Niech G bedzie grafem, zas X - przestrzenig metryczng. Wowczas
funkcja f : G — X jest bornologiczna < jest Lipschitzowska.

Dowdd. (<) Poniewaz kazda funkcja Lipschitzowska jest bornologiczna, dowdd jest na-
tychmiastowy.

(=) Niech f : X — Y bedzie funkcja bornologiczna, i niech d(z,y) < 1 = d(f(x), f(y)) <
Sj. Pokazemy, ze f jest Lipschitzowska ze stala Sp. Niech d(x,y) = k (zauwazmy, ze me-
tryka w grafie przyjmuje jedynie wartosci catkowite). Wéwczas istnieja x = xg, z1, ..., T =
y takie, ze (zi—1,2;) € E(G),i = 1,2,..k. Zatem:

d(f(x), f(y)) < d(f(wo), f(21)) + ... + d(f (2n-1), f(2n)) < ES1
Zatem f jest Lipschitzowska, q.e.d. O

Wida¢ zatem, iz badajac przeksztalcenia bornologiczne z grafu, badamy w istocie
przeksztaltcenia Lipschitzowskie. Szczegolna role wsrod takich przeksztalcen odgrywaja
tzw. funkcje krotkie:

Definicja 1.2.2. Funkcje f : X — Y nazywamy krdtkq, jezeli jest Lipschitzowska ze
statg 1.

Zauwazmy w szczegblnodci, iz jezeli X i Y sa grafami, to f jest krétka wtedy i
tylko wtedy, gdy zachowuje krawedzie. Sa to wiec przeksztalcenia symplicjalne miedzy
grafami, gdzie graf traktujemy jako 1-wymiarowy kompleks symplicjalny.

1.3. Kompleksy symplicjalne

Za pomocy graféw, jak zobaczymy, daje sie wyrazi¢ dosy¢ duzo, nie zawsze jednak wy-
starczajaco wiele. Dlatego czasami bedziemy sie zajmowaé kompleksami symplicjalnymi.

Zauwazmy, ze na danym kompleksie symplicjalnym K mozemy zdefiniowaé¢ metryke
krawedziows podobnie, jak dla grafow. Jezeli jako przestrzen metryczna wezmiemy jedy-
nie zbiér wierzchotkéw kompleksu, uzyskana jak wcze$niej przestrzen nie bedzie réznié
sie niczym od grafu bedacego 1-wymiarowym szkieletem K. Graf taki oznacza¢ bedzie-
my przez G(K), na ogél jednakze nie bedziemy rozréznia¢ miedzy K i G(K). Czasami



bedziemy zainteresowani jednak geometryczng realizacjq kompleksu |K|. Jako realizacje
geometryczna |A| pojedynczego sympleksu A = [vg, vy, ..., vy] rozumieé bedziemy zbiér
formalnych kombinacji liniowych »°7' t;v;, gdzie t; > 0 oraz > 1" t; = 1. Jako metryke
przyjmujemy metryke dziedziczona z [1. Z kolei przez realizacje geometryczng kompleksu
| K| bedziemy rozumieé¢ zbiér zlozony z sumy wszystkich symplekséw nalezacych do K,
z metryka geodezyjna generowana przez metryki na poszczegdlnych sympleksach.

Podobnie jak dla graféw, réwniez w przypadku komplekséw symplicjalnych istnieje
prosta charakteryzacja funkcji bornologicznych:

Stwierdzenie 1.3.1. Niech f : G(K) — X, gdzie K jest kompleksem symplicjalnym.
Wowczas f jest bornologiczna (a wiec i Lipschitzowska) < zbior {f(A) : A € K} jest
jednostagnie ograniczony.

Dowéd. (=) Zauwazmy, ze VA—jyg ;...
istnieje S; takie, ze diam(f(A)) < Si.
(<) Niech rodzina f(A) : A € K bedzie jednostajnie ograniczona przez stata C. Niech
d(z,y) < k (b.s.o. k jest calkowite). Wowczas istnieja © = xg,x1, ...,z = y takie, ze
[xi—1,m;) € K,i=1,2,..k. Wtedy:

wnlexdiam(A) < 1, zatem z bornologicznosci f

d(f(x), f(y)) < d(f(wo), f(x1)) + .. + d(f (2n-1), f(xn)) < kC

Zatem f jest bornologiczna, q.e.d. O

Poniewaz utozsamiamy ze soba K i G(K), mozemy tres¢ powyzszego stwierdzenia
przyjaé za definicje: funkcje f : K — X w przestrzen metryczna nazywaé¢ bedziemy bor-
nologiczng wtedy i tylko wtedy, gdy zbior { f(A) : A € K} jest jednostajnie ograniczony.
Podobnie w przypadku funkcji f : |[K| — X. Dla funkcji symplicjalnych istnieje réwniez
pojecie bedace pewnym odpowiednikiem bliskosci funkcji wsréd funkeji bornologicznych:

Definicja 1.3.2. Niech K oraz L beda kompleksami symplicjalnymi, za$ f,g: K — L
funkcjami symplicjalnymi. Wéwczas méwimy, ze f i g sa sgsiednie, jezeli dla dowolnego
sympleksu A € K istnieje A’ € L taki, ze f(A)Ug(A) C A’, i oznaczamy to f ~. g

Zauwazmy, ze powyzsza relacja nie jest to na ogdt relacja réwnowaznosci, nie za-
wsze jest bowiem przechodnia. Pozwala ona jednak na dos¢ precyzyjne okreslenie, kiedy
funkcje symplicjalne sg do siebie ’zblizone’. Rzeczywiscie, kazde dwie funkcje sasiednie
sg bliskie jako funkcje bornologiczne, co wiecej, zachodzi nastepujace:

Stwierdzenie 1.3.3. Funkcje ciggle f,g : |K| — |L|, jezeli sq sqsiednie, to sq ze sobg
homotopijne.

Dowdd. Zadajmy homotopie wzorem: H(x,t) = f(x) xt + g(x) x (1 — t). H jest dobrze
okreslona, gdyz kazdy punkt x € |K| zawiera sie w pewnym sympleksie A, za$ wiemy, iz
f(A) oraz g(A) zawieraja sie w pewnym sympleksie A’ € |L|. H jest réwniez oczywiscie
ciagle, oraz H(—,0) =g, H(—,1) = f. O
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W pracy przydatne tez bedzie kilka bardziej szczegbélowych poje¢ dotyczacych kom-
plekséw symplicjalnych, miedzy innymi to, jak majac dany graf uzyskaé¢ mozliwie duzy
kompleks symplicjalny:

Definicja 1.3.4. Niech G bedzie grafem. Wowczas kompleksem symplicjalnym rozpietym
przez G nazywamy kompleks F(G) taki, ze A = [vg,v2,..,v5] € F(G) wtedy i tylko
wtedy, gdy (vi,v;) € E(G) dlai,j =0,...n.

Spostrzezenie 1.3.5. Niech G, H bedg grafami, za$ f : G — H - funkcjq krotkg.
Wéwczas f: F(G) — F(H) jest przeksztalceniem symplicjalnym.

Definicja 1.3.6. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, zas v - jego wierzchotkiem.
Woéwcezas gwiazdg domknietq przy wierzchotku v nazywamy zbiér U{|A| : v € A} C | K|
i oznaczamy go St(v).

Definicja 1.3.7. Niech X bedzie przestrzenia metryczna, zas U - jej pokryciem. Wow-
czas dla U € U gwiazdg U w pokryciu U nazywamy zbior U{U' € U : UNU" # (}.
Gwiazde U oznaczamy St(U,U).

Gwiazda opisuje wiec pewne najblizsze sasiedztwo danego wierzchotka w komplek-
sie, zas dla pokrycia - najblizsze otoczenie danego zbioru. Ostatnim pojeciem, jakie
przypomnimy, jest nerw pokrycia przestrzeni. Jest to kompleks utworzony ze zbiordw
tworzacych pokrycie danej przestrzeni, pamietajacy strukture tego pokrycia, a wiec mo-
wiacy troche o samej przestrzeni. W nerwie pokrycia zbiory sa wierzchotkami, zas kazde
niepuste przeciecie zbioréw reprezentowane jest jako pewien sympleks. Latwo mozna
zauwazy¢, ze gwiazdom danych zbioréw w pokryciu odpowiadaé beda gwiazdy odpo-
wiedniego wierzchotka w otrzymanym kompleksie:

Definicja 1.3.8. Niech X bedzie przestrzenia metryczna, zas U = {U, }ier jej pokryciem.
Wowczas nerwem pokrycia U nazywamy kompleks symplicjalny Nx (U) o wierzcholkach
NU) ={U; : i € I} takim, ze [Uj,,...,U;, | € NU) < Ui, N...NU;, # 0. Jezeli wiemy,
do jakiej przestrzeni metrycznej odnosi si¢ nerw, oznaczamy go po prostu N (U).
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Rozdziat 2

Grafty zgrubne

Okazuje sie, ze przestrzenie metryczne mozna w pewien sposob ’przyblizaé’ grafami.
Zazwycza] nie sg to przyblizenia zbyt dobre, gdyz nie kazda przestrzen metryczna jest
zgrubnie rownowazna z grafem. Mozna jednak skonstruowaé skierowany ciag graféw ’co-
raz lepiej’ przyblizajacych dang przestrzen metryczna, ktére to ciagi sa w pewnym sensie
rownowazne przestrzeniom metrycznym: ciagi graféw odpowiadajace danym przestrze-
niom sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzenie te sa zgrubnie réwnowazne,
podobnie kazdej funkcji bornologicznej miedzy przestrzeniami metrycznymi odpowiada
doktadnie jedno przeksztalcenie miedzy odpowiadajacymi ich ciagami graféw i na od-
wréot. W ciggu tym jest wiec w istocie zapisana cala informacja o danej przestrzeni ze
zgrubnego punktu widzenia.

W rozdziale tym oméwimy na poczatku grafy Ripsa, nastepnie zdefiniujemy zgrubne
grafy odpowiadajace przestrzeniom metrycznym, oraz morfizmy miedzy nimi. Udowod-
nimy miedzy innymi twierdzenie, iz istnieje naturalna bijekcja miedzy funkcjami bor-
nologicznymi miedzy przestrzeniami metrycznymi, a morfizmami odpowiadajacych ich
graféw zgrubnych.

2.1. Grafy Ripsa

Jednym z najwazniejszych przykladéw grafu przyblizajacego dana przestrzen metryczng
jest tzw. graf Ripsa (zwany tez grafem Ripsa-Vietorisa). Idea przyswiecajaca konstrukeji
tego grafu jest dosy¢ prosta: niech wierzchotkami grafu beda wszystkie punkty danej
przestrzeni metrycznej, punkty za$ sa potaczone krawedzia, gdy znajduja sie dostatecznie
blisko siebie. Oczywiscie dla przestrzeni, ktore nie sg dyskretne, otrzymany graf jest dosé
monstrualny, dlatego lepiej jako przyktady patrzeé¢ na grafy zbudowane dla przestrzeni
dyskretnych.

Definicja 2.1.1. Niech X bedzie przestrzenia metryczna, zas U jej jednostajnie ogra-
niczonym pokryciem. Grafem Ripsa przestrzeni X (odpowiadajacym pokryciu U) nazy-
wamy graf RipsGy(X), w ktérym:

o V(RipsGy(X)) =X
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i (‘rvy) € E(RZ])SGZ,{(X)) - Ei(]EZ//J"?y eU

Szczegblnym przypadkiem grafu Ripsa jest graf odpowiadajacy pokryciu kulami do-
mknietymi o §rednicy ¢. Graf taki oznaczamy RipsGy(X).

Mozna zauwazy¢, ze graf Ripsa daje sie réwnie dobrze zdefiniowaé bez zalozenia o jed-
nostajnej ograniczonosci pokrycia . Istnieje jednak naturalne rzutowanie p : RipsG(X)
X ktoére kazdemu wierzchotkowi przyporzadkowuje punkt jemu odpowiadajacy. Zalo-
zenie o jednostajnej ograniczonosci pokrycia U jest réwnowazne bornologicznosci tego
rzutowania, a tylko taki przypadek bedzie nas interesowac.

Przyktad 2.1.2. Niech Z bedzie zbiorem liczb catkowitych ze standardowa metryka.
Rozwazamy RipsG(X) dla t € R;.. Wowczas:

1. t < 1. Wtedy zadne dwa punkty nie sa potaczone, otrzymujemy zatem graf dys-
kretny:

2. t = 1. Wéwcezas potaczone beda kazde dwa sasiednie punkty:

3. t = 2. Wéwcezas krawedzie taczyé beda nie tylko sasiednie wierzchotki, ale rowniez
punkty bedace w odlegltosci o 2 od siebie:

4. itd.

Mozna w powyzszym przykladnie zobaczy¢, ze jezeli bierzemy pokrycie przestrzeni
wigkszymi zbiorami, punkty w otrzymanym grafie sa blizej siebie (wedlug metryki kra-
wedziowej). Wziecie pokrycia wiekszymi zbiorami odpowiada wiec spojrzeniu na te sama
przestrzen metryczna, lecz z wiekszej odlegtosci; to, co dotychczas byto od siebie dosé
odlegte, po dokonaniu "kroku w tyl’ wyglada na blizsze sobie.

2.2. Zgrubne grafy, zgrubne grafy przestrzeni metrycznych

Jak zostato powiedziane we wstepie do tego rozdzialu, pojedynczy graf moze okazaé sie
niewystarczajacy, by dobrze przyblizy¢ dana przestrzen metryczna - mozna zbudowaé
graf odpowiadajacy patrzeniu na przestrzen z dowolnie duzej odleglodci, zawsze jednak
mozna sie troche oddali¢. Sposobem na te niedogodnosé okazuje sie konstrukcja ciggu
graféw, ktére kolejno przyblizaja przestrzen metryczng tak, jakbyémy coraz bardziej
sie od niej oddalali. W ten sposéb dla dowolnej odlegltosci obserwacji danej przestrzeni
jestedmy w stanie znalezé stosowne przyblizenie grafem.
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Definicja 2.2.1. Niech G bedzie grafem (z metryka krawedziowa). Jako A(G) ozna-
czamy graf o tych samych wierzchotkach, co G, za to taki, ze (x,y) € E(A(G)) <
J.ec(z, 2), (2,y) € E(G). Innymi stowy méwiac, A(G) = RipsGa(G).

Definicja 2.2.2. Grafem zgrubnym nazywamy skierowany ciag graféw {V; — Vo — ...}
wraz z kréotkimi funkcjami ¢y, : Vi, — Vip, n < m takimi, ze:

1. Vn>1in7n =1idy,
2. vnékgmik,m o in,k = in,m
3. Vp>13m>n takie, ze iy 0 A(V,) — Vi jest krétkie.

Graf zgrubny to zatem ciag graféw takich, ze kazdy z nich ’zawiera si¢’ w jednym
z kolejnych, o ile patrzy sie na nie z dostatecznie duzej odlegtosci. Ciekawsza sytuacja
zachodzi, gdy dany graf zgrubny chcemy powiazaé z jakas przestrzenia metryczna:

Definicja 2.2.3. Grafem zgrubnym przestrzeni metrycznej X nazywamy zgrubny graf
{V1 — Vo — ...} wraz z Lipschitzowskimi rzutowaniami p,, : V,, — X, n > 1 takimi, ze:

1. Vp>1Pn ~is Pnt1 © tnpnti, czyli przemienny jest diagram:

X

p1 \PQ bs

T \

Vi — Vo — V3 —
i1,2 i2,3 3,4

2. dla dowolnej funkcji Lipschitzowskiej g : V' — X z grafu V istnieje n > 1 oraz
funkcja kroétka g, : V — V,, taka, ze g ~i5 pp 0 gn:

3. jezeli V jest grafem oraz g, h : V — V,, sa funkcjami krétkimi takimi, ze p, o g ~is
Dn © h, to istnieje m > n takie, ze iy m © g ~is inm 0 I

PnOg pnoh

e = Vi - Vin.
i i M
in,mOg /
" iumoh
V—
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Pojecie zgrubnego grafu przestrzeni metrycznej pokazuje, iz za pomoca graféw daje
sie wyrazié rzeczywiscie duzo. Wszystkie rzutowania na przestrzen metryczna X (z wa-
runku 1) sa zgodne; z warunku 2 wynika, iz kazde przeksztalcenie z grafu daje sie przy-
blizy¢ za pomocy funkcji w graf zgrubny danej przestrzeni; warunek 3 za$ méwi, iz odpo-
wiednie przyblizenia dwéch funkcji sa praktycznie réwnowazne (zgrubnie), o ile funkcje
byly takie pierwotnie. Co wiecej, kazda przestrzen metryczna posiada odpowiadajacy jej
graf zgrubny:

Stwierdzenie 2.2.4. Niech X bedzie przestrzenig metryczng, zas Uy,Us, ... ciggiem jej
pokryé jednostagnie ograniczonych takich, ze U, jest wpisane w Up11 dla n > 1, oraz
takich, zZe limy,_,oo A(Up) = o0, gdzie A(U) to liczba Lebesgue’a pokrycia U. Wiwczas
ciqg:

X

plT 2 ps
~~
RipsGy, (X) - RipsGy, (X) S RipsG,(X) —

gdzie py : RipsGy, (X) — X,n > 1 sq standardowymi rzutowaniami na X, 2a$ iy m :
RipsGy, (X) — RipsGy,, (X),1 < n < m sq identycznosciami, tworzy graf zgrubny
przestrzeni metryczne; X.

Dowdd. Pokazemy najpierw, iz { RipsGy, (X) — RipsGy,(X) — ...} tworzy graf zgrub-
ny. Kazda funkcja ip m, 1 < n < m jest krotka, gdyz pokrycie U, jest wpisane we wszyst-
kie pokrycia Up,, m > n, zatem (z,y) € E(RipsGy, (X)) = (z,y) € E(RipsGy,,(X)).
Warunki 1. i 2. definicji 2.2.2 grafu zgrubnego sa spelnione w oczywisty sposéb. Ze-
by pokazaé spelnienie warunku 3., ustalmy n > 1 i niech pokrycie U, bedzie jedno-
stajnie ograniczone przez C < oo. Wezmy m > n takie, zeby A(U,,) > 2C. Wowczas
(x,y) € E(A(RipsGy, (X))) < istnieja Uy,Us € Uy, oraz z € X takie, ze xz € Uy,y €
Us, z € Uy N Uy. Wowezas d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) < 2C, czyli istnieje U € U, takie,
ze (z,y) € U. Zatem przeksztalcenie i, ,, : RipsGy, — RipsGy,, jest krotkie.
Pokazemy teraz, ze zgrubny graf {RipsGy, (X) — RipsGy,(X) — ...} odpowiada
przestrzeni metrycznej X. Warunek 1. definicji 2.2.3 jest spelniony natychmiastowo. Aby
pokazaé spelnienie warunku 2., wezmy graf V' oraz funkcje Lipschitzowska g : V — X
ze stala C. Niech n > 1 bedzie takie, ze \(U,) > C. Wéwczas widaé, iz g : V —
RipsGy, (X), traktowane jako przeksztalcenie w odpowiedni graf Ripsa, jest krétkie:
jezeli (z,y) € E(V), to d(g(x),g(y)) < C, zatem d(g(z),9(y)) € E(RipsGy, (X)). Po-
zostal nam do pokazania warunek 3. Niech g,h : V — RipsGy, (X) beda funkcjami
kréotkimi takimi, ze p, o g oraz p, o h sa d-bliskie. Woéwczas niech m > n bedzie takie,
ze AUy) > d. Wtedy funkcje iy 0 g oraz iy, o h sa krétkie (jako ztozenia funkcji
krotkich), oraz Ve xdx (g(x), h(z)) < d, gdzie g i h traktujemy jako funkcje w X, zatem
(9(z), h(x)) € E(RipsGu,, (X)). Funkcje iy, m 0 g oraz i, o h sa wiec 1-bliskie, g.e.d. O

Przyktad 2.2.5. Rozwazmy pokrycia przestrzeni metrycznej X kulami o promieniach
bedacych dodatnimi liczbami catkowitymi. Wéwczas otrzymujemy nastepujacy odpowia-

16



dajacy jej graf zgrubny:

RipsG1(X) e RipsGa(X) R RipsG (X)l —_— .

Graf ten oznaczaé bedziemy RipsG.(X).

2.3. Morfizmy graféw zgrubnych

Tak jak miedzy przestrzeniami metrycznymi, miedzy zgrubnymi grafami réwniez moz-
na rozpatrywaé¢ pewne przeksztatcenia. Jako ze zgrubne grafy sa skierowanym ciagiem
graféw, przeksztalcenia sa po prostu zgodng rodzing przeksztalcen z kazdego grafu w
grafie zgrubnym. Poniewaz jednak interesuje nas spojrzenie z duzej odlegtosci, bedziemy
utozsamiaé przeksztalcenia, ktére obserwowane z odpowiedniej odleglosci sa bliskie.

112 Z23

Definicja 2 3.1. Pre-morfizmem graféw zgrubnych V = {V; = V4, =% ...} oraz W =
{1 e Wy 29} nazywamy zbiér krétkich przeksztatcen F = {f; : V; — Wy 1}

takich, ze dla kazdego k > 1 istnieje m > np(k+1) takie, Ze i, . (k),m © fk ~is jnF(k+1)7
Tht1 00 gy

///

Zauwazmy, ze powyzszy diagram nie musi by¢ przemienny, wazne, by stawat sie taki,
jesli spojrzymy na odpowiednio daleki graf w grafie zgrubnym W. Zeby otrzymaé zbiér
morfizméw miedzy danymi grafami zgrubnymi, powinnismy utozsamié jeszcze te pre-
morfizmy, ktére widziane z dostatecznej odleglosci (czyli patrzac na odpowiednio daleki
graf w grafie zgrubnym) sa bliskie siebie:

Definicja 2.3.2. Zbiorem morfizméw miedzy grafami zgrubnymi V i W nazywamy zbiér
klas abstrakcji relacji ~;s na zbiorze pre-morfizmoéw z V do W, gdzie dwa pre-morfizmy
F,G:V — W uznajemy za réwnowazne (F ~;s G) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
k > 1 istnieje m > max{nr(k),ng(k)} takie, ze j,.(k)m © fk ~is Jne(k),m © 9k

Pre-morfizmy réwnowazne w sensie powyzszej relacji nazywamy zgrubnie réwnowaz-
nymi. Jak sie okazuje, pre-morfizmy oraz morfizmy graféw zgrubnych zachowuja sie dosy¢
porzadnie, co pokazuje nastepujace stwierdzenie:
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Stwierdzenie 2.3.3. ZloZenie pre-morfizmow jest pre-morfizmem. Co wiecej, jezeli
FF :V — W oraz G,G' : W — Z sq pre-morfizmami takimi, ze F ~;; F' oraz
G ~is G', to réwniez Go F ~;s G' o F'.

Dowéd. Niech V={ 5V 5 J W= LWL JoazZ={21 52,5 .}
beda grafami zgrubnymi, zas F' : V — W oraz G : W — Z. Chcemy pokazaé, ze dla
k > 1istnieje m > ngop(k+1) takie, Ze lyq, o (k),m O Inp (k) 0 Jk ~is Ingop (k+1),m O Inp(k+1)°
Sr1 00k gy

l l l
e T ZnGOF(k) - ZTLGOF(IC+1) - an(ml) ng

gnﬁ(k) gnF(Ak+1) gmlT
J J
= War) — > Wapt1) Winy
J{Fc f}ﬁm
Vi : Vi1

Poniewaz F' jest pre-morfizmem, istnieje my > np(k + 1) takie, ze jy,(k)m, © fr ~is
Jnp(k+1),m1°fk+190k k+1. Ponadto, poniewaz G jest pre-morfizmem, istnieje mg > ng(mq)
takie, ze lnGoF(k),mz OGnp(k) ~is lng(ml),mg OGmy Ojnp(k),ml oraz lnGOF(kJrl),mzognF(kJrl) ~ls
lng(ml),mg ©Ggm, © jnp(k—i-l),ml- Mamy zatem:

lncop(k),mQ 0 gnp(k) ° fk ~ls lng(ml),mg © gm1 OjnF(k),ml © fk ~ls

~is bng(mi)mz © 9my © Jnp(k+1),m1 © Jk+1 O Uk k1 ~is bngop(k1),ma © Inp(k+1) © Jh+1 0 Tk k41
Biorac m = my otrzymujemy teze.
Niech teraz F,F' : V — W oraz G,G’' : W — Z beda pre-morfizmami takimi, ze
F ~j, F' oraz G ~; G'. Pokazemy, ze zlozenia GoF oraz G'oF’ sg zgrubnie réwnowazne,
czyli biorac dowolne k > 1 istnieje dla niego m takie, ze b, . (k)m © Inp(k) © fk ~is
’ /.
U o (K),m © G (i) © Ji

l l l
T ZnGOF(k) - ZnG/()F/(k) - an(ml) - Zn/G(ml) Zm2

A A Im
gnF‘v(k) g:LF"(k) gmy !
. \ .

J J
e Wty ——= W) —— Wiy

jﬁ 7

fA

Vi

Poniewaz F' ~js F', istnieje my takie, ze fy,.(k)m;, © fk ~is Jnp(k)m, © fr.- Ponadto,
poniewaz G, G’ sg pre-morfizmami oraz G ~;; G', wigc istnieje mo takie, ze:

/
1 lnc(ml),mz ©Gmy s ln’c;(m1),m2 © 9

® lngop(k)ma © Ynp(k) ~is bng(mi)ma © Imy © Jnp(k)m
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/ / .
° lnG/oF’(k)»m2 © Inp (k) s l"G/(m1)7m2 © 9my © Inps(k),ma

Woéwcezas:
lngor(k)mz © Inpk) © Sk ~is lng(my)ma © 9my © Jnp(k)m © Jk ~is

1 . / - /
~ls lncx(ml),mz O 9Imy © Inp(k),m1 © fk ~ls lnG/(ml),mg O Gmy © Ingr(k),m1 © fk ~ls
/ /
~is Ungry pr (k),ma © Inp (k) © Tk

Biorac zatem m = mo dowodzimy caloéci stwierdzenia. O

Whniosek 2.3.4. Zlozenie dwoch morfizméw F 'V — W, G : W — Z jest dobrze
okreslonym morfizmem GoF :V — Z.

7 powyzszego wniosku oraz tego, ze w grafie zgrubnym zawsze istnieje morfizm iden-
tycznosciowy Id : V — V wynika, ze grafy zgrubne tworza kategorie. Jak sie okazuje,
kategoria ta ma do$¢ rozlegle powigzania z kategorig przestrzeni metrycznych i funkcji
bornologicznych:

Twierdzenie 2.3.5. Niech X, Y bedq przestrzeniami metrycznyms, zas V, W - odpowia-
dajgcymi im zgrubnymi grafami z rzutowaniami: p, : V — X oraz g, : W — Y. Wowczas
istnieje naturalna bijekcja miedzy bornologicznymi funkcjami X — 'Y (z dokladnoscig do
zgrubnej réwnowaznosci), a morfizmami V — W, tzn. majgc dang funkcje bornologiczng
f: X =Y, istnieje dokladnie jeden morfizm F 1V — W taki, zZe poniZszy diagram jest
przemienny w wielkiej skali:

Y (2.1)

i na odwrdt: dla kazdego morfizmu F 1V — W istnieje dokladnie jedno (z dokladnosciq
do zgrubnej réwnowaznosci) przeksztalcenie bornologiczne f : X — Y uprzemienniajgce
powyzszy diagram.

Dowdd. Zaczniemy od dowodu pierwszej czesci twierdzenia. Zalézmy, ze f: X — Y jest
funkcja bornologiczna. Wéwczas przeksztatcenia fopy : Vi — Y,i > 1 sa bornologiczne,
zatem Lipschitzowskie (bo Vi, k > 1 sa grafami). Z definicji grafu zgrubnego przestrzeni
metrycznej istnieje zbiér przeksztatcen krotkich F' = {fy : Vi — Wy, ), k > 1}, takich,
ze dla kazdego k > 1: ¢y .x) © fr ~is [ © pr. Mamy zatem przeksztalcenie F': 'V — W
uprzemienniajace zadany diagram, wystarczy pokazaé, ze jest ono pre-morfizmem i jest
wyznaczone (z dokladnoscia do zgrubnej réwnowaznosci) jednoznacznie. Ustalmy k& > 1 i
zauwazmy, ze z definicji zgrubnego grafu przestrzeni metrycznej oraz okreslenia F' mamy:

T g (k+1) © Jnp (k) np(k+1) © Jk ~is Qup ) © Tk ~is [ o Pk ~is

~is f O Pkt1 0 Uk k1 ~is Gnp(k+1) © Jh+1 © Uk k1
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X / Y
// fr /q
Vi W (k)
/.
Vi1 e Wip (k+
7/
Win

Mamy wigc dwa przeksztalcenia: jp . (k) np(k+1) © Jos Jh+1 © kg1 0 Vi = Wyper) ta-
kie, ze po zlozeniu z gy, . (x+1) sa zgrubnie rbwnowazne. Ponownie korzystajac z definicji
zgrubnego grafu przestrzeni metrycznej widzimy, ze istnieje m > np(k + 1) takie, ze
Inek)m © Jk ~is Inp(kt1),m © fe+1 0 g k1. I jest zatem pre-morfizmem.

Zalézmy teraz, ze mamy dwa pre-morfizmy F, G : V — W takie, ze g0 F ~j5 q.0G ~i5
J o ps, czyli dla kazdego ¢ > 1 mamy g, &) © fk ~is Gng(k) © gk- Bez straty ogélnoéci
mozemy zalozyé, ze np(k) < ng(k). Wowcezas oczywiscie ¢, k) © gk ~is Gnp(k) © fr ~is
T (k) © Ine (k)ne (k) © fk- Z definicji grafu zgrubnego przestrzeni metrycznej 1stnleJe zatem
m > 1 takie, ze jnF( m © [k ~1s Jng(k),m © gk Pre-morfizmy F'i G sa zatem rownowazne,
q.e.d.

Zalézmy teraz, ze mamy dany pre-morfizm F' : V — W. Zauwazmy, ze zgodnie z
l1,2

przykladem 2.2.5 mamy odpowiadajacy X graf zgrubny RipsG.(X) = {RipsG1(X) =
RipsGa(X) 23 .}, wraz z rzutowaniem r, : RipsG.(X) — X. Stosujac plerWSZQ, udo-
wodniong juz cze$¢ twierdzenia do przeksztalcenia identycznosciowego X “x otrzy-
mujemy pre-morfizm H : RipsG.(X) — V taki, ze p, o H ~js id o r,. Poniewaz
wierzcholtki RipsG(X) pokrywaja sie z punktami X, mozemy wybraé jeden z graféw
RipsG1(X), k > 11 okresli¢ przeksztalcenie f: X — Y jako: f = gy (nyr (k) © Jru (k) © k-
Pokazemy, ze tak okreslone przeksztalcenie nie zalezy w istocie od wyboru k (z doktad-
noscia do réwnowaznosci w wielkiej skali), oraz ze jest bornologiczne.

Niech k > 1, pokazemy, Ze Gy, k) © (f © Rk ~is Gnpopy(kr1) © (f © B)rg1 © Lk gy
Poniewaz przeksztalcenia [ sa identycznosciowe, mozemy je p6zniej w praktyce pominac.
Na poczatku zauwazmy, ze poniewaz F' o H jest pre-morfizmem, to istnieje m takie,
2€ Jnpor(k)m © (f 0 M)k ~is Jnpor(kt1)m © (f © M)kt1 0 lggy1. Oczywiscie gy k) ~is
dm OjnFoH(k),m OTaZ qp gy (k+1) s dm OjnFoH(k—I—l),m' Stad:

Anpop (k) © (f © h)k ~ls dm ojnpoH(k),m o (f o h)k ~ls

~s Gm © Jngpon (bt 1)m © (F 0 Pkt 1 © Lo k1 ~is Gnpo (k1) © (F © M1 © L ks
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X id f

r/ / q/
. /%k //"H(k) /
RipsG(X) Vi Wy,

k H(k) FoH(k)
) h Frgr(et1)
RipsG41(X) i Vo (k1) Lo nron (k1)
g
Win

Widzimy, ze ustalone wezesniej f = g, (k) © (f o h)j nie zalezy w wielkiej skali
od wyboru k, zatem mozemy bez straty ogélnosci przyjaé¢ k = 1. Zeby pokazaé, ze f
jest bornologiczne, wezmy R < oo, mozemy zalozyé¢, ze R jest catkowite. Oznaczmy
9= Gnpon(r) © (f o h)r. Wowezas g : RipsGr(X) — Y jest Lipschitzowska, wigc istnieje
C < oo taka, ze d(z,y) < R = d(g(x),9(y)) < C. Ponadto, g ~5 f, zatem istnieje
d < oo takie, ze d(f(x),g(x)) < d dla dowolnego x € X. Stad jezeli d(z,y) < R, to:

d(f(z), f(y)) < d(f(z),g(z)) + d(g(z),9(y)) + d(g(y), f(z)) <2d+C

f jest zatem bornologiczna.

By pokazaé¢ przemienno$é diagramu (1) zauwazmy, ze poniewaz zaréwno V jak i
RipsG.(X) sa grafami zgrubnymi dla X, wiec dla przeksztalcenia identycznos$ciowego
X 4 x istnieje dokladnie jeden morfizm graféw V 5, RipsG.(X) uprzemienniajacy
diagram:

X id

A AN

RipsG,(X) —2 v F W

1%

Zauwazmy ponadto, ze morfizm identycznosciowy Id : V — V ma te wlasnosé, ze idx o
D« ~1s P« © Idy,a poniewaz (korzystajac z pierwszej czedci twierdzenia) istnieje dokladnie
jeden taki morfizm, wiec H o .S ~s Idy. Mamy zatem:

fops~isqgoFoHoS ~gq.oFoldy ~5qoF
Pozostaje wykazaé, iz f jest z doktadnoscia do réwnowaznosci w wielkiej skali jedyne,

tzn. majac dwie funkcje bornologiczne f,g: X — Y takie, ze f op, ~is g 0 F ~5 g oDy,
to f ~s g. Jezeli jednak ponownie rozpatrzymy zgrubny graf Ripsa RipsG.(X) oraz

morfizm RipsG.(X) Ay przemienny z identycznoscia X i x , to widzimy, ze poniewaz
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rzutowanie RipsG.(X) % X jest identyczno$cia na wierzcholkach, utozsamiajac X i
RipsG(X) mamy:

f s foidxore ~ig fopsoH ~jggopioH ~ggoidx ory ~is g
0

Whniosek 2.3.6. Dowolne dwa grafy zgrubne przestrzeni metrycznej X sq zgrubnie row-
nowazne.

Whniosek 2.3.7. Jezeli przestrzen metryczna X jest zgrubnie réownowazna przestrzeni
Y, to odpowiadajgce im grafy zgrubne réowniez sq sobie zgrubnie réwnowazne.

Wnhioski te pokazuja, iz nie jest wtasciwie istotne, jaki graf zgrubny przestrzeni me-
trycznej X rozpatrujemy. Patrzac w szczegdlnodci na zgrubne grafy Ripsa, nie jest istot-
ne, wzgledem jakiej doktadnie rodziny pokry¢ je rozpatrujemy. Powyzsze twierdzenie
pozwala nam w istocie uzyskaé¢ funktor wierny i pelny, przyporzadkowujacy kazdej prze-
strzeni metrycznej jej zgrubny graf Ripsa. Mozna by si¢ zastanowié, czy funktor ten moze
byé réwnowaznoscia tych kategorii. Zeby tak jednak bylo, kazdemu grafowi zgrubnemu
musieliby$my umieé przypisa¢ jakas przestrzen metryczna, co nie zawsze daje sie zrobié.
Jeden z dos¢ prostych przyktadéw jest zamieszczony ponizej:

Przyktad 2.3.8. Niech D, bedzie grafem dyskretnym z ponumerowanymi n wierzchol-
kami. Dla n < m mamy zanurzenie i, ,, : D, — D,,, kazdemu wierzchotkowi przypo-

rzadkowujace wierzcholek o tym samym numerze. Wéwezas D = {D; = Dy 5 ...} jest
grafem zgrubnym. Rzeczywiscie, wszystkie trzy warunki definicji sa spelnione w oczy-
wisty sposéb. Pokazemy jednak, ze nie jest on grafem zgrubnym dla zadnej przestrzeni
metryczne].

Zalézmy nie wprost, ze istnieje przestrzen metryczna X taka, ze D wraz z pewnymi
rzutowaniami p, : D — X jest jej grafem zgrubnym. Wowczas zauwazmy, ze biorac
dowolne n > 2 obrazy réznych wierzchotkow D,, przy rzutowaniu p, leza w innych
zgrubnych spdjnych sktadowych X. Zalézmy bowiem, ze istnieje n > 2 takie, ze dla
pewnych réznych k,l < n : d(pp(vk), pn(v;)) < co. Niech f : Dy — D, bedzie takie, ze
f(v1) = v, f(v2) = vy, oraz g : Dy — Dy, bedzie takie, ze g(v;) = vg, i = 1,2. Wowczas
oczywiscie p, o f ~is pn © g, nie istnieje jednak m > n takie, ze ipm 0 f ~is inm © g
Zatem rzeczywiscie dla k # [ mamy d(p,(vk), pn(vy)) = 0.

7 powyzszych rozwazan plynie wniosek, iz X ma nieskonczenie wiele zgrubnych sp6j-
nych sktadowych, gdyz ma ich wiecej od n dla kazdego n € N. Rozwazmy jednak graf
dyskretny Do, o przeliczalnej nieskoniczonej liczbie wierzchotkdéw. Wowcezas f 1 Doy — X
przyporzadkowujace kazdemu wierzchotkowi punkt z innej zgrubnej sktadowej jest oczy-
widcie bornologiczne, zatem istnieje n > 1 oraz f, : Do, — D, takie, ze f ~s pp o fr.
Zauwazmy jednak, ze muszg wtedy istnie¢ dwa rézne wierzcholtki v, v; € Do takie, ze
Falon) = falvr). Weedy jednak d(f(vs), pn © fa(vr)) = 00 lub d(f(v1), pn © fa(w1)) = oo,
co prowadzi do sprzecznoéci. Grafowi D nie da sie wiec sensownie przypisaé zadnej prze-
strzeni metrycznej.
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Na koniec tego rozdzialu podamy jeszcze jedno twierdzenie, wskazujace na waznosé
graféw wsréd przestrzeni metrycznych:

Twierdzenie 2.3.9. Funkcja bornologiczna f : X — Y jest zgrubng rownowaznoscig
< dla dowolnego grafu G odwzorowanie g — f o g wyznacza bijekcje zbioréw [G; X| oraz
G;Y]

Dowdd. (=) poniewaz f jest zgrubna réwnowaznoscia, istnieje h : Y — X takie, ze
ho f ~isidx, foh ~ idy. Rozpatrujac funkcje ¢’ — ho g z [G;Y] do [G; X], dla
g : G — X mamy:
g— fogr—hofogriyg

zatem przyporzadkowanie g — f o g jest réznowartosciowe. Patrzac na podobne zlozenie
dla ¢ : G — Y otrzymujemy wniosek, ze f jest rowniez ma’, wiec f jest bijekcja, q.e.d.

(<) Zalézmy, ze f wyznacza w okreslony wyzej sposob bijekcje miedzy [G; X] a [G; Y]
dla kazdego grafu G. Biorac za G grafy Ripsa RipsG(Y),t = 1,2, ... oraz rzutowania ¢ :
RipsG(Y) — Y, otrzymujemy ciag przeksztatcen Lipschitzowskich 7, : RipsG¢(Y) — X
takich, ze for; ~i5 q¢ dlat > 1. Poniewaz sa to przeksztalcenia z graféw, rozwazajac graf
zgrubny RipsG.(X) przestrzeni X z rzutowaniami p,, otrzymujemy ciag przeksztalcen
krétkich g, @ RipsGy(Y) — RipsGy,,4)(X). Pokazemy, ze ciag ten definiuje zgrubny
izomorfizm graféw G : RipsG.(Y) — RipsG.(X), z odwrotnoscia F : RipsG.(X) —
RipsG.(Y), gdzie F odpowiada f: X — Y.

Na poczatek pokazemy, ze G istotnie jest pre-morfizmem. Oznaczmy przeksztatcenia
wewnatrz grafu RipsG.(Y) jako j., zas RipsG.(X) jako i.. Oczywiscie dla k£ > 1 mamy
Gk ~is Qk+1 © Jkk+1, skad forg ~p forgpr o g k1, zatem:

J 9 Pngk) © 9k ~is f O Png(k+1) © Jk+1 © Jkk+1
Poniewaz, z definicji f, istnieje dokladnie jedno (z dokladnoscia do zgrubnej réwnowaz-
nosci) przeksztalcenie RipsGy(Y) — X takie, ze po zlozeniu z f daje g, wiec musi byé
Png(k) © 9k ~is Pnp(k+1) © 9k+1 © Jkk+1- 2ast€PUJaC Py (k) PIZ€Z Pp(k+1) © ing(k)ne (k+1)
otrzymujemy dwa przeksztalcenia krétkie RipsGi(Y) — RipsGy,,(x4+1)(X) takie, Zze po
zlozeniu z pp(k+1) staja si¢ one réwnowazne. 7 definicji grafu zgrubnego istnieje wigc
m takie, ze:
Ung(k),m © Gk s ing(k+1),m © Jk+1 © Jkk+1

Y
7
/ g
RipsG.(X) —— RipsGy(Y) ul

q

|/

RipsGr+1(Y)

9k+1
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Zatem G istotnie jest pre-morfizmem. Widac tez, ze g, 0 F o G ~s fop. oG ~ys gy, czyli
F oG ~is Idgipsq, (v)- Pozostaje pokazac, ze rowniez G o F' ~is Idpipsq, (x)- Zauwazmy
jednak, ze:

fopioGoF ~gqoFoGoF ~gqoF ~5 fop.s

Poniewaz jednak z definicji f istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie RipsG.(X) — X
takie, ze po zlozeniu z f daje f ops, wigc px oG o F ~is ps, skad G o F ~i5 Idgpsa, (X))
q.e.d. O
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Rozdziat 3
Zgrubne kompleksy symplicjalne

W poprzednim rozdziale mogliSmy si¢ przekonac, ze w grafie zgrubnym odpowiadaja-
cym przestrzeni metrycznej zapisana jest w istocie cala informacja o tej przestrzeni ze
zgrubnego punktu widzenia. Istnieje jednak wiele niezmiennikéw zgrubnej réwnowaz-
noéci, ktére tatwo daja sie wyrazi¢ w przestrzeniach metrycznych, czesto zas trudno
powiedzieé, jak wlasnosci te przenoszg sie na strukture odpowiednich graféw zgrubnych.
Dlatego tez bardziej owocne okazuje sie badanie odpowiednich ciggéw komplekséw sym-
plicjalnych odpowiadajacych danej przestrzeni metrycznej. Jak sie okazuje, dodanie tej
dodatkowej struktury pozwala wyrazié¢ zaskakujaco wiele.

W rozdziale tym na poczatku podamy definicje zgrubnego kompleksu symplicjal-
nego, a nastepnie przedstawimy wazne przyktady: zgrubny kompleks Ripsa i kompleks
Cecha. Pé7niej zajmiemy sie definiowaniem pewnych wlasnoéci przestrzeni metrycznych
w jezyku komplekséw zgrubnych: wymiaru asymptotycznego oraz zgrubnej n-spdjnosci.

3.1. Kompleksy zgrubne

Zgrubne kompleksy symplicjalne oraz kompleksy odpowiadajace danym przestrzeniom
metrycznym jestedmy w stanie skonstruowaé¢ niemal tak samo, jak w przypadku graféw,
zastepujac jedynie grafy kompleksami symplicjalnymi, oraz funkcje krétkie - symplicjal-
nymi:

Definicja 3.1.1. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym (z metryka krawedziowa).
Jako A(K) oznaczamy kompleks o tych samych wierzchotkach, co K, w ktéorym A =
[Vo, V1, ...,vn] € A(K) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wierzchotek w € K taki, ze
v; € St(w) dla i = 0,...,n (czyli innymi slowy: istnieje w taki, ze [v;,w] € K dla
i=0,..,n).

Definicja 3.1.2. Zgrubnym kompleksem symplicjalnym nazywamy skierowany cigg kom-
plekséw symplicjalnych {K; — Ky — ...} wraz z funkcjami symplicjalnymi i, ,, : K,, —
K, n < m takimi, ze:

1. Visiin, = idg,,
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2. vngkgmik,m © in,k = Z"n,m
3. Vis13m>n takie, ze ip @ A(Ky) — Ky, jest symplicjalne.

Definicja 3.1.3. Zgrubnym kompleksem symplicjalnym przestrzeni metrycznej X na-
zywamy zgrubny kompleks symplicjalny {K; L2 Ky 29 ...} wraz z bornologicznymi

rzutowaniami p, : K, — X,n > 1 takimi, ze:
1. vn)lpn ~ls Pn+1© in,n—&—l

2. dla dowolnej funkcji bornologicznej g : K — X z kompleksu symplicjalnego K
istnieje n > 1 oraz funkcja symplicjalna g, : K — K, taka, ze g ~js Pn © gn.

3. jezeli K jest kompleksem symplicjalnym oraz g,h : K — K, sa funkcjami sympli-
cjalnymi takimi, ze p, 0g ~is ppoh, to istnieje m > n takie, ze iy, 0 g Oraz ipmoh
sa sasiednie (ipm © g ~c inm © h).

Jak widaé, powyzsze pojecia sg prostym przeniesieniem poje¢ poznanych przez nas
wczedniej do Swiata symplicjalnego. Zauwazmy jednak, iz rozpatrujac przeksztalcenia z
kompleksu symplicjalnego w kompleks symplicjalny, zamiast o funkcjach bliskich mé-
wimy o funkcjach sgsiednich. Jest to mocniejszy warunek, w istocie jednak, ze wzgledu
na warunek 3 definicji kompleksu zgrubnego, sg one w wielkiej skali réwnowazne. Jezeli
mamy dwa przeksztalcenia bliskie sobie w kompleks zgrubny, oraz ztozymy je z zanu-
rzeniami w odpowiednio daleki kompleks w ciagu, okaza sie one sasiednie. Bedziemy
wiec czasem postugiwali sie¢ tymi pojeciami w odniesieniu do zgrubnych kompleksow
zamiennie.

Jak si¢ réwniez okazuje, do $wiata komplekséow symplicjalnych daje si¢ przeniesé
rowniez pojecia grafu Ripsa i zgrubnego grafu Ripsa:

Definicja 3.1.4. Niech X bedzie przestrzenia metryczna, zas U jej jednostajnie ogra-
niczonym pokryciem. Kompleksem Ripsa przestrzeni X (odpowiadajacym pokryciu i)
nazywamy kompleks symplicjalny Ripsy(X) rozpiety przez graf Ripsy(X):

Ripsu(X) “ F(RipsGu(X)

Szczegdlnym przypadkiem kompleksu Ripsa jest kompleks odpowiadajacy pokryciu ku-
lami domknietymi o érednicy ¢. Graf taki oznaczamy Rips:(X).

Podobnie jak w przypadku graféw, mozemy latwo zdefiniowaé rzutowanie p : Ripsy(X) —
X przyporzadkowujace danemu wierzchotkowi odpowiadajacy mu punkt. Jednostajna
ograniczono$¢ pokrycia U ponownie gwarantuje nam, iz p jest bornologiczne.

Przyktad 3.1.5. Niech Z bedzie zbiorem liczb calkowitych ze standardowa metryka.
Rozwazamy Rips,(X) dla t € R;. Wowczas:

1. t < 1. Wtedy zadne dwa punkty nie sa potaczone, otrzymujemy zatem kompleks
dyskretny:
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2. t = 1. Wéwcezas otrzymany kompleks jest grafem, gdzie krawedzia potaczone beda
kazde dwa sgsiednie punkty:

3. t = 2. Wtedy w kompleksie Ripsa pojawia sie sympleksy wymiaru 2, rozpiete na
kazdych trzech sasiadujacych ze soba wierzchotkach:

[ [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Stwierdzenie 3.1.6. Niech X bedzie przestrzeniqg metryczng, zas Uy, Ua, ... ciggiem jej
pokryé jednostajnie ograniczonych takich, zZe U, jest wpisane w Upy1 dla n > 1, oraz

takich, Ze limy, oo A(Up) = oo, gdzie A(U) to liczba Lebesgue’a pokrycia U. Wowczas
ciqg:

T p3
p1 D2

-
Ripsy, (X) e Ripsy, (X) R Ripsy, (X) —

gdzie p, : Ripsy,(X) — X,n > 1 sq standardowymi rzutowaniami na X, zas inm :
Ripsy, (X) — Ripsy,, (X),1 < n < m sq identycznosciami, tworzy zgrubny kompleks
symplicjalny przestrzent metrycznej X.

Dowdd. Pokazemy na poczatku, iz {Ripsy, (X) — Ripsy,(X) — ...} tworzy zgrubny
kompleks symplicjalny. Poniewaz U, jest wpisane w U,, dla m > n, kazda funkcja
in,m jest symplicjalna. Ustalmy zatem n > 1 i niech pokrycie U, bedzie jednostajnie
ograniczone przez C. Wezmy m > n takie, ze A(U,,) > 2C. Wowczas jezeli wezmiemy
A € A(Ripsy, (X)), to istnieje wierzcholek v € Ripsy, (X) taki, ze dla dowolnych dwdch
wierzchotkéw vy, ve € A mamy [v,v1], [v,v2] € Ripsy, (X), zatem:

dx(’l)l,’l)g) < dx(’l),vl) + dx(v,vg) < 2C

Stad wniosek, ze dla A € A(Ripsy, (X)) mamy diamx(A) < 2C, wigc przeksztalcenie
inm : A(Ripsy, (X)) — Ripsy,, (X) jest symplicjalne.

Pokazemy teraz, ze skonstruowany powyzej graf zgrubny odpowiada przestrzeni me-
trycznej X. Z definicji przeksztalcen p, oraz i, otrzymujemy natychmiast, ze p, ~is
DPn+1 © inn+1. Niech teraz f : K — X bedzie funkcja bornologiczna z kompleksu sym-
plicjalnego. Niech rodzina{f(A) : A € K} bedzie jednostajnie ograniczona przez C,
oraz niech n > 1 bedzie takie, ze A\(U,) > C. Wéwczas dla dowolnego sympleksu
A = [vg,..,v] € K mamy diam({f(vo),..., f(vn)}) < C, zatem [f(vo),..., f(v,)] €
Ripsy, (X). Funkcja f, : K — Ripsy, (X), taka, ze f,(v) = f(v) jest wiec symplicjalna,
oraz oczywiscie f ~s pp 0 fr.
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Pozostaje pokaza¢ warunek 3. definicji kompleksu zgrubnego przestrzeni metryczne;j.
Niech f,g : K — Ripsy,(X) beda takie, ze py o f oraz p, o g sa d-bliskie. Oznaczmy
ponadto przez C; ograniczenie rodziny {p, o f(A) : A € K}, za$ przez Cy-ograniczenie
rodziny {p, o g(A): A € K}. Wezmy tez m > n takie, zeby A(Uy,) > d + max{C, Ca}.
Wiéwezas jesli v, w nalezg do pewnego sympleksu A € K, to:

d(pno f(v),prog(w)) < d(pno f(v),pnog(v))+d(pnog(v),pnog(w)) < d+max{Ci, Ca}

Stad juz tatwo widaé, iz iy, © f Oraz iy, o g sa sasiednie, gdyz dla A = [vg, ..., v,] € K
sympleks [f(vo), ..., f(vn), g(v0), ..., g(vn)] € Ripsy,, (X). O

Przyktad 3.1.7. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Rozwazmy jej pokrycia ku-
lami domknietymi o promieniach ¢ = 1,2,.... Woéwczas mamy nastepujacy kompleks
zgrubny odpowiadajacy X:

Rips1(X) —— Ripsz(X) —— Rips3(X) — ...

3,4
Kompleks ten oznaczaé¢ bedziemy Rips.(X).

Powyzsze stwierdzenie pokazuje, iz dla kazdej przestrzeni metrycznej jesteSmy w
stanie skonstruowaé¢ kompleks zgrubny jej odpowiadajacy, w sposéb niemalze taki sam,
w jaki konstruowalismy graf zgrubny. Okazuje sie jednak, ze nie jest to jedyny pomyst na
konstrukcje kompleksu zgrubnego dla danej przestrzeni metrycznej. Innym przyktadem
takiego kompleksu jest Kompleks Cecha:

Stwierdzenie 3.1.8. Niech X bedzie przestrzenig metryczng, zas Uy, Us, ... ciggiem jej
pokryc jednostajnie ograniczonych takich, ze:

e dla kazdego n > 1 oraz U € U, istnieje U' € U4 taki, ze St(U,U,) C U (U, jest
gwiazdowo wpisane w Uy, +1)

o lim,, oo AN(Up) = 00, gdzie A\(U) to liczba Lebesgue’a pokrycia U.

Mamy wtedy nastepujgcy cigg nerwow pokryc:

e —
N
Nx () —— Nx(Uz) —— Nx (Us) —

gdzie p, : Nx(U,) — X,n > 1 sq funkcjami przyporzedkowujgcymi wierzcholkowi
Un, € Uy dowolny punkt ze zbioru U,, C X, zaS innt1 @ Nx(Up) — Nx(Un+1) sa
funkcjami przyporzedkowujgcymi kazdemu wierzchotkow: U, wierzchotek Uy, taki, ze
St(Uy,,Un) C Upt1,. Wowcezas powyzszy cigg tworzy zgrubny kompleks symplicjalny prze-
strzeni metryczne; X.
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Dowdod. Na poczatku powinnismy pokazaé, ze funkcje p, sa bornologiczne, za$ i,.-symplicjalne.
Wezmy n > 1 oraz A = [Uy, ..., U] € N(U,). Wtedy Ug N ... N Uy # 0. Niech pokrycie
U, bedzie jednostajnie ograniczone przez C. Wéwczas dla I,m € {0, ..., k} mamy:

d(pn(U1), pn(Un)) < diam(U;) + diam(Uy,) < 2C

Rodzina {p,(A) : A € N(U,)} jest wiec jednostajnie ograniczona przez 2C, p, jest
zatem bornologiczne. Zeby pokazaé, ze iy jest symplicjalne, zauwazmy, ze jezeli A =
[Uo, ..., U] € N(Uy), to UpN...NUy, # 0. Stad oczywiscie i(Up)N...Ni(Ug) D UpN...NUy #
0, zatem [i(Uy), ..., i(Ug)] € N(Up+1). Dowodzi to symplicjalnosci i,.

Pokazemy teraz, ze kompleks Cecha jest kompleksem zgrubnym. Wiemy juz, ze i, sa
symplicjalne, wezmy wiec n > 1 irozwazmy A(N (Uy,)). Jezeli [Uy, ..., U] € A(N(Uy,)), to
istnieje U € U, taki, ze U;NU # @ dla j = 0, ..., k. Wowczas oczywiscie U C St(U;,U,,) C
i(Uj), skad i(Up) N ... Ni(Ux) # 0. Zatem funkcja in i1 @ A(N(Up)) — NUns1) jest
symplicjalna.

Pozostaje pokazaé, ze kompleks Cecha jest kompleksem zgrubnym przestrzeni X.
Wezmy n > 1 i niech pokrycie U,,+1 bedzie jednostajnie ograniczone przez C. Wéwczas
oczywiscie dla U € Uy, zaréwno p, (U), jak i pp41 04y nt1 sa zawarte w pewnym zbiorze
U’ € Up41. Stad wniosek, ze p,, oraz pni1 0 in nt1 sa sobie C-bliskie.

Rozwazmy teraz funkcje bornologiczna f : K — X z kompleksu symplicjalnego K.
Jezeli rodzina {f(A) : A € K} jest jednostajnie ograniczona przez C, to wybierzmy
n takie, ze A(U,) > C. Zdefiniujmy funkcje fn+1 : K — N(Up4+1) nastepujaco: dla
kazdego wierzchotka v € K wybierzmy U, € U, taki, ze f(v) € U, i okre$lmy f,,+1(v) =
inn+1(Up). Z wyboru n widzimy, ze dla A = [vy, ..., v] € K zbidér {f(vo), ..., f(vg)} CU
dla pewnego U € Uy,. Wynika stad, ze iy, n41(Uyy )N...Nipnt1(Uy, ) D U # 0, zatem fp, 41
jest symplicjalne. Ponadto, jezeli pokrycie U,,+1 jest jednostajnie ograniczone przez D,
to oczywiscie d(f(v), pn+1 © fn+1(v)) < D. f oraz pp41 © fn+1 sa wiec D-bliskie.

Na koniec rozwazmy dwie funkcje symplicjalne f,g : K — N(U,) takie, ze p, o f
oraz p, o g sa d-bliskie. Niech ponadto zbiér {p, o f(A) : A € K} bedzie jednostajnie
ograniczony przez C za$ {p, 0 g(A) : A € K}-przez Co. Wtedy istnieje m > n takie, ze
AUm) > d + max{Cy, Ca}. Latwo wéwcezas zauwazy¢, ze dla A = [vg, ..., v;] € K zbidr
prno f(A)Uppog(A) jest ograniczony przez d+max{C1, Cs}, zatem istnieje zbiér U € Uy,
taki, ze p, o f(A)Uppog(A) C U. Latwo zauwazy¢ (jak wyzej), ze:

[in,m—i-l © f(v())y ) in7m+1 © f(vk)u in,m—i—l © g(vg), ) in,m—i—l © Q(Uk)] € N(Um—i—l)
zatem iy ;41 © g OTaZ iy m41 © g 53 sasiednie, g.e.d. L]

Kompleks Cecha przestrzeni X (z wybranym odpowiednim ciagiem pokryé¢ U =
{Uy, Uy, ...}) oznaczaé bedziemy Cechy(X) (lub po prostu Cechy(X)).

Zauwazmy, ze dokladnie tak samo, jak dla graféw, mozemy wprowadzi¢ pre-morfizmy
i morfizmy miedzy kompleksami zgrubnymi, zastepujac jedynie w odpowiednich miej-
scach relacje bliskoéci przez relacje sasiedztwa funkcji:
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11,2 12,3

Definicja 3.1.9. Pre-morfizmem kompleksow zgrubnych K = {K; — Ky =% ...} oraz
L ={L ey 2 ...} nazywamy zbidér funkcji symplicjalnych: F = {f; : K; —
Ly, i), % > 1} takich, ze dla kazdego k > 1 istnieje m > ng(k+1) takie, ze jy,.(k),m O fr ~e
jnp(k+1),m O fr41 0tk ky1:

J1,2 J J J J J
L1 T LnF(l) — ... = an(Q) — ... = Ln;:(3)

/fl /h/f3/)
Kl - Kz Kg
11,2

12,3 13,4

J

Definicja 3.1.10. Zbiorem morfizmoéw miedzy kompleksami zgrubnymi K i £ nazywamy
zbiér klas abstrakcji relacji ~;s na zbiorze pre-morfizméw z K do L, gdzie dwa pre-
morfizmy F,G : K — L uznajemy za réwnowazne (F ~;; G) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego k > 1 istnieje m > max{nr(k),ng(k)} takie, ze jy . (k) .m© fr ~c Jng(k),m© Ik

Ji,2 J J J J J
Ly ——...——= L) —— - —= Ly

~ _—

Tk Ik jofk
///jOQk

% i

Podobnie jak dla graféw, mozemy latwo stwierdzi¢, ze ztozenie dwoch morfizmdw jest
dobrze okreslone. Mozemy réwniez w dokladnie analogiczny sposob wyprowadzié¢ kilka
istotnych faktéw $wiadczacych o glebokiej analogii miedzy przestrzeniami metrycznymi i
odpowiadajacymi im kompleksami zgrubnymi:

Twierdzenie 3.1.11. Niech X, Y bedq przestrzeniami metrycznymi, zas K, L - odpo-
wiadajgcymi im kompleksami zgrubnymi z rzutowaniami: p, 1 K — X oraz g : L — Y.
Wéwczas istnieje naturalna bijekcja miedzy bornologicznymi funkcjami X — Y (z do-
kladnos$ciq do zgrubnej réwnowaznosci), a morfizmami KK — L, tzn. majgc dang funkcje
bornologiczng f : X — Y, istnieje dokiadnie jeden morfizm F : K — L taki, Ze ponizszy
diagram jest przemienny w wielkiej skali:

X

T

L

Y

K

i na odwrét: dla kazdego morfizmu F : K — L istnieje dokladnie jedno (z dokladnosciq
do zgrubnej rownowaznosci) przeksztalcenie bornologiczne f : X — Y uprzemienniajgce
powyzszy diagram.

Whniosek 3.1.12. Dowolne dwa zgrubne kompleksy symplicjalne przestrzeni metrycznej
X sq zgrubnie rownowazne.
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Whiosek 3.1.13. Kompleksy Cecha i Ripsa danej przestrzeni metrycznej X sq zgrubnie
rownowazne.

Whniosek 3.1.14. Jezeli przestrzen metryczna X jest zgrubnie rownowazna przestrzeni
Y, to odpowiadajgce im kompleksy zgrubne réwniez sq sobie zgrubnie rownowazne.

3.2. Wymiar asymptotyczny komplekséw zgrubnych

Jak pokazaliSmy wyzej, w kompleksie zgrubnym, tak jak w grafie zgrubnym danej prze-
strzeni metrycznej, przechowywana jest cala informacja dotyczaca danej przestrzeni ze
zgrubnego punktu widzenia. Po co zatem wprowadza¢ kompleksy zgrubne, jezeli grafy
sg obiektami duzo prostszymi? Okazuje sig, iz wiele niezmiennikéw zgrubnej réwnowaz-
noéci daje sie tatwo przettumaczy¢ na pewne wlasnosci komplekséw zgrubnych. Jednym
z takich pojeé jest wymiar asymptotyczny:

Definicja 3.2.1. Niech K = {K; % K - ...} bedzie zgrubnym kompleksem symplicjal-
nym. Wéwczas méwimy, ze K ma wymiar asymptotyczny < n, jezeli dla kazdego k > 1
istnieje | > k, kompleks symplicjalny L wymiaru < n oraz przeksztalcenia symplicjalne
f: Ky — L, g: L — K, takie, ze g o f jest sasiednie z iy :

Oznaczamy to Asdim(K) < n. Méwimy, ze K ma wymiar asymptotyczny n (Asdim(K) =
jezeli Asdim(K) < n oraz nie jest prawda, ze Asdim(K) < n—1. Podobnie, K ma wymiar
asymptotyczny oo, jezeli dla dowolnego n < oo nieprawda jest, ze Asdim(K) < n.

Jezeli kompleks zgrubny jest wymiaru < n, nie méwi nam to nic o wymiarach poje-
dynczych kompleksow symplicjalnych w kompleksie zgrubnym. Wiemy jednak, ze odpo-
wiednio dalekie zanurzenia jestedmy w stanie aproksymowaé¢ w wymiarze < n. Okazuje
sie, ze powyzsze pojecie jest niezmiennikiem zgrubnej réwnowaznosci zgrubnych kom-
plekséw symplicjalnych:

Stwierdzenie 3.2.2. Jezeli K = {K; LK, S .} oraz L = {Ly ER PN ..} sq
zgrubnie réwnowaznymi kompleksami zgrubnymi, to Asdim(KC) = Asdim(L).

Dowdd. Niech F': K — L oraz G : L — K beda pre-morfizmami takimi, ze G o F' ~,
Idi oraz F o G ~s Idy. Niech Asdim(L) < n, pokazemy, ze Asdim(K) < n. Jezeli
n = o0, jest to oczywiste, zalézmy zatem, ze n < co. Ustalmy k > 1, z zalozenia istnieja

m > np(k), kompleks symplicjalny M wymiaru < n oraz funkcje symplicjalne Ly, 1) hy

M 23 L,, takie, ze ho o hy ~¢ Jk,m- Poniewaz G oraz F' sg zgrubnymi réwnowaznosciami
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komplekséw, mozemy wziaé s > m oraz t > ng(s) takie, ze iy 4 (s) © s © Jnp(k),s © fr jest
bliskie iy, ¢

L
>N
o= Ly > oo == L ——> Ly ———> ..
e X

Widzimy stad, ze iy jest sasiednie z i (s)¢ © gs © Jnp(k),s © fr, t0 zas jest sasiednie z:

ing(s),t © gs © Js,m © ha o hy o f

Jezeli zatem wezmiemy (z wlasno$ci kompleksu zgrubnego) u > s takie, ze funkcja
it t A(Ky) — Ky jest symplicjalna, to okazuje sie, ze:

ikvu ~e inc(s),u ©gs© js,m ohgohyofy

Rzeczywiscie, obie funkcje (bez zlozenia z iy ,) sa sasiednie z i, (5) s © gs © Jnp(k),s © frs
wiec dla dowolnego sympleksu A € K} istnieje taki wierzcholek v € K3, ze obrazy A
przy obu powyzszych funkcjach zawieraja sie w St(v).

Udowodnilismy zatem, ze Asdim(K) < Asdim(L). Dokladnie analogiczne rozu-
mowanie pozwala stwierdzi¢ réwniez, ze Asdim(L) < Asdim(K), czyli Asdim(K) =
Asdim(L), q.e.d. O

Jezeli dany zgrubny kompleks symplicjalny odpowiada pewnej przestrzeni metrycz-
nej, mozna zauwazy¢ duzo wiecej: otdz tak zdefiniowany wymiar asymptotyczny jest w
istocie przeniesieniem wymiaru asymptotycznego przestrzeni metrycznej na odpowiada-
jacy jej kompleks:

Twierdzenie 3.2.3. Niech X bedzie przestrzenig metryczng, zas K = {K; RN K iR o}
wraz z bornologicznymi rzutowaniami py : K — X-odpowiadajgcym jej kompleksem
zgrubnym. Wowcezas Asdim(X) = Asdim(K).

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy pokazujac nieréwnosci Asdim(K) < Asdim(X) oraz
Asdim(X) < Asdim(K):

1) Asdim(K) < Asdim(X):

Jezeli Asdim(X) = oo, teza jest oczywista, niech wiec Asdim(X) = n < co. Wow-
czas z definicji wymiaru asymptotycznego mozemy wybraé wyraz po wyrazie taki ciag
pokryé¢ Uy, Us, ... przestrzeni X taki, zeby Uy bylto gwiazdowo wpisane w U1 dla k > 1,
lim,, 00 AM(Uy,) = 00, a ponadto kazde pokrycie Uy, mialo krotnosé < n + 1. Wéwezas
oczywiscie nerw kazdego pokrycia N (Uj) ma wymiar co najwyzej n, zatem kompleks
Cecha odpowiadajacy X i pokryciom Uy, Us, ... ma w oczywisty sposéb wymiar asymp-
totyczny < n. Poniewaz kompleksy KC oraz Cechy, (X) sa zgrubnie réwnowazne, maja
ten sam wymiar asymptotyczny, wiec Asdim(K) < Asdim(X), q.e.d.
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2) Asdim(X) < Asdim(K):

Podobnie jak wyzej, jezeli Asdim(K) = oo, teza jest oczywista, zatem niech Asdim(K)
n < oo. Niech U bedzie jednostajnie ograniczonym pokryciem X. Przyjmujac Uy = U
oraz ze wzgledu na rownowaznos¢ zgrubnych kompleksow symplicjalnych tej samej prze-
strzeni metrycznej, mozemy b.s.o. zalozy¢, ze K = Cechy, (X) dla pewnego ciagu pokry¢
U = U, Us, ... spelniajacego warunki wymienione w definicji kompleksu Cecha. Poniewaz
Asdim(K) = n, wiec istnieje k > 1, kompleks symplicjalny L wymiaru < n oraz funkcje
symplicjalne K 4, L K, takie, ze ho f ~¢ i1 . Zdefiniujmy pokrycie V przestrzeni
X jak nastepuje:

V={uU:Uel: f(U)=v,vel}

Jako pojedyncze elementy nowego pokrycia V bierzemy zatem sume tych elementéw U,
ktore przy odwzorowaniu f maja ten sam obraz. Pokrycie U jest oczywidcie wpisane w
V, musimy jeszcze pokazaé, ze V ma krotnosé¢ < n+ 1 oraz jest jednostajnie ograniczone.

Zalézmy nie wprost, ze pokrycie V ma krotno$é¢ przynajmniej n + 2. Istnieja wo-
bec tego takie elementy U, ...,U,+1 pokrycia U takie, ze ﬂ?iolUi # 0 oraz f(U;) =
v; dla ¢ = 0,...,n + 1, gdzie wierzchotki v; € L sa parami rézne. Wynika stad jed-
nak, ze [Up,...,Unt1] € N(U) = K;, zatem wobec symplicjalnosci funkcji f mamy
[V0, ..., Unt1] € L. Przeczy to jednak temu, ze dim(L) < n. Zatem rzeczywiscie pokrycie
VY ma krotnosé co najwyzej n + 1.

Pozostaje pokazaé, ze V jest jednostajnie ograniczone. Wybierzmy wierzchotek v € L,
wowczas wystarczy, ze pokazemy, iz dla dowolnych Uy, Us € U takich, ze f(Uy) = f(Us) =
v wielko$¢ diam(Uy UUs) daje sie ograniczy¢ przez stala niezalezna od wyboru v, Uy, Us.
Oznaczmy h(v) = W € Kj. Wiemy, ze odwzorowania h o f oraz i} sa sasiednie, zatem
i1x(U1) N W # 0 oraz iy ,(Uz) N W # (). Wiemy tez z wlasnoéci kompleksu Cecha, ze
Uj C i1k (Uj),7 = 1,2. Jezeli wiec pokrycie Uy, ktéremu odpowiada kompleks Kj, jest
jednostajnie ograniczone przez d < oo, to diam(U; U Us) < 3d, q.e.d. O

3.3. Spojnos¢ komplekséw zgrubnych i zgrubna geodezyj-
nos¢

Inng wlasnoscia, ktéra mozna przypisaé zgrubnym przestrzeniom metrycznym, jest zgrub-

na n-spojnoscé. Jest to wlasnosé o tyle inna od poprzednio omawianych, ze definiuje si¢ ja

odwolujac sie bezposrednio do odpowiadajacych danej przestrzeni metrycznej zgrubnych
komplekséw symplicjalnych:

Definicja 3.3.1. Méwimy, ze zgrubny kompleks symplicjalny K = {K; LK, S ...} jest
n-spdjny, jezeli dla dowolnego r > 1 istnieje R > r takie, ze funkcja i, g : |K,| — |KR|

indukuje zerowy homomorfizm na k-tej grupie homotopii 7 dla 0 < k < n.

Stwierdzenie 3.3.2. Zgrubna n-spdjnosé jest niezmiennikiem zgrubnej réwnowaznosci
wérod zgrubnych kompleksow symplicjalnych
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Dowdd. Niech K = {K; - Ko = ..} oraz L = {L; & Ly % ...} beda kompleksami
zgrubnymi, za$ F : K — L oraz G : L — K takimi morfizmami, ze G o F' ~j5 Idi i
F oG ~y Idp. Pokazemy, ze jezeli kompleks L jest n-spdjny, to kompleks K réwniez
taki jest. Ustalmy & > 1. Z definicji n-spdjnosci oraz G i F istnieja takie | > np(k) oraz
m > ng(l), ze:

® ikm ~c Ing(l);m © 91 © Inp(k), © Tk
e indukowane homomorfizmy 7, (| Ly, (x)|) I mq(|L1]) sa trywialne dla 0 < ¢ < n
J

. *J>LnF(k) d L

R &

Ky > Ky~ Ky

Wéwezas oczywiscie iy, (1),m©910dn (k)10 fx indukuje trywialny homomorfizm na 7, (| Ky|) —
7¢(|Km|) dla 0 < ¢ < n. Poniewaz jednak funkcja ta jest sasiednia z iy, : |Ki| — |Kp,
jest z nig homotopijna, zatem indukowany homomorfizm iy ,,, jest na odpowiednich gru-
pach homotopii trywialny, q.e.d. O

Majac powyzsze stwierdzenie na uwadze, mozemy zdefiniowaé n-spdjnosé przestrzeni
metrycznych:

Definicja 3.3.3. Méwimy, ze przestrzen metryczna X jest zgrubnie m-spdjna, jezeli
dowolny odpowiadajacy jej kompleks zgrubny K jest n-spojny.

Oczywidcie jezeli jeden odpowiadajacy danej przestrzeni metrycznej kompleks zgrub-
ny jest n-spéjny, to kazdy inny tez. Mamy tez stad natychmiast wniosek:

Whniosek 3.3.4. Zgrubna n-spojno$é przestrzeni metrycznych jest niezmiennikiem zgrub-
nej réwnowaznosci.

W doktadnie analogiczny sposob jesteémy w stanie zdefiniowaé homologiczng n-
spojnosé zgrubnego kompleksu symplicjalnego, a w rezultacie takze przestrzeni metrycz-
nej. Wszystkie powyzsze definicje i wnioski sa doktadnie takie same, z tym, ze badanie
grup homotopii zastepujemy badaniem odpowiednich zredukowanych grup homologii.

Pojecie zgrubnej n-sp6jnosci, chociaz nie jest zdefiniowane bezposrednio, ma pewne
wyrazne konsekwencje geometryczne. Zeby je badaé, najczesciej bedziemy odwolywaé
sie do zgrubnego kompleksu Ripsa odpowiadajacego pokryciom kulami domknietymi o
naturalnych promieniach (Rips.(X)), ze wzgledu na jego dosy¢ geometryczna i intuicyj-
na konstrukcje. Na poczatek zbadamy 0-spdjnosé¢. Zanim jednak to zrobimy, przyjrzymy
sie jeszcze pojeciu t-tancuchowej spojnosci przestrzeni dla pewnego t < co:

Definicja 3.3.5. Moéwimy, ze przestrzen metryczna X jest t-tancuchowo spdjna, jezeli
dla dowolnych x,y € X istnieje taczacy je t-tancuch, tzn. istnieje skoniczony ciag x =
X0y .y Ty, = Y taki, ze d(zi—1,2;) <t dlai=1,2,..,n.

34



Przestrzen tancuchowo t-spdjna dla pewnego ¢ < oo bedziemy ogdlnie nazywaé prze-
strzenia fancuchowo spdjng. Lancuchowa spdjnosé jest wiec w istocie wielkoskalowym
odpowiednikiem tukowej spdjnosci. Jezeli odejdziemy odpowiednio daleko i spojrzymy
na naszg przestrzen, wyda sie nam ona tukowo spdjna. Z wtasnosci tancuchowej spdjno-
$ci w oczywisty sposob wynika, ze dana przestrzen jest zgrubnie spéjna. W druga strone
jednak implikacja nie zachodzi, o czym moéwi ponizszy przyklad:

Przyktad 3.3.6. Niech X = {n? : n € N} bedzie przestrzenig ztozong z kwadratéw liczb
naturalnych, z metryka dziedziczong z prostej rzeczywistej. Przestrzen ta jest oczywiscie
zgrubnie spdjna, nie jest jednak tancuchowo spdjna. Istotnie, dla dowolnego ¢t < oo
istnieje n? € X takie, ze d(n?, X\{n?}) > t. Wystarczy wzia¢ chociazby n > t + 1,
wowczas d(n?, X\{n?}) > 2t + 1 > t. Punktu n? nie da si¢ wiec polaczyé t-tahicuchem z
zadnym innym punktem przestrzeni X.

Lancuchowa spdjnosé ma jak wida¢ wyrazng interpretacje geometryczna. Okazuje sie,
ze tak jak w przypadku przestrzeni metrycznych pojecia tukowej spéjnosci i 0O-spdjnosci
byly w istocie tozsame, przestrzen metryczna jest tancuchowo spdjna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest zgrubnie 0-sp6jna:

Stwierdzenie 3.3.7. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng. Wowczas nastepujgce wa-
runki sg réwnowazne:

1. X jest zgrubnie 0-spojna
2. Istnieje t < oo takie, Ze kompleks Ripsa |Ripsi(X)| jest spojny
3. X jest t-tanicuchowo spojna dla pewnego t < oo

Dowdd. (1)= (2): Poniewaz X jest 0-spdjna, istnieje ¢ < oo takie, ze zanurzenie

i1 : mo(|Rips1(X)|) — mo(|Ripsi(X)]) jest trywialne, czyli obraz |Ripsi(X)| zawiera sig
w jednej (lukowej) spojnej sktadowej |Rips;(X)|. Poniewaz jednak funkcja 41 4 jest iden-
tyczno$cia na wierzchotkach, wynika stad, ze |Rips:(X)| posiada tylko jedna skladowa,
jest zatem spdjny.

(2)= (3): |Rips¢(X)| jest spdjny, jest tez wiec (jako geometryczna realizacja pewnego
kompleksu symplicjalnego) tukowo spéjny. Dla dowolnych dwéch wierzchotkéw z,y € X
istnieje zatem Sciezka miedzy nimi, zlozona z krawedzi [x;, ;1] takich, ze d(x;, z;41) < t
dla kazdego i. X jest zatem tancuchowo spdjna, q.e.d.

(3)= (1): Latwo zauwazy¢, ze poniewaz X jest t-lancuchowo spdjna, to kazda geo-
metryczna realizacja kompleksu Ripsa |Ripss(X)| dla s > ¢ jest tukowo spdjna, zatem
mo(|Ripss(X)|) = . Stad latwo wynika, ze X jest zgrubnie 0-spéjna. O

Nieco mocniejszym pojeciem jest zgrubna geodezyjno$é przestrzeni metrycznej. De-
finicja jest bardzo prosta i bezposrednio wynika z niej, iz jest to niezmiennik zgrubnych
rownowaznosci:

Definicja 3.3.8. Méwimy, ze przestrzen metryczna X jest zgrubnie geodezyjna, jezeli
jest zgrubnie rownowazna pewnej przestrzeni geodezyjne;j.
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Stwierdzenie 3.3.9. Niech X bedzie przestrzeniqg metryczng. Wowczas nastepujgce wa-
runki s¢ rownowazne:

1. X jest zgrubnie geodezyjna

2. X jest O-spojna oraz istnieje t < oo takie, zZe funkcja identyczno$ciowa X —
Ripsi(X) jest bornologiczna

3. X jest 0-spdjna oraz istnieje t < oo takie, Ze funkcja identycznosciowa X
Ripsi(X) jest zgrubng réwnowaznoscig

Dowdd. (1)=-(2): Niech Y bedzie przestrzenia geodezyjna zgrubnie réwnowazna z X, i
niech f: X — Y bedzie zgrubna réwnowaznoscia. Y jest ukowo spdjna, jest wiec tan-
cuchowo spdjna, zatem X réwniez jest. Rozwazmy kompleksy zgrubne Rips.(X) oraz
Rips.(Y') wraz z odpowiednimi rzutowaniami p, : Rips.(X) — X, ¢« : Rips.(Y) — Y.
Wéwezas oczywiscie funkcja identycznosciowa Y pz ¢ Rips1(Y') jest bornologiczna. Niech
F : Rips.(X) — Rips.(Y) bedzie réwnowaznoscia komplekséw zgrubnych odpowiadaja-
ca f,zas G : Rips.(Y) — Rips.(X) - jej zgrubna odwrotnoscia. Woéwczas q.o f1 ~s fops,
skad f1 ~is idy o f o p,. Oczywiscie istnieje t > ngop(1) takie, ze i1 ~is (g o f)1, skad
wniosek, ze funkcja id : X — Rips;(X) jest bliska iy, ,.(1),¢ © gn,(1) © idy o f, ktéra jest
funkcja bornologiczna. id : X — Rips;(X) réwniez jest wiec bornologiczna, q.e.d.

f

L 7

Ripsi(X) h Ripsy, 1y (Y) 1
Rips(X)

(2)=(3): Jezeli id : X — Ripsi(X) jest bornologiczna, zas p: : Ripsi(X) — X
jest rzutowaniem identycznosciowym na X, to id o p = idpps,(x) oraz p oid = idx.
id : X — Ripsi(X) jest wiec zgrubna réwnowaznoscia.

(3)=(1): Oczywiscie jezeli X jest zgrubnie réwnowazna kompleksowi Ripsa Rips(X)
dla pewnego t < oo, jest rowniez réwnowazna kazdemu innemu kompleksowi Ripss(X)
dla s > t. Mozemy wiec z 0O-spojnoéci X dobra¢ ¢t < oo takie, ze X jest zgrubnie
réwnowazne Ripsi(X) oraz |Ripsi(X)| jest spojny. |Ripsi(X)| jest jednak przestrzenia
geodezyjna i zgrubnie réwnowazna Ripsi(X), co dowodzi tego, iz X jest zgrubnie geo-
dezyjna. O

Powyzsze stwierdzenie pozwala na przedstawienie doé¢ ciekawej charakteryzacji prze-
strzeni zgrubnie geodezyjnej. Jest to w istocie przestrzen taka, ktorej pewien kompleks
(a nawet graf!) Ripsa jest jej zgrubnie réwnowazny. Ponizszy przyklad pokazuje, ze jest
to pojecie istotnie mocniejsze od 0-spdjnosci:
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Przyklad 3.3.10. Niech X = R?\ Ugso Upso(k2%, k% + k) x (n?,n? +n). X jest wiec
w istocie plaszczyzna z wyjetymi parami roztacznymi prostokatami o rozmiarach k x n,
gdzie k i n przebiegaja wszystkie dodatnie liczby naturalne. Jako metryke przyjmujemy
metryke dziedziczona z R?. X jest oczywiscie tukowo spéjna, wiec tez 0-spojna. Jak sie
jednak okazuje, nie jest zgrubnie geodezyjna. Zeby to zobaczy¢, wezmy t € N i odpo-
wiedni graf Ripsa Rips;(X). Pokazemy, ze id : X — Rips;(X) nie jest bornologiczna.
Rozwazmy bowiem wszystkie wyciete prostokaty o jednym boku réwnym 2t oraz pa-
ry punktéw po przeciwnych stronach prostokatéw rozmieszczonych w potowie drugiego
boku:

2t 2t

Wszystkie one sa od siebie w odleglosci parami 2¢t. Poniewaz jednak nie ma globalne-
go ograniczenia gérnego na dlugosé drugiego boku prostokata, odlegtoéci miedzy od-
powiednimi parami wierzchotkéw w kompleksie Rips;(X) réwniez nie sa ograniczone.
id : X — Ripsy(X) nie moze by¢ zatem bornologiczna.

3.4. Zgrubna jednospdjnosé

Zgrubna 0-sp6jnosé ma, jak zobaczyliSmy, dosy¢ jasna interpretacje geometryczna. Co
jednak ze spéjnoécia w wyzszych wymiarach? Okazuje sie, ze wlasnosé zgrubnej 1 - spoj-
nosci (co bedziemy nazywaé zgrubna jednospéjnoscia) réwniez mozna tatwo zobaczyd,
cho¢ jej natura jest juz nieco inna. By ja opisaé¢, musimy wprowadzi¢ pojecie jednostaj-
nego generowania grupy podstawowej:

Definicja 3.4.1. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Méwimy, ze m1(X) jest jed-
nostagnie generowana, jezeli istnieje R < oo takie, ze kazda petla a € m(X) (jako
przeksztatcenie S — X) przedtuza sie do funkcji z byé¢ moze podziurawionego dysku
tak, ze kazdy tukowo spdjny otwér w obrazie ma S$rednice nie wieksza niz R.

Jezeli m (X)) jest jednostajnie generowana, oznacza to, iz kazda petle w tej przestrzeni
daje sie homotopijnie zastapi¢ przez sume odpowiednio malych petelek, potaczonych ze
soba. Patrzac z odpowiednio duzej odlegloéci przestrzen ta przypomina wiec przestrzen
o zerowej grupie podstawowej. Okazuje sig, ze dla przestrzeni geodezyjnych zgrubna
jednosp6jnosé odpowiada doktadnie jednostajnemu generowaniu grupy 71 (X):

Stwierdzenie 3.4.2. Niech X bedzie geodezyjng przestrzeniq metryczng. Wowczas row-
nowazne sq warunki:

1. X jest zgrubnie jednospdjna
2. istnieje t < oo takie, Ze m(|Ripsy(X)]) =0

3. istnieje t < oo takie, Ze m (|Ripss(X)|) =0 dla s>t
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4. m(X) jest jednostajnie generowana

Dowdd. (1)=(2),(3): Zauwazmy, ze poniewaz X jest geodezyjna, kazdy indukowany ho-
momorfizm i, : 71 (|Rips¢(X)|) — m1(|Ripss(X)|) dlat < s jest epimorfizmem. Rzeczywi-
Scie, dowolna petla w | Ripss(X)| jest homotopijna z petla o zawierajaca sie w skonczonej
ilosci krawedzi kompleksu. Kazda taka krawedz [v, w] taczy dwa punkty, ktére sa w X
w odleglosci nie wigkszej niz s. Poniewaz X jest geodezyjna, istnieje Sciezka miedzy v
i w o dlugoéci < s, ktérg mozna podzieli¢ na kawalki o dlugoéciach < ¢ i krancach w
punktach v = vy, ...,v, = w. Oczywiscie [v1,...,v,] € Ripss(X), zatem Sciezka [v,w] w
|Ripss(X)| jest homotopijna wzgledem swych koncow ze $ciezka utworzona z krawedzi
[V1, V2], vy [Un—1,vy]. Ta za$ jest obrazem pewnej Sciezki w |Rips;(X)| o tych samych
konicach v, w. Podobnie mozemy uczyni¢ ze wszystkimi innymi kawaltkami petli «, zatem
jej klasa homotopii jest obrazem pewnego elementu z 7 (|Rips:(X)|).

Poniewaz X jest zgrubnie jednospdjna, niech k > 1 bedzie takie, ze homomorfizm
ix @ m(|Rips1(X)|) — mi(|Ripsi(X)]) jest trywialny. Z powyzszego rozumowania na-
tychmiast wynika, iz m1(|Rips,(X)|) = 0 dlan > k, q.e.d.

(3)=(1): Dowdd jest natychmiastowy z definicji zgrubnej jednospdjnosci.

(3)=(4): Zalézmy, ze mi(|Rips;(X)|) = 0 i niech a bedzie petla w X. Poniewaz
kazda petle jestedmy w stanie aproksymowaé petla kawatkami geodezyjna, mozemy za-
tozy¢, ze a jest zlozeniem Sciezek geodezyjnych o dlugosci co najwyzej t: aq * ... % au,
gdzie o laczy punkty [vi_1,v;],v0 = v,. Petle te daje sie wiec zrealizowaé¢ w komplek-
sie |Ripsi(X)| jako Sciezke zlozona z krawedzi [v;_1,v;],i = 1,...,n. Wiemy jednak, ze
m1(|Rips¢(X)|) = 0, zatem petla ta jest homotopijna z przeksztalceniem stalym. Ho-
motopie te mozemy przedstawié jako przeksztatcenie D? — |Rips;(X)|, daje si¢ wiec ja
zrealizowaé korzystajac jedynie z 2-wymiarowego szkieletu |Rips;(X)|. Popatrzmy teraz
na kazdy 2-wymiarowy sympleks, przez ktéry przechodzi nasza homotopia, z osobna. Na
kazda krawedz w sympleksie miedzy wierzchotkami v, w mozemy patrzeé jak na $ciezke
geodezyjna w X z v do w. Oznacza to, iz brzeg takiego sympleksu daje si¢ zrealizowaé
w X jako petla o $rednicy nie wigkszej niz 2t. Rzeczywiscie, jezeli dwa punkty leza na
geodezyjnej odpowiadajacej jednej krawedzi, sa w odleglosci nie wiekszej niz ¢, zas biorac
sympleks [u, v, w] i dwa dowolne punkty z réznych krawedzi, b.s.o. z € [u,v], y € [v,w],
mamy:

d(z,y) < d(z,v) +d(v,y) <2t

Aplikujac nastepnie nasza homotopie sympleks po sympleksie mozemy tatwo stwierdzié,
iz nasza wyjsciowa petla o daje sie przedtuzyé do przeksztalcenia z podziurawionego
dysku tak, ze kazdy otwér w obrazie tej funkcji ma $rednice nie wigksza, niz 2t. Grupa
m1(X) jest wiec jednostajnie generowana, q.e.d.

(4)=(3): Zal6zmy, ze kazda petla w X przedtuza sie na dysk o otworach o érednicy
nie wigkszej niz t. Rozwazmy s > t oraz petle a w | Ripss(X)|. Poniewaz mozemy zalozy¢,
iz petla ta zawiera sie w 1-szkielecie |Ripss(X)|, petle te mozemy przedstawié jako petle
w X, gdzie zamiast krawedzi miedzy wierzchotkami bierzemy Sciezki geodezyjne miedzy
punktami. Petle te mozemy oczywiscie przedtuzyé do przeksztalcenia of z dysku D? z
pewngy, iloscig dziur na dysk w X o otworach o $rednicy co najwyzej t. Nastepnie dobierz-
my taka triangulacje wyzej wspomnianego dysku D? z dziurami, zeby kazdy sympleks
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A tej triangulacji (oznaczmy ja przez D) mial obraz o $rednicy co najwyzej t. Powyzsze
przeksztalcenie indukuje wiec funkeje symplicjalna |o/| : |D| — |Ripss(X)|. Rozwazmy
teraz dowolny otwér w obrazie o, niech [vg, v1],..[vn—1,v,] beda krawedziami takimi,
ze || ([vo, v1]), -y || ([Un—1, vn]) stanowi ograniczenie owego otworu. Zauwazmy jednak
ze poniewaz otwor ten ma $rednice nie wieksza niz t, sympleks [vg, ..., v,] € Ripss(X),
mozemy wiec przeksztalcenie |o/| przedluzyé do funkeji z |D| z doklejonym stozkiem nad
odpowiednim otworem. Postepujac tak dla wszystkich otworéw jednocze$nie widzimy,
ze |o/| mozemy przedtuzyé do funkeji o : D? — |Ripss(X)| takiej, ze aﬁ?Dz = «. Stad
oczywisty wniosek, iz « jest petla homotopijna z petla stala, zatem m (| Ripss(X)|) = 0,
q.e.d. O

Powyzszy wynik pozwala wyprowadzi¢ pewien prosty wniosek, utatwiajacy jednak
patrzenie na to, czym jest przestrzen zgrubnie jednospdjna:

Whniosek 3.4.3. Niech X bedzie zgrubnie geodezyjng przestrzenig metryczng. Wowczas
X jest zgrubnie rownowazna pewnej geodezyjnej przestrzeni jednospdjnej < X jest zgrub-
nie jednospojna.

Dowdd. (=): Grupa podstawowa przestrzeni jednospéjnej jest w oczywisty sposob jed-
nostajnie generowana, poniewaz zas zgrubna jednosp6jnosé jest niezmiennikiem zgrubnej
rownowaznosci, dzieki powyzszemu twierdzeniu otrzymujemy teze.

(«<): Poniewaz X jest zgrubnie geodezyjna, jest zgrubnie réwnowazna swojemu kom-
pleksowi Ripsa |Rips;(X)| dla odpowiednio duzego ¢ < oo. Poniewaz jest rowniez zgrub-
nie jednospéjna, z poprzedniego twierdzenia wynika, iz ¢ mozemy dobraé tak, by 71 (|Rips:(X)|) =
0. O

Powyzsze rozwazania pozwalaja wyprowadzi¢ jeszcze jeden, niezwykle ciekawy wnio-
sek: otoz kazda przestrzen zgrubnie geodezyjna i jednospdjna o wymiarze asymptotycz-
nym co najwyzej 1 jest ze zgrubnego punktu widzenia drzewem, a co wiecej: jest to
doktadna charakteryzacja drzewa ze zgrubnego punktu widzenia!

Twierdzenie 3.4.4. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng. Wowczas X jest zgrub-
nie rownowazne pewnemu drzewu wtedy i tylko wtedy, gdy jest zgrubnie geodezyjna 1
jednospdjna oraz Asdim(X) < 1.

Dowdd. (=): drzewo T, jako pewien graf, jest oczywiscie zgrubnie réwnowazne swej
geometrycznej realizacji |T|, jest wiec zgrubnie geodezyjne. Oczywiscie m(|T|) = 0,
fakt, ze Asdim(T) < 1 jest pokazany np. w [Bedl].

(<): Niech t < oo bedzie takie, ze m(|Ripsi(X)|) = 0 oraz funkcje id : X —
| Rips, (X)| sa zgrubnymi réwnowaznosciami dla n > ¢. Poniewaz Asdim(X) < 1, istnie-
je s > t, kompleks symplicjalny K wymiaru < 1 oraz funkcje symplicjalne Rips;(X) 4,
K % Ripsy(X) takie, ze g o f jest sasiednie z i; s : Rips;(X) — Ripss(X). Bez straty
ogolnosci mozemy zatozyé, ze K = f(Ripsi(X)). Ponadto, poniewaz 71 (| Ripsi(X)]) = 0,
mozemy zalozyé, ze K jest drzewem, zastepujac ewentualnie K przez jego uniwersalne
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nakrycie. Utozsamiajac X z odpowiednimi kompleksami Ripsa, otrzymujemy borno-
logiczne funkcje X Lk 4 x takie, ze g o f ~ys idx. Pozostaje nam wykazaé, ze
fog ~s idg. Z bornologicznosci f oraz tego, ze g o f ~js idx istnieje jednak stala
M < oo taka, ze dla dowolnego z € X: d(f ogo f(x), f(x)) < M. Jezeli wiec v jest do-
wolnym wierzchotkiem K, mozemy wziaé¢ x takie, zeby f(x) = v, skad d(fog(v),v) < M.
Funkcje f i g wyznaczaja zatem zgrubna réwnowazno$¢ X i K, q.e.d. O

3.5. Zgrubna spdjnos¢ w wyzszych wymiarach

Zbadanie przypadku zgrubnej jednospéjnosci z pewnoscia moglo dostarczyé¢ pewnych
intuicji, czym ogdlnie jest zgrubna n-spdjnosé dla n > 1. Intuicyjnie przestrzen n-spdjna
jest przestrzenia, ktéra - jezeli bedziemy si¢ stale od niej oddalaé - okaze si¢ z tego
punktu widzenia podobna do przestrzeni topologicznie n-spdjnej. Formalna charaktery-
zacja nie jest jednak taka prosta - proba powtérzenia wynikéw takich, jak dla zgrubnej
jednospdjnosci, konczy sie fiaskiem. Gléwng przyczyna takiego stanu rzeczy jest to,
iz geodezyjnosé przestrzeni jest wlasnoscig wystarczajaca, by moc ze sobg utozsamiaé
pewne odcinki w przestrzeni (geodezyjne) oraz krawedzie w grafie Ripsa, nie wystarczy
jednak do znalezienia podobnej odpowiednioéci dla wyzszowymiarowych symplekséw w
kompleksie Ripsa. Ponizsza sekcja ma na celu przedstawié¢ kilka przyktadéw $wiadcza-
cych o tym, iz stwierdzenia podane w poprzedniej sekcji nie uogdlniaja sie bezposrednio
na wymiary wyzsze niz 1.

Pierwszy przyktad pokazuje, iz dla przestrzeni geodezyjnej przestrzen moze by¢ 2-
sp6jna (lub ogdlniej: n-spdjna, n > 2), chociaz jej druga grupa homotopii nie jest jed-
nostajnie generowana. Wszystkie ponizsze przyklady podawane beda dla zgrubnej 2-
spéjnosci, doktadnie analogiczne mozna jednak poda¢ dla dowolnego stopnia zgrubnej
n-spojnosci, n > 2:

Przyklad 3.5.1. Niech X = R3\ Upen (0,1) X (2n,2n + 1) x (0,n). X jest zatem prze-
strzenig R3 z wyjetymi parami rozlgcznymi wnetrzami prostopadloécianéw o wymiarach
1 x1xn,n € N, jako metryke wprowadzamy metryke dziedziczona z R? poprawiona
do metryki geodezyjnej. Srednice brzegéw wyjetych prostopadloécianéw sa dowolnie du-
ze, grupa m2(X) nie moze wiec by¢ jednostajnie generowana. Latwo mozna sie jednak
przekonaé, ze uzyskana przestrzen jest zgrubnie réwnowazna R3. Jest ona ustalana na
przyklad przez oczywiste zanurzenie f : X — R3 oraz funkcje g : R? — X taka, ze
9(z,y,2) = ([z],y, 2), gdzie [z] jest wzieciem czesci catkowitej x. By zakonczy¢ nasz
przyklad wystarczy zauwazyé, ze R? jest oczywiscie zgrubnie 2-spéjna.

Powyzszy przyktad pokazuje w szczegdlnosci, ze dla wyzszych wymiardéw nie zachodzi
w jedna strone stwierdzenie 3.4.2. Ponizszy przyklad pokazuje, ze stwierdzenie to nie
musi zachodzié¢ réwniez w druga strone:
Przyktad 3.5.2. Niech X = R3\(0,1)x (0, 1) x (0, +00)Upen(—n,n) x (—n,n) x (n?,n?+
2n). X jest wiec przestrzenig R3, z ktérej usuwamy wnetrza parami rozltacznych szescia-

néw o rozmiarach 2n x 2n x 2n,n € N, usuwamy réwniez wnetrze nieograniczonego pro-
stopadloscianu, ktérego wnetrze przecina wnetrza wszystkich wspomnianych szeScianéw.
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Jako metryke na X bierzemy standardows metryke na R? poprawiona do geodezyjnej.
X jest $ciagalna, zatem 7o (X) jest w oczywisty sposob jednostajnie generowana. Latwo
zauwazy¢ (podobnie jak w poprzednim przykladzie), ze X jest zgrubnie réwnowazna
przestrzeni Y = R3\ Upen (—n,n) x (—n,n) x (n?,n% +2n), ktéra powstaje jak X z tym,
ze nie usuwamy wnetrza nieskonczonego prostopadloscianu (0, 1) x (0,1) x (0, +00). Me-
tryke rowniez dobieramy podobnie; tak, by Y byla geodezyjna. Pokazemy, ze Y nie jest
jednak 2-spéjna.

Rzeczywiscie, poniewaz w Y wnetrza usunietych szeScianéw sa dowolnie duze, dla
dowolnego t < oo grupa ma(|Rips:(Y')|) ma nieskoficzenie wiele generatoréw odpowiada-
jacych odwzorowaniom w brzegi odpowiednich szescianow, ktére to odwzorowania, dzieki
odpowiedniej triangulacji, latwo mozna przenie$é na |Rips,(Y')|. Dla kazdego generatora
mo(|Rips¢(X)|) istnieje s > t takie, ze homomorfizm indukowany i, : ma(|Rips:(X)|) —
ma(|Ripss(X)|) przeprowadza 6w generator na 0. Biorac jednak pojedyncze s > t, nie
wszystkie generatory ma(|Rips:(X)|) przechodza przy indukowanym homomorfizmie i,
na 0. Niektére bowiem, poniewaz wnetrza usunietych z Y szeScianéw sa dowolnie duze,
zostaja ponownie przeprowadzone na niezerowe generatory ma(|Ripss(X)|). Dowodzi to
tego, ze Y, a w konsekwencji réwniez X nie jest zgrubnie 2-spéjna.

Na koniec pokazemy, ze w ogdlnym przypadku (a takze w geodezyjnym) definicji
n-spdjnosci nie da sie zastapi¢ przez definicje moéwiaca, iz dla dostatecznie duzego t
zachodzi: 7, (|Ripss(X)|) = 0 dla s > t. Jak zobaczyliémy w twierdzeniu 3.4.2, definicje
te mozna stosowaé¢ zamiennie dla przestrzeni geodezyjnych i n = 1. Ponizszy przyktad
dowodzi jednak, ze nie jest tak dla n = 2, przez prosta modyfikacje mozna sie réwniez
przekonac, iz nie jest tak tez dla dowolnego n > 2 oraz dla n = 1, gdy pominiemy
zalozenie o geodezyjnosci przestrzeni:

Przyktad 3.5.3. Niech X = R*\(Upen(—n,n)x(—n,n)x (n?, n?+2n))U(Upen(—%, %) x
(—5,5)x (n?—2,n2+1)). Przestrzen X jest wiec przestrzenig R® z usunietymi wnetrzami
szeScianéw o rozmiarach 2n x 2n x 2n,n € N. Usuwamy ponadto wnetrza tuneli o
dtugodci krawedzi przekroju 5 taczace dwa szesciany o bokach 2n — 2 i 2n. Metryke na
X poprawiamy z metryki odziedziczonej z R? do metryki geodezyjnej.

Pokazemy na poczatek, ze dla dowolnego ¢t < oo istnieje s > ¢ takie, ze grupa
mo(|Ripss(X)|) jest niezerowa. Wezmy mianowicie s > t takie, zeby s = n dla pew-
nego n € N. Wéwczas, poniewaz Srednice brzegéw przekrojow tuneléow taczacych wne-
trza usunietych szescianéw o dhugosciach bokéw mniejszych od 2n sa w naszej metryce
nie wieksze niz n, przeksztalcenie ze sfery S? w brzeg usunietego szeécianu o bokach
2n — 2 daje sie zrealizowa¢ w kompleksie Ripss(X). Dla odpowiednio duzych n (takich,
by n < 2n — 2) jest to jednak przeksztalcenie niehomotopijne ze stalym. Stad wniosek,
iz. mo(| Ripss(X)|) jest nietrywialna.

Zeby zakonczyé przyklad pokazemy, ze X jest 2-spéjna. Poniewaz $rednice brzegéw
przekrojow tuneli taczacych kolejne szeSciany sg coraz wigksze, dla dowolnego t < oo gru-
pa mo(|Ripsi(X)|) jest generowana przez przeksztalcenia w brzegi usunietych szeScianéw
o brzegach nie wiekszych od pewnej stalej zaleznej od ¢, ktérych jest skonczenie wiele
(niektére moga by¢ zerowe). Latwo tez zauwazyé, ze jezeli weZmiemy generator odpowia-
dajacy odwzorowaniu w brzeg szeécianu o boku 2n, przechodzi on przy homomorfizmie
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ix @ ma(|Ripsi(X)|) — m2(|Ripsen(X)|) na 0. Stad wniosek, ze biorac odpowiednio du-
ze s > t homomorfizm indukowany i, : mo(|Ripsi(X)|) — m2(|Ripss(X)|) jest zerowy.
X jest zatem 2-spdjna, co chcieliSmy wykazad.
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