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1. Wstep

Roéwnaniami rézniczkowymi nazywamy rownania, w ktérych obok nie-
znanych funkcji uq, ..., u,, jednej lub wielu zmiennych wystepuja wystepuja
jej pochodne. Ogolne réwnanie rézniczkowe mozna zapisaé w postaci

ou; 0%u,;
1 F<a:1 ey Ty ULy wney Uy, { ]} , {—] } ) =
( ) ) 9 ) ) ) 9 axl ;211 44444 :1’ axilaxiQ Zl';zjlh;,;n, )
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gdzie F' jest zadang funkcja. Jesli F' jest funkcjg o wartosciach rzeczywistych,
to mamy do czynienia z jednym rownaniem rézniczkowym, jesli natomiast
wartoéci F' leza w R* k> 1, to méwimy o ukladzie réwnan rézniczkowych.
Jedli niewiadome funkcje uq, ..., u,, zaleza tylko od jednej zmiennej niezalez-
nej, to réwnanie (uktad) (1) jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym. Jesli
niewiadome funkcje zaleza od wielu zmiennych, to mamy do czynienia z réw-
naniem rézniczkowym czastkowym. Aczkolwiek teoria rownan rézniczkowych
czastkowych jest bardzo bogata i ma szerokie zastosowania praktyczne nie
bedziemy sie nig zajmowac i skoncentrujemy sie na rownaniach zwyczajnych
i ich uktadach. Podamy tu tylko kilka przyktadow

1. Réwnania Laplace’a i Poissona
Au=0, Au=f(z) gdzie Au= —.

2. Rownanie ciepta

— = Au.

ot
3. Réwnanie falowe

0%u A

— = Au.

ot2

4. Uktad 2 réwnan zwyczajnych

{dd% =f1(z, w1, uz2),

dd% :f2($7u17u2)~

1.1. Podstawowe definicje.

W teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych wygodnie jest interpreto-
wacé zmienng niezalezng jako czas, np. réwnanie

dvu(t)
dt

= f(t)
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wyraza zaleznos$¢ predkosci v w chwili ¢ czastki o masie m pod dzialaniem
sity f zaleznej od czasu t. Czesto pochodna funkcji wzgledem czasu oznacza
sie¢ kropka nad ta funkcja. Wéwczas powyzsze réwnanie przyjmuje postac

Definicja. Rzedem rownania rozniczkowego nazywamy liczbe naturalng
bedaca rzedem najwyzszej pochodnej wystepujacej w rownaniu.
Ogélne réwnanie rézniczkowe rzedu k zapisuje sie w postaci

(2) F(t,x,jc,ji,...,x(k)) =0,

gdzie x jest nieznana funkcja zmiennej t. Tradycyjny zapis réwnania (2)
wyglada nastepujaco

F(t,m(t), %(t),%(t),...,%(t)) ~0.

Definicja. Rozwigzaniem szczegdlnym réwnania (2) nazywamy dowolna
funkcje x zmiennej t okreslona na przedziale I = (a,b) C R, k-krotnie réz-
niczkowalna taka, ze po wstawieniu z i jej pochodnych do réwnania (2) otrzy-
mujemy tozsamos¢ na przedziale I. Zbiér wszystkich rozwigzan szczegdlnych
nazywamy rozwigzaniem ogolnym.

Przyklad. Rozwigzaniem szczegdlnym réwnania

gdzie f jest funkcja ciagla okre$lona na przedziale (a, b) jest dowolna funkcja
postaci

o(t) = [ f(r)dr,

to

gdzie ty jest ustalonym punktem przedzialu (a,b). Rozwiazaniem ogdlnym
tego rownania jest zbiér funkcji postaci

t
v(t) = / f(rydr +C, gdzie C eR.
to

Zauwazmy, ze ogdlnie funkcja F' wystepujaca we wzorze (2) wyraza zwia-
zek pomiedzy k+2 zmiennymi (¢, x, &, ..., a:(k)). Czesto ostatnia zmienna, czyli
z(®) | daje sie wyrazié¢ jako funkcje pozostatych k + 1 zmiennych (t,z,, ...,
(k=1 Méwimy wéwezas o réwnaniu rzedu k rozwigzanym wzgledem nag-
wyzszej pochodnej. Mozna je zapisa¢ w postaci

(3) e = ft,x, i, .., xFD),
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W szczegdlnosci, réwnanie rzedu pierwszego rozwigzane wzgledem pochodnej
wyglada nastepujaco

(4) i= f(t,x).

Przedstawimy teraz interpretacje geometryczna réwnania (4). W tym celu
zalézmy, ze f jest funkcja okreslona i ciagla w obszarze Q C R?. Rozwig-
zaniem szczegblnym réwnania (4) jest funkcja x = ¢(t) rézniczkowalna w
pewnym przedziale I C R taka, ze

d
d—f(t) = f(t, ¢(t)) dla kazdego t €1,
gdzie I jest otwartym odcinkiem w R. Wykres funkcji ¢ tzn. zbior {(t, ¢(t)) :
t € I} nazywamy krzywq calkowg réwnania (4). Zbiér wszystkich krzywych
calkowych réwnania (4) mozna utozsamiaé z rozwiazaniem ogdlnym tego
réwnania.

Z godnie z tym co zaobserwowalismy w Przykladzie 1 rozwiazan rowna-
nia (4) jest na ogdét bardzo duzo. Badanie struktury przestrzeni rozwiazan
bedzie jednym z naszych celéw. Czesto zachodzi potrzeba znalezienia rozwia-
zania, ktore w pewnej chwili ¢y przyjmuje ustalona wartosé¢ xo. Mowimy, ze
woéwczas rozwiazanie spelnia warunek poczgtkowy Cauchy’ego

(5) .T(to) = Xyp.

Podstawowe twierdzenie teorii rownan rézniczkowych powiada, ze jesli funk-
cja f jest ciaglag w () oraz posiada cigglag pochodna czastkowa wzgledem
zmiennej x, to dla dowolnych (¢g, z¢) € 2 istnieje doktadnie jedno rozwiaza-
nie réwnania (4) speliajace warunek (5). Innymi stowy, przez punkt (¢g, xo)
przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa.

1.2 Réwnanie wahadta matematycznego.

Wyprowadzimy teraz réwnanie wahadla matematycznego (réwnanie
hustawki). Zalézmy, ze w punkcie O = (0,0) uktady wspétrzednych (z,y),
przy czym o$ 0Y jest skierowana pionowy w dol, jest zaczepiona niewazka,
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sztywna ni¢ dtugosci [, na ktérej koncu znajduje sie czastka o masie m. Niech
v oznacza kat pomiedzy osig OY a kierunkiem nici.

Woéwecezas potozenie czastki w chwili ¢ wyraza si¢ przez
(1) r(t) = (Isinp(t),lcos ¢(t)).
7 godnie z drugim prawem mechaniki Newtona mamy
ma(t) = G+ R,

gdzie a(t) jest przyspieszeniem czastki, G = (0,mg) jest sily ciezkosci, a R
jest sita wyporu nici (sila odsrodkowa). Poniewaz przyspieszenie jest druga
pochodng potozenia wzgledem czasu dostajemy rownanie

2) mi(t) = G + R.

Roézniczkujac dwukrotnie (1) wzgledem czasu dostajemy

(3)
#(1) = (= U(@(0)” sin p(t) +1(2) cos (1), ~1(2(1)) cos () ~ (1) sin o (1) ).

Mnozac skalarnie réwnanie (2) przez wektor

e(t) = (cos (1), — sina (1))

jednostkowy i styczny do okregu po ktérym porusza sie czastka korzystajac
z (1) i (3) oraz z faktu, ze e L R dostajemy

ml@(t) = —mgsin p(t).

Zatem g
B(t) =~ sin (1)

Jest to réwnanie ruchu wahadla matematycznego. Poniewaz sinp ~ ¢ dla
malych ¢ dostajemy rowniez zlinearyzowane réwnanie wahadta



2. Szczegblne typy réwnan

Zajmiemy sie teraz rozwiazywaniem pewnych szczegdlnych typéw réwnan.
2.1. Réwnania nie zawierajace szukanej funkgji.
Jest to rownanie postaci

(1) &= f(t),

gdzie f jest funkcjg okreslona na przedziale I C R. Jedli f jest funkcja ciagta
na I, to rozwigzaniem ogdlnym (1) jest

x(t) Z/f(T)dT.

Natomiast rozwiazaniem problemy poczatkowego

x = f(t)v
<2) {l‘(to) = X9

jest
¢
r=pt)=x0+ [ f(r)dT.
to

Istotnie, funkcja I > ¢ — ¢(t) jest rézniczkowalna oraz

—— =f),  »lto) =9

Warto zauwazy¢, ze caly pas I X R jest wypelniony nie przecinajacymi sie
krzywymi catkowymi réwnania (1).

2.2. Réwnania nie zawierajace zmiennej niezaleznej.

Jest to réwnanie postaci

(3) & = g(x),

gdzie g jest funkcjg okreslong na przedziale J C R. Zauwazmy, ze jesli g zeruje
sie w pewnym punkcie z € J tzn. g(x) = 0, to z(t) = & jest rozwiazaniem
szczegblnym réwnania (3). Natomiast jesli g nie zeruje sie w przedziale J; to
réwnanie odwrocone

a1

de — g(x)
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jest réwnaniem, ktore nie zawiera szukanej funkcji ¢t = ¢(z). Zatem jesli g jest
ciagla, to jego rozwiazaniem ogdlnym jest

1

a rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania odwréconego
dt _ 1
{ dz og(z)?
t(x()) = t()

jest funkcja

t(x) =ty + /x ﬁdy.

W celu otrzymania rozwiazania oryginalnego réwnania (3) nalezy wyznaczy¢
x jako funkcje zmiennej t. Zauwazmy, ze caly pas R x J jest wypelniony nie
przecinajacymi sie krzywymi catkowymi réwnania (3).

2.3. Réwnania postaci i = h(at + bz).

Stosujac liniowa zamiane zmiennych

y = at + bz, y=a+bx

réwnanie to sprowadza si¢ do rOwnania nie zawierajacego zmiennej niezalez-
nej

y = a+ bh(y).
2.4. Réwnania o zmiennych rozdzielonych.
Roéwnaniem o zmiennych rozdzielonych nazywany réwnanie postaci

(4) f(t)dt + g(x)dx =0,

gdzie f i g sa funkcjami ciaglymi odpowiednio na przedziatach I i J. Za-
uwazmy, ze réwnanie to mozna zapisa¢ w postaci

xT

d( ttf(T)dTJr/x g(y)dy> =0,

0

z ktorej wynika, ze rozwiazanie ogélne (4) jest dane w postaci uwiktanej

5) / sr+ [ atan=c.
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gdzie C' jest dowolna stata. Jesli f(tg) # 0 lub g(xg) # 0, to rozwiazaniem
problemu Cauchy’ego

(4) { ig{)}gﬁ + g(z)dx z 270

jest

(5) /t f(r)dr + /33 g9(y)dy = 0.

to o

Istotnie potézmy

F(ta) = [ sryar+ | " g(y)dy.

to 0

Jesli f i g sa ciagle w przedziatach {|t —to| < A} i {|z —xo| < B}, to funkcja
F jest ciagla w prostokacie {|t — to| < A} x {|]z — z¢| < B} oraz posiada
pochodne czastkowe F{(t,x) = f(t), F.(t,x) = g(x). Ponadto F(to,z9) =0
oraz F).(to, zo) = g(z0) # 0 (lub F}(to, z0) = f(to) # 0). Zatem na podstawie
twierdzenia o funkcji uwiklanej w otoczeniu punktu tg istnieje funkcja z =
x(t) spelniajaca F(t,z(t)) = 0,z(ty) = zo (lub otoczeniu punktu z, istnieje
funkcja ¢ = t(z) spelniajaca F(z,t(x)) = 0,t(zo) = to).

2.5. Réwnania o zmiennych rozdzielajacych sie.

Sa to rownania postaci

(6) fi)gr(z)dt + fa(t)gz(z)dz = 0,

gdzie f1, f2 i ¢1,92 sa funkcjami ciaglymi. Zauwazmy, ze jesli fo(t) # 0 i
g1(z) # 0, to dzielac réwnanie (6) przez

fa(t)g1(x)

dostajemy réwnanie o zmiennych rozdzielonych

50 0200)
O g@”

Ponadto, jesli rownania f5(t) = 01 ¢g1(x) = 0 posiadaja rzeczywiste rozwia-
zania, to sa one rozwiazaniami szczegdlnymi (6).

Uwaga. Rownania o zmiennych rozdzielajacych si¢ stanowia podsta-
wowy typ réwnan catkowalnych za pomoca kwadratur. Catkowanie innych
réwnan odbywa sie poprzez sprowadzenie przy pomocy odpowiedniej zamiany
zmiennych do réwnan o zmiennych rozdzielajacych sie.
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2.6. Réwnanie zupetne.
Roéwnanie
(7) M (t,z)dt + N(t,x)dx = 0,

nazywamy zupelnym jesli jego lewa strona jest rozniczka pewnej funkcji
F(t,z) klasy C!, tzn.

(8) dF(t,z) = M(t,z)dt + N(t,x)dx.

Poniewaz druga rézniczka funkcji jest tozsamosciowo réwna zeru, wiec
0=d*F(t,z) = (ML(t,z) — N/(t,z))dt A dzx

Zatem warunkiem zupelnosci rownania (7) jest

(9) M (t,z) = N}(t,z) dla (t,z) € QcR%

Zauwazmy, ze réwnanie (7) moze tez wystepowaé w formie niesymetrycznej

(7 M(t,z) + N(t, x)‘;—f —0.

W celu scatkowania rownania (7) nalezy znalezé funkcje F', spelniajaca (8).

Wobweczas
F(t,x) =C

jest rozwiazaniem ogélnym (7). Poniewaz
dF(t,x) = F}(t,z)dt + F.(t, z)dx
wiec wobec (8) zachodzi
(10) F/(t,x) = M(t,x) oraz Fl.(t,z) = N(t,z).

Calkujac pierwsze réwnanie w (10) wzgledem t dostajemy
t
F(t,x) = / M(r,z)dr + C(x).
to

Nastepnie uwzgledniajac warunek zupetnoéci (9) oraz drugie réwnanie w (10)

t t
Fl(t,z) = | M.L(r,z)dr + C'(z) = | NL.(r,z)dr + C'(x)

to to

= N(t,z) — N(to,z) + C'(x) = N(t, ).
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Zatem
C’(az) = N(to, ).

Stad
Cl(a) = / N(to, y)dy — C

dla pewnego C' € R. Ostatecznie funkcja F (¢, x) dana wzorem

t x

(1) F(t.o) = [ M(rayir+ [ No.wdy
to Zo

spelnia (7) z warunkiem poczatkowych F'(tg,z¢) = 0.

2.7. Réwnania jednorodne.

Definicja. Funkcja f : R" — R nazywa sie jednorodng rzedu m € Ny
jesli dla dowolnego r € R zachodzi

(12) f(rz) =r"f(x) dla z € R".
Rownaniem jednorodnym nazywamy réwnanie postaci
(13) M(t,z)dt + N(t,x)dx =0,

przy czym funkcje M i N okreslone na R? sg jednorodne tego samego stopnia.
Przyjmujac w (12) r = t~1 dostajemy

M(t,z) = th<1, %) oraz N(t,z) = tmN<1, %)

Nastepnie wstawiajac do (13) i grupujac wnioskujemy, ze réwnanie jedno-
rodne mozna zapisa¢ w postaci

x x . x M(1,z/
(14 b k(5). e k(5) =T

7 powyzszego wzoru widzimy, ze w poczatku ukladu wspotrzednych réwna-
nie nie wyznacza zadnego okre$lonego kierunku pola. Zatem przez poczatek
uktadu nie przechodzi zadna krzywa catkowa. W celu scatkowania réwnania
(14) podstawiamy z(t) = t-y(t). Wowczas & = y+ty. Zatem (14) sprowadza
sie do réwnania o zmiennych rozdzielonych

ty = —y+ K(y).

10



3. Réwnanie liniowe.

Rownaniem lintowym rzedu 1 nazywamy réwnanie
(1) & +p(t)z = q(t),

gdzie p i ¢ sa funkcjami ciaglymi na przedziale I = (a,b). Jedli prawa strona
jest réwna tozsamosciowo zero, to réwnanie (1) nazywamy réwnaniem linio-
wym jednorodnym, w przeciwnym przypadku réwnaniem liniowym niejedno-
rodnym.

3.1. Wtasnosci réwnania liniowego.

Przed przystapieniem do calkowania réwnania (1) zanotujmy dwie wla-
snosci rownan liniowych.

Wtlasno$é 1. Rownanie liniowe pozostaje liniowe przy dowolnej zamia-
nie zmiennej niezaleznej t = h(7), gdzie h € C* ((11,72)), a = h(11),b = h(72)
oraz /(1) # 0 dla 7 € (11, 72).

Dowéd. Zauwazmy, ze warunek h'(1) # 0 dla 7 € (11, 72) gwarantuje
istnienie funkcji odwrotnej 7 = h™1(t). Ze wzoréw na pochodna zlozenia
funkcji oraz pochodng funkcji odwrotnej mamy

de  dz dhl(t) dz 1 dz 1

dt — drdt  dr 4L dr W(r)

Zatem wstawiajac t = h(7) do réwnania (1) dostajemy

dx

e +p(h(7')) b (T)x = q(h(T)) b/ (7).

Jest to réwnanie liniowe przy czym nowe funkcje p(r) = p(h(r)) - /(1) i
q(1) = q(h(7)) - (1) sa funkcjami ciaglymi. o

Wtasno$é¢ 2. Réwnanie liniowe pozostaje liniowe przy liniowej zamianie
szukanej funkcji

= f(t)y+g(t),

gdzie y jest nowa szukana funkcja, f,g € C! ((a,b)) przy czym f(t) # 0 w
(a,b).

Dowdd. Rézniczkujac wzgledem ¢ mamy
= fy+ fi+g
Zatem po wstawieniu do (1)
fy+fi+g+p(fy+9)=q
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Stad wobec zalozenia, ze f(t) # 0 w (a,b),

+fpy:q—g'—pg o
f Fo

gl

3.2. Réwnanie liniowe jednorodne.
Rownaniem liniowym jednorodnym rzedu 1 nazywamy réwnanie
(2) &+ p(t)r =0,
gdzie p jest funkcja ciagla na przedziale I = (a,b). Zauwazmy, ze zapisujac

réwnanie (2) w postaci
dx + p(t)xdt =0

dostajemy rownanie o rozdzielajacych sie zmiennych. Oczywiscie z(t) = 0 jest
jego rozwiagzaniem szczegdlnym. Zakladajac, ze x(t) # 0 mozemy rozdzieli¢
zmienne

Calkujac
In|z| =— /p(t)dt + Ch.

Stad
£(t) = + exp{C1} - exp{— / p(t)dt}.

Zatem uwzgledniajac rozwiazanie zerowe dostajemy wzoér na rozwiazanie
ogolne

(3) 2(t) = Cexp{— / p(t)dt}, gdzie C eR.

Z powyzszego wzoru wynika, ze rozwiazanie ogélne rownania (1) jest prze-
strzenia liniowa wymiaru 1 nad R. Rozwiazaniem problemu Cauchy’ego

, T+pt)r =0,
(2 ) { III(t()) = X0

z(t) = xg exp{—/t p(T)dr}.
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3.3. Réwnanie liniowe niejednorodne.

Twierdzenie 1. Jesli x1 = x1(t) jest rozwigzaniem szczegolnym réwna-
nia liniowego niejednorodnego (1), to rozwigzanie ogdlne tego réwnania jest
dane wzorem

(4) :L‘:azl—l—z,

gdzie z jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania liniowego jednorodnego (2).
Dowéd. Wstawiajac (4) do (1) mamy

T+pt)r =21+ 24+ p(t)(x1+ 2) =21 +p(t)r1 + 2+ p(t)z = q(t).
Zatem wzér (4) daje rozwiazanie réwnania (1). Z drugiej strony latwo zauwa-

zy¢, ze réznica dwoch rozwiazan réwnania (1) jest rozwiazaniem réwnania
(2). o

Podstawiajac w (4) postaé rozwigzania ogélnego réwnania jednorodnego
(2) dostajemy wzor na rozwiazanie ogélne réwnania niejednorodnego(1)

(5) r =1x1+ Cexp{— /p(t)dt}, gdzie C € R,

natomiast z; jest rozwigzaniem szczegélnym réwnania (1). Z twierdzenia 1
wynika, ze w celu znalezienia rozwiazania ogdlnego rownania niejednorodnego
(1) wystarczy znalez¢ jedno rozwiazanie szczegdlne tego réwnania. Mozna to
zrobi¢ metoda Lagrange’a, ktora polega na uzmiennianiu statej C' we wzo-
rze (3) na rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego. Mianowicie szukamy
rozwiazania szczegdlnego réwnania (1) w postaci

(5) o(t) = Clt)exp{~ [ plt)d).
Rézniczkujac (5) wzgledem ¢ mamy
#(t) = C(t) exp{— / £)dt} — C(t)p(t) exp{— / t)dt}.
Po wstawieniu do (1) i skréceniu dostajemy
C(t) = atyexp [ plt)d).

Stad
C(t) = /q(t) exp{/p(t)dt}dt +C.
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Podstawiajac to wyrazenie do (5) dostajemy wzér na rozwiazanie ogdlne
réwnania (1)

©  a)=en(~ [podr(c+ [a@el [ o).

Rozwigzaniem problemu Cauchy’ego

l‘(fo) = X9

(1/) { x —}-p(t)x = q(t),
jest

0 0 =ewi- [ :pmdﬂ» (vo+ | ©esol | plrirhe ).

3.4. Réwnanie Bernoulliego.
Rownaniem Bernoulliego nazywamy rownanie postaci

(8) &+ flt)e =g(t) - 2%,

gdzie f i g sa funkcjami ciaglymi, natomiast a € R. Jedli @« = 0 lub a =
1, to réwnanie (8) jest réwnaniem liniowym. W przeciwnym wypadku jest
to réwnanie nieliniowe, ktére tatwo sprowadza si¢ do rownania liniowego.
Mianowicie dzielgc obie strony przez x®

LS = g0),

l—«

a nastepnie wprowadzajac zmienng y = x (wowcezas ¢ = (1 — a)x/x®)

dostajemy réwnanie liniowe
—— + f(y = g(t).
1 -«
Zauwazmy jeszcze, ze jesli a > 0 to x = 0 jest rozwigzaniem szczegdlnym
réwnania Bernoulliego (8). Jest ono osobliwe o ile 0 < o < 1.
Uwagi.
1. Tylko szczegdlne réwnania caltkujg sie przez kwadratury, n.p. rowna-
nie £ = x? + t nie rozwiazuje sie przez kwadratury.
2. Rownania, ktére mozna rozwiazaé przez kwadratury bywaja uzy-
teczne jako przyktady.
3. Czasami otrzymuje si¢ skomplikowany wzér na rozwiazanie, z ktorego
trudno wywnioskowaé wtasnosci rozwigzan. Wilasnosci te czasami mozna uzy-
skaé stosujac metody jakosciowej teorii rownan rézniczkowych.
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4. Twierdzenia o istnieniu rozwigzan.

4.1. Zasada Banacha.

Niech f bedzie funkcja okre$lona na odcinku I = [a,b] o wartodciach
wektorowych w R¥, tzn. f = (f1,s fr) gdzie f; : [ — R dlai =1,.. k.
Catke Riemanna funkcji f okreslamy wzorem

/abf(t)dt = (/ab fl(t)dt,...,/ab fk(t)dt> c RF.

Norme euklidesowa wektora w = (wq, ..., wi) € R* definiujemy przez

k

il = (3 jw?) "

i=1

Fakt 1. Jedli istnieje catka Riemanna funkcji f : I — R”, to

[ sl < [ 15

Fakt 2. Jedli f jest funkcja ciagla na I, to jest ona catkowalna w sensie
Riemanna.

Definicja. Niech (M, p) bedzie przestrzenig metryczna. Odwzorowanie
A : M — M nazywamy zweZajgcym jesli istnieje stata 0 < A < 1 taka, ze dla
dowolnych z,y € M mamy

p(Az, AY) < Ap(z,y).

Latwo zauwazy¢, ze odwzorowanie zwezajace jest ciagte.

Definicja. Punkt xy € M nazywamy punktem stalym odwzorowania
A:Mw— M jedli Axg = xg.

Przyklad. Niech 4 : R* — R” bedzie odwzorowaniem liniowym, tzn.
Az = Mz dla pewnej macierzy M € M (k x k). Wéwcezas punkt 0 jest punk-
tem stalym odwzorowanie A. A jest odwzorowaniem zwezajacym wtedy i
tylko wtedy, gdy moduty wartosci wtasnych wlasnych macierzy M sa mniej-
sze od 1.

Twierdzenie (Banacha o punkcie stalym). Niech A bedzie odwzoro-
waniem zwezajgcym przestrzeni metryczne], zupetnej M w siebie. Wowczas
istnieje doktadnie jeden punkt staly odwzorowania A. Ponadto, jest wyzna-

czony jako granica ciggu {A"z}, gdzie x jest dowolnym punktem przestrzeni
M.
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Dowdéd. WeZzmy dowolny punkt & € M i oznaczmy d = p(z, Az). Ko-
rzystajac z definicji odwzorowania zwezajacego oraz indukcji matematycznej
latwo zauwazy¢, ze dla n € Ny zachodzi

p(A™E, AMTLE) < A4,

gdzie 0 < X < 1. Poniewaz szereg Y -, A\"d jest zbiezny, wiec ciag {A"2}72
jest ciggiem Cauchy’ego w M. Wobec zupelnosci przestrzeni M istnieje gra-
nica

lim A"z = x.

n—oo

Korzystajac z cigglosci odwzorowania A dostajemy

Ar = A lim A"% = lim A% = 2.

n—oo n—oo

Zatem zx jest punktem stalym A. Jesli y tez jest punktem stalym A, to
poniewaz

p(x,y) = p(Az, Ay) < Ap(x,y)

oraz A < 1, wiec musi zachodzié¢ p(z,y) =0. Stad z =y. ©
4.2. Warunek Lipschitza.

Definicja. Niech V' bedzie otwartym podzbiorem X = R oraz I =
[a,b] C R. Méwimy, ze odwzorowanie

FiIxVie X

spelnia warunek Lipschitza ze stala L < oo jesli dla dowolnych ¢t € I oraz
1,22 € V zachodzi

(8 x1) = f(t, @) || < L1 — 2.

Przyklad 1. Niech V bedzie zbiorem wypuklym oraz f: I xV — X
bedzie ciagla i rézniczkowalna wzgledem z € V. Jesli ||V, f(t,z)|| < L dla
tel, x eV, to f spelnia warunek Lipschitza ze stata L.

Dowdd. Dla x1 # x5 € V niech y = Hij:iill‘ Korzystajac z twierdzenia
o wartosci $redniej mamy wobec wypuktosci V'

F(tws) = f(t,21) + %(t,wdy.
Zatem
xo a
1 (t,22) — F(t,an)] < / | \|a—§<t,y>udygLsz—x1|r. o
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Przyktad 2. Niech
f(t,z) = Vx dla x > 0.

Wéwezas f nie spelnia warunku Lipschitza na V' = (0, 00), lecz spelnia ten
warunek na dowolnym zbiorze V', ktérego domkniecie nie zawiera zera.

Lemat 1. Niech I = [a,b] bedzie zwartym przedziatem, a X 'Y prze-
strzeniami metrycznymi. Jesli odwzorowanie f : I x X — Y jest ciggle, to
dla kazdego o € X istnieje kula B = B(xg,r),r > 0 taka, Ze zbior f(I x B)
jest ograniczony w'Y .

Dowdd. Ustalmy xyp € X. Wobec ciagtosci f dla kazdego t € I istnieje
kula B} = B(t,r;) C I oraz kula B = B(zg, p;) C X takie, ze zbior

f(B; x BY)

jest ograniczony w Y. Kule B}, t € I pokrywaja zbiér zwarty I. Zatem mo-
zemy wybra¢ skoficzong iloéé kul B} , ...., B} , ktéra tez pokrywa I. Pol6ézmy

B = B(zo,r), gdzie r=min (p,, ...,ptn) > 0.

Wobweczas
n

fIxB)c | f(B} xB)

i=1

jest ograniczony w Y. .
4.3. Twierdzenie Picarda.

Sformutujmy teraz jedno z najwazniejszych twierdzen teorii réwnan roz-
niczkowych.

Twierdzenie (Picarda o lokalnym istnieniu i jednoznacznosci rozwia-
zan ukltadéw réwnan rézniczkowych). Niech I = [a,b] C R oraz niech V' bedzie
obszarem w X = R*. Niech ty € (a,b), o € V oraz niech f : I xV — X
bedzie odwzorowaniem cigglym spetniajgcym warunek
(L) istnieje kula B = B(xg,m1) C V,r1 > 0 taka, Ze f spelnia na I x B

warunek Lipschitza ze stalg L < oo tzn.

|f(t,z1) — f(t,x2)|| S L-||lx1 — 22| dla te€l, x,29 € B.

Wowczas istnieje T > 0 takie, ze na odcinku (to—T,to+7) problem Cauchy’ego

" o, 1

.fI?(to) = X9

ma dokladnie jedno rozwigzanie.
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Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze problem Cauchy’ego (1) jest réwno-
wazny poszukiwaniu rozwiazaniu réwnania catkowego

(2) x(t) = o + t f(s,z(s))ds

Istotnie jesli x jest rozwiazaniem (1), to z jest funkcja ciagla i calkujac
(1) z uwzglednieniem warunku poczatkowego dostajemy (2). Odwrotnie jesli
mamy rozwiazanie (2), to poniewaz f(s,z(s)) jest funkcja ciaggla mozemy
zrézniczkowaé z(t) dostajac (1), a wiec z(t) jest klasy Cl. Nastepnie za-
uwazmy, ze na mocy Lematu 1 spetlniony jest warunek:

B. Istnieja ro > 0 oraz M < oo takie, ze

|f(t,z)|| <M dla (t,z) € I x B(xzg,r2).

Niech 71 > 0 bedzie takie, ze [tg — 71,to + 71] C I. Dla 7 < 71 wprowadzamy
przestrzen metryczna (M, p), gdzie

M ={g € C®[to—7,to +7); X) : [lg(t) —woll <72 dla |t —to| <7},

p(g91,92) = sup lg1(t) — g2(t) |-
te[to—T,t0+T]

Jest jasne, ze (M, p) jest przestrzenia metryczna. Wykazemy, ze jest to prze-
strzen zupelna. Istotnie granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciaglych
jest funkcja ciagla. Ponadto, jesli wystepujace w ciggu Cauchy’ego funkcje
gn spelniaja warunek

lgn(t) — zo|| < 7o dla |t —to] < T,

to rowniez granica tego ciagu g = lim,,_. - g, spelnia ten warunek, gdyz dla
dowolnego € > 0 istnieje m € N takie, ze ||g,, — xo|| < €. Zatem

lg = zoll < llg = gmll + lgm — zol < e+ 2.

Na przestrzeni M definiujemy odwzorowanie

t

(3) Alg)(t) =zo+ | f(s,9(s))ds.

to
Wykazemy, ze
1° A: M — M,
2° Jesli 7 jest dostatecznie male, to A jest odwzorowaniem zwezajacym.
Ad. 1°. Niech g € M. Wéwczas dla gy = g na mocy warunku B mamy

t

p(A(9),90) = sup  |lzo+ f(s g(s))ds — zo||
te[to Tt0+T

sup / 1f(s,9(s))|ds

te to Tt0+T

<M-1 gdy 7<T.
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Zatem jesli 7 < min(ry/M,re/M, 1), to spelniony jest warunek 1°.

Ad. 2°. Niech g1, g2 € M. Wéwczas na mocy warunku (L) mamy

p(A(g1), A(g2))

t t

= sup |xo+ f(5,91(s))ds — wg — f(s,92(s))ds|
[t—to| <7 to to
t
< sup 1/ (s, 91(5)) = f(s, 92(5)) | ds
[t—to|<T Jto

< sup  sup L-|lgi(s) — g2(s)l - [t — Lol
[t—to| <7 s€[to,t]

S L-1 '0(91792)-

Zatem jesli 7 < 1/L, to A jest odwzorowaniem zwezajacym.
Ostatecznie na mocy twierdzenia Banacha o punkcie stalym jesli

. re T2 1
< SArY As /0

7 < min(7my Y L)

to istnieje doktadnie jedno g € M takie, ze Ag = g. Zatem funkcja x = g

ciagla na [ty — 7, o + 7] spelnia réwnanie catkowe (2). Z tego co bylo powie-

dziane na poczatku dowodu wynika, ze = jest funkcjg klasy C! spelniajaca

(1). o

Twierdzenie Picarda méwi o istnieniu rozwiazania na pewnym odcinku
czasu (tg — 7,to + 7). Jesli weZmiemy punkt t; lezacy blisko prawego konca
tego odcinka i warto$¢ znalezionego rozwiazania w tym punkcie oznaczymy
przez x1 = x(t1), to mozemy rozpatrywaé problem

{:i: = f(t, @),

ill'(tl) =X1.

Jedli dla punktu (1, 21) spelnione sa zalozenia twierdzenia Picarda, to ist-
nieje jedyne rozwiazanie powyzszego problemu na pewnym odcinku (#; —
T1,t1+71), ktore pokrywa sie z pierwotnym rozwigzaniem w otoczeniu punktu
t1. W ten sposéb mozemy przedtuzyé¢ rozwiazanie w prawo, i analogicznie w
lewo. Tym nie mniej okazuje sie, ze rozwiazanie nie musi przedtuzaé si¢ na
caly odcinek I, gdyz 7 w dowodzie twierdzenia Picarda zalezy od punktu

(to,zo).

Przyklad. Rozwiazaniem problemu

T =22 41,
z(0) =0

jest funkcja x(t) = tgt okreslona dla |t| < 7 /2.

19



Twierdzenie Picarda méwi nie tylko o istnieniu rozwiazania, ale pozwala
je znalez¢ metoda kolejnych przyblizen. Mianowicie rozwiazanie jest granica
ciggu A"go, gdzie A jest dane przez (3) a go = xg.

Przyklad 1. Szukamy rozwiazania problemu

Wéwezas f(t,z) = z,tg = 0,29 = 1. Stosujac metode kolejnych przyblizen
dostajemy

90:17

t 1
m@%:vgﬂf@gMQMs:1+A lds =111,

2

t 1
w) =1+ [ g =1+ [((+aa=1+04 5,

2 tn

t
t
gn(t) =1 +/ gn—1(s)ds =1+1t+ - + ...+ —.
0 2 n!

Widzimy, ze ciag g, zbiega lokalnie jednostajne do funkcji z(y) = €.

Przyktad 2. Szukamy rozwiazania problemu
351 = T2,
{ To = —21,
x1(0) =0, z2(0)=1.

Kolejne przyblizenia maja postac

ai() ~ 0, g (1) -1,

i) = Jygb(s)ds=t, @) =1+ fi(—ab(s)ds =1,
9(t) = Jogi(s)ds =1, B =1+ [l (~gl(s)ds =12
Ay =fiBeds=t—5, @) =1+ [j(~gd(s)ds=1-1,

itd. Ostatecznie

4.4. Twierdzenie Peano. Metoda tamanych Eulera.

Podamy teraz twierdzenie Peano o istnieniu rozwiazania problemu (1)
przy zalozeniu, ze prawa strona rownania jest funkcja ciagla.
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Twierdzenie (Peano o istnieniu rozwiazania). Niech I = [a,b] C R
oraz niech V bedzie obszarem w X = RF. Niech ty € (a,b), zog € V oraz niech
f:IxVi— X bedzie odwzorowaniem ciggltym. Wowczas istnieje T > 0 takie,
ze na odcinku (tog — 7,tg + 7) problem Cauchy’ego

" (,, 1o

.fI?(to) = X

ma przynajmniej jedno rozwigzanie.

Szkic dowodu. Rozwiazanie na prawo od punktu fy aproksymuje sie
ciggiem tamanych w nastepujacy sposob. Ustalmy krok h > 0. Rozpatrujemy
punkty odcinka I

top, t1=to+h, ty=tog+2h,..,t,=1ty+nh
oraz punktu zbioru V'
o, L1 = .Io—l-f(to, SCO)h, o = .Il—l-f(tl, a:l)h, ey Ly = ZI?n_l—l—f(tn_l, ZI?n_l)h.

Liczbe krokéw n dobiera sie tak, aby wszystkie punkty (¢;, x;) lezaly w dzie-
dzinie funkcji f. Nastepnie konstruujemy tamana

l‘h(t) =x; + f(tz,xz)(t — tl) dla ti S t< ti—l—l, 1= 0, 1, ey N — 1.

Dowodzi si¢, ze ciag tamanych Eulera z; dla h — 0 zbiega na pewnym
odcinku [tg,tg + 7) jednostajnie do rozwiazania problemu (1). Analogicznie
aproksymujemy rozwiazanie na lewo od punktu . o

Uwaga. W praktycznym zastosowaniu metoda tamanych Eulera jest
malo uzyteczna, gdyz szybkos¢ zbieznosci przyblizen do rozwiazania jest
mata. Czesciej w obliczeniach numerycznych postugujemy sie aproksymacja
ciggiem tzw. funkcji gietych tzn. sklejonych z kawatkéw wielomianéw usta-
lonego stopnia. Jedng z metod numerycznych jest metoda Runge-Kutty’ego
stopnia 3, w ktorej kolejne punkty x; sa zadane wzorami

Tiaq = oy + UV W

6

gdzie

w; = f(ti,x;), vi=f(t; +h/2,z;+u;/2), w;= f(t; +h,x; + 20; — u;).

Przyktad. Rozwazmy problem

{ 2(0) _ (2)\/5
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Wéwezas rozwigzaniem jest oczywiscie funkcja z(t) = 0. Lecz dla dowolnego
C > 0 rozwigzaniem jest rowniez funkcja

0 gdy t < C,
zot) = {(t—0)2 gdy t > C.

Tak wiec nasz problem nie ma jednoznacznego rozwigzania. Zauwazmy, ze
funkcja t + 4/t nie spelnia warunku Lipschitza na [0,00), a wiec nie sa
spelnione zalozenia twierdzenia Picarda-Lindelofa.

4.5. Réwnania z prawa strong analityczna.

Zalézmy, ze prawa strona réwnania (1) jest funkcja analityczna, tzn.
przedstawia sie w postaci szeregu potegowego

o0

flta) =" a;i;(t—to)'(x — x0)

i,j=0
zbieznego bezwzglednie dla [t — to| < 71, | — z¢| < 9. Wowezas zachodzi

Twierdzenie (Cauchy’ego). Zagadnienie Cauchy’ego (1) z prawg strong
analityczng w otoczeniu punktu (tg, xo) ma jednoznaczne rozwigzanie bedgce
funkcja analityczng o dodatnim promieniu zbieznosci.

Zatem rozwiazania problemu (1) mozna szukaé¢ w postaci szeregu pote-
gowego

z(t) = ibi(t —t)".
=0

Wstawiajac ten szereg do réwnania i porownujac wspétczynniki przy pote-
gach (t — o) kolejno obliczamy wspdtczynniki b;.

Przyklad. Niech z(t) = >, b;t" bedzie rozwiazaniem problemu

{ i(()) 1

Woéwezas x(0) = by = 1. Nastepnie poniewaz

B(t) =) ibt' Tt =) (i + 1)bigat’
i=1 i=0
dostajemy
b1 = 1, 2b2 = bl, 3b3 = bQ, ceey (Z + l)bi—|—1 = bi,
Zatem
y o =1,
i = oraz x(t)—zgﬂt—e.
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4.6. Rownania rézniczkowe wyzszych rzedow.

Definicja. Réwnanie rézniczkowym rzedu k rozwigzanym wzgledem
najwyzszej pochodnej nazywamy rownanie

dFx dx dF—1y
<t7x’ >’

4 — =F — ey,
) dtk dt’ 7 dtk—1

gdzie F(t,2,uq, ..., up—1) jest funkcja okreslona w I x Q, Q C R”.
Definicja. Rozwiazanie rownania (4) nazywamy funkcje ¢ : I — R
klasy C™ taka, ze
dk—l

1°. Dla kazdego ¢ € I, ((t), do ), ..., St(t)) € Q;
2°. Dla kazdego t € I,

. k—1
CéTf(ﬂ _ F(t,@(t); Ccil_gto(t)’ en Cciltk—slo(t))

Przyklad. Rownanie & = —z jest réwnaniem rzedu 2. Jego rozwigza-
niem jest dowolna funkcja postaci ¢(t) = Cy sint+ Cs cost, gdzie Cp,Cy € R.

Twierdzenie. Rownanie rézniczkowe (4) rzedu k jest réwnowazne ukla-
dowi k rownan rzedu 1:

Xy = T2,

jj2 = I3,
ik = P’(t,.’lfl7 ...,xk),

w tym sensie, Ze jesli funkcja ¢ : I — R jest rozwigzaniem réwnania (4), to
funkcja wektorowa (go, Dy eery go(k_l)) . [ — R” jest rozwigzaniem ukladu (5),
i na odwrdt jesli (p1,p2, ..., o) jest rozwigzaniem (5), to 1 spelnia (4).

Dowdd. Niech ¢ bedzie rozwigzaniem réwnania (4). Zatem ¢ jest klasy
C*. Oznaczmy o1 = @, 02 = ¢, ..., o = 1) Woéwezas funkcja wektorowa
(@1, 08) o L — R” jest klasy C' i jest rozwigzaniem (5). Na odwrét jegli
funkcja wektorowa (901, e gpk) : T — RF jest klasy C! i jest rozwiazaniem
uktadu (5), to z uktadu tego wynika, ze ¢ jest klasy C* i spelnia (4). o

Uwaga. Dowolny uklad réwnan rézniczkowych rozwiazany wzgledem

najwyzszych pochodnych mozna powyzsza metoda sprowadzi¢ do réwnowaz-
nego mu uktadu réwnan rzedu 1.
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7 powyzszego twierdzenia oraz z twierdzenia Picarda o istnieniu i jed-
noznacznosci rozwigzan problemu Cauchy’ego dla uktadu rownan rézniczko-
wych dostajemy

Twierdzenie. Niech tg € I, (mo,uh ...,ukfl) eQ. Jesh F:1xQ—R
jest funkcjq klasy C1, to problem poczqtkowy

z(k) = F(t,a:m',...,x(k_l)),
$(t0) = Xy,

l‘(to) = Ui,

x(k_l)(to) g uk—l

lokalnie posiada jednoznaczne rozwigzanie, tzn. kazde dwa jego rozwigzania
pokrywajq sie na czesct wspolnej przedziatow okreslonosci.

Przyktad. Rozwazmy problem poczatkowy

{ 2(0) =0,

Wéwezas tg = 0. Rozwiazanie tego problemu jest x(t) = xgcost + uq sint.
W szczegdlnosei jesli g = uy = 0, to z(t) = 0. Jesli g = 0,u; = 1, to
z(t) = sint. Jesli xp = 1,u; =0, to z(t) = cost.
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5. Zalezno$¢ rozwigzan od danych poczatko-
wych i parametréw.

Zajmiemy sie teraz badaniem zaleznosci rozwigzan problemu Cauchy’ego
od warunkow poczatkowych i parametréw.

5.1. Ciggta zalezno$¢ rozwigzan od danych poczatko-
wych.

Z twierdzenia Picarda o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazania zagad-
nienia Cauchy’ego wynika nastepujacy wniosek.

Twierdzenie TO0. Niech I = [a,b] C R oraz niech V bedzie obszarem
w X = R¥. Niech ty € (a,b), o € V oraz niech f : I x V +— X bedzie
odwzorowaniem cigglym spelniajgcym w otoczeniu punktu (tg, o) warunek
Lipschitza tzn.

(L) istnieje 7 > 0, kula B = B(xo,7m1) C V,71 > 0 oraz L < oo takie, Ze
||f(t,l‘1) — f(t,.ilfg)” <L- ||l'1 — .ZL’QH dla |t — t0| <T, x1,rs €B.

Woéwczas istnieje T > 0 oraz r > 0 takie, Ze jesliy € B(xg,r), to rozwigzania
problemu

" 2, Z1e

z(to) =y

istnieje i jest jednoznaczne dla |t — to| < 7. Ponadto rozwigzanie zalezy w
sposob ciggly od warunku poczgtkowego vy.

Dowdd. Na podstawie dowody twierdzenia Picarda wiemy, ze dla r
dostatecznie maltego oraz y € B(zg,r) odwzorowanie

t
Ayg(t) = y+/ f(s,9(s))ds
to
posiada jedyny punkt staly, ktory oznaczymy przez g,. Wowczas
t
gy(t) = y+/ f(s,9y(s))ds
to
Stad

WO fag0) o g0 =
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Zatem funkcja z(t) = g,(t) spelia (1). Pozostaje mam wykazaé ciagla za-
lezno$¢ rozwiazania od warunku poczatkowego. W tym celu niech wezmy
Y1,Y2 € B(xo,r) takie, ze ||y1 — y2|| < 0. Wéwezas na mocy warunku (L)

P(Gyis9ys) = sup  ||gy, (£) — gy, ()]

|t—t0|§7'
t t
= sup ot [ g (6)ds —ya— [ F(s. g0 (s))ds]
|t—t0|§7’ to to
t
<y — ol + sup /Nuwgw@»—f@gm@mus
|t—t0|§7’ to

<6+ sup  sup L-|lgy, (s) = gy (s)[l - It —to
[t—to| <7 s€[to,t]

S54_7—'L"O(gyugyz)'

Zatem jesli 7 < 1/L, to majac dane dowolne € > 0 mozemy znalezé¢ § > 0
takie, ze jesli ||y1 — yal| < 8, to p(gy,,gy,) < €. o

5.2. Gtadka zalezno$¢ rozwigzan od danych poczatko-
wych.

Twierdzenie T1. Niech I = [a,b] C R oraz niech V bedzie obszarem
w X = R¥. Niech ty € (a,b), o € V oraz niech f : I x V — X bedzie
odwzorowaniem klasy C* w pewnym otoczeniu punktu (tg, zo).
Wowczas istnieje T > 0 oraz r > 0 takie, Ze jesliy € B(xg,r), to rozwigzanie

9(y,t) = gy(t) problemu
i =)
1 ) 2
. L
jest rozniczkowalne wzgledem y w sposdb ciggly dla |t — to] < T.
Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy zaltozyé, ze dla kazdego t € I

odwzorowanie

Vsz— f(t,z) e R

jest klasy C? (dwukrotnie rézniczkowalne w sposéb ciggly). Przy ustalonym
x € I niech Df(t,z) oznacza rézniczke tego odwzorowania w punkcie x.
Rézniczka ta jest operatorem liniowym z R* do R*. Z réwnaniem & = f(¢, )
zwigzujemy uktad réwnan na wariacje

5 &= [f(t ), zeV,
2) j =Df(t,x)-y, yeR:

oraz uklad, w ktérym wektor y € R¥ z (2) jest zamieniony na nieznane
przeksztatcenie z : R* — R*:

5 i = f(t,x), r eV,
(3) 2 =Df(t,x) oz, z e M(R";R").
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Do tego uktadu dokladamy warunki poczatkowe
z(tg) = v, z(tg) = Id.

Poniewaz D f(t,z) € Cl, wigc uktad réwnan na wariacje (3) spelnia zalozenia
twierdzenia Picarda. Zatem ciag przyblizen Picarda (¢, ®,) jest jednostaj-
nie zbiezny do rozwiazania tego uktadu w dostatecznie malym otoczeniu
punktu t5. Mamy

(4) {son+1(t,y) =y+ [ (s en(y(s)))ds,
Q,11(t,y) =1Id+ fti) Df(s, %Dn(y(s)))@(s,y)ds.

Jest oczywiste, ze
Dy(po =1Id = q)o.

Jesli indukcyjnie zalozymy, ze Dy,, = ®,,, to wobec (4)
t
Dypy1 = 1d +/ Df<37§0n(3>) ° D@n(s)ds
to

t
= Id—l—/ Df(s,gon(s)) o®,(s)ds = Ppyq.
to

Zatem {¥,} jest ciagiem pochodnych ciagu {¢,}. Na mocy twierdzenia TO
dla dostatecznie malego 7 > 0 oba ciagi sa jednostajnie zbiezne na |t—ty| < 0.
Zatem ciag {¢,} jest jednostajnie zbiezny na |t —tg| < § wraz z pochodnymi
wzgledem y. Stad funkcja graniczna

9(y,t) = lim_ o (t,y)

jest rozniczkowalna w sposéb ciagty. o

Whiosek. Pochodna Dyg(y,t) rozwigzania réwnania (1) wzgledem wa-
runku poczgtkowego y spelnia réwnanie na wariacje (3). Zatem

29(y.t) = f(tg(y,1)),

2 Dyg(y,t) = Df(t,g(y,t)) o Dg(y,t),
g(ya tO)a =Y,

Dyg(y, t) = Id.

Twierdzenie Tn. Niech n > 1. Niech I = [a,b] C R oraz niech V
bedzie obszarem w X = R¥. Niech ty € (a,b), o € V oraz niech f : I XV —
X bedzie odwzorowaniem klasy C™ 1 w pewnym otoczeniu punktu (to,zo).
Wowczas istnieje T > 0 orazr > 0 takie, Ze jesliy € B(zg, ), to rozwigzanie

g(y,t) = g, (t) problemu

o (+,, 1o

z(to) =y,
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jest n krotnie rézniczkowalne wzgledem y w sposéb ciggly dla |t — to| < T.

Dowdéd. Jesli f € C"H to D, f € O". Zatem uklad réwnan na wariacje
spelnia zalozenia twierdzenia T(n-1). Poniewaz wykazaliSmy twierdzenie T1,
wiec na mocy indukeji dostajemy, ze Dyg € C"~!. Zatem g € C™. o

Zajmiemy sie teraz rézniczkowalno$cia rozwiazania g(y,t) problemu (1)
wzgledem zespotu zmiennych (¢, x). Zaczniemy of lematu.

Lemat. Niech n € Ny oraz niech h: [ x V — R” bedzie funkcjq cigglq.
Jesl
he Ot I xV)NC™(I x V),

to funkcja

t
F(t,x):/ h(s,z)ds, tel,zeV

to
nalezy do klasy C™ 1 wzgledem zespotu zmiennych (t,x).

Dowdéd. Pochodne czastkowe wzgledem x rzedu (n + 1) funkcji F' sa
ciggle. Natomiast jesli liczymy (n + 1)-sza pochodna czastkowa funkcji F'
zawierajace chociaz jedno rézniczkowanie wzgledem t, to wystepuja w niej
pochodne funkcji h rzedu co najwyzej n, ktore z zatozenia sg ciaglte. Zatem
wszystkie pochodne czastkowe F rzedu (n + 1) sa ciagle. 0.

Twierdzenie T’n. Przy zaloZeniach twierdzenia Tn rozwigzanie g(y,t)
problemu (1) jest funkcjq n-krotnie rézniczkowalng wzgledem zespolu zmien-

nych (y,t).

Dowdéd. Na mocy (4) mamy

9(y,t) = y-l—/t f(s,g(y,s))ds.

Potézmy h(s,y) = f(s,g(y,s)) dla s bliskich tg, y bliskich zy. Z Twierdzenia
TO mamy g € C°. Dla 1 < m < n na podstawie twierdzenia Tn mamy
g € C™ N C™ L Zatem wobec lematu g € C™ 1, o.

Whniosek. Jesli prawa strona réwnania (1) jest funkcjg nieskoriczenie
wiele razy rozniczkowalng, to zaleznosé rozwigzania o warunkow poczgtko-
wych tez jest nieskonczenie wiele razy rozniczkowalne.

Uwaga. Twierdzenia o zaleznosci rozwigzania od warunkéw poczat-
kowych zostaly wykazane ze strata jednej pochodnej. Stosujac subtelniejsze
rozumowanie mozna wykazac, ze zaleznos¢ rozwiazania od warunkéw poczat-
kowych jest tyle samo razy rézniczkowalna co prawa strona réwnania.
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5.3. Zaleznos¢ rozwigzan od parametréw.

Twierdzenie (O zaleznosci rozwigzan od parametréw.) Niechn € N, A
bedzie obszarem w R oraz niech toel,xoeViag € A. Jesli f : I XV x A
R* jest funkcjq klasy C™*1, to rozwigzanie problemu

(h 20

(5)

jest funkcjq klasy C™ wzgledem (t,y, ) dla malych [t—to|, |[y—zol|, ||a—ao]|.
Dowdd. Rozpatrzmy w [ x V x A ukltad
(6) {.CC :f(t,l',Oé),
a =0

Na podstawie twierdzenia T'n zastosowanego do tego uktadu, jego rozwiaza-
nia sa n-krotnie rézniczkowalne w sposéb ciagly wzgledem (¢, y, ) dla matych
[t—tol, [[ly —xol|, || — v ||. Rozwiazaniem ukladu (6) przy warunku poczatko-
wym (y,a) jest (g(y,t), a), gdzie g(y,t) jest rozwiazaniem (5). Zatem g(y, t)
jest n-krotnie rézniczkowalna w sposob ciagty.
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6. Twierdzenie o prostowaniu. Catki pierwsze.

6.1. Dziatanie dyfeomorfizmu na pole wektorowe.

Definicja. Niech U,V beda obszarami w R” oraz niech v bedzie polem
wektorowym na V', tzn. odwzorowaniem

v: Vi RF =TV

gdzie T'V oznacza przestrzen styczna do V. Niech f : V — U bedzie dy-
feomorfizmem klasy C'. Obrazem pola wektorowego v na V pod dziataniem
dyfeomorfizmu f nazywamy pole wektorowe f.v na U zadane wzorem

(1) (fer)) =Df(f W) -v(f ) dla yel.
7,
fHy) =z eV i U>sy
L L fsv
R* R*

Twierdzenie 1. Niech f : V + U bedzie dyfeomorfizmem klasy C*
oraz niech v bedzie polem wektorowym na V. Wowczas uklad rézniczkowy na

V
(2) T =v(z), xeV
jest rownowazny ukladowr rézniczkowemu na U

(3) y=(fo)ly), yeU,
tzn. jesli o : I — V jest rozwigzaniem (2), to fop : I — U jest rozwigzaniem
(3) i na odwrdt.

Dowéd. Niech ¢ : I +— V bedzie rozwiazaniem (2). Ustalmy to € I
i potézmy (1) = p(to + 7) dla malych 7. Wéwezas jesli ¢(tg) = zo, to

fov(0) = f(zo) =: %o, ¥(0) = g = f~1(yo). Korzystajac z definicji fi.v
dostajemy

T o @)ty = (o) ()

- Do) - 20

dr |7=0
= Df(f (%)) - v(o)
= Df(f (o)) - v(f (wo)) = (fxv) (o)
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Zatem f o jest rozwiazaniem (3). Zastosowanie dyfeomorfizmu odwrotnego
koticzy dowdd. o

6.2. Dziatanie dyfeomorfizmu na ukfad nieautono-
miczny.

Rozpatrzmy teraz uklad nieautonomiczny

(4) &= f(t ),

gdzie f jest funkcjg klasy C! okredlona w I x V C R**! Niech h: I x V —
I x U bedzie dyfeomorfizmem klasy C! przeprowadzajacym punkt (¢, ) na
(t,y) (tzn. t jest zachowane). Wéwczas uktad (4) na I x V' jest réwnowazne
uktadowi

(5) = he(f(t,2))(y) = Dh(t, b= (t, ) - f(t, A" (t,))

na [ x U, tzn. ¢ : I — V jest rozwigzaniem (4) wtedy i tylko wtedy gdy
hoyw: I+ U jest rozwiazaniem (5).

6.3. Twierdzenie o prostowaniu dla ukfadu nieautono-
micznego.

Definicja. Niech L; i Ly beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni
liniowej L. Mowimy, ze przestrzenie L; i Lo sg transwersalne jesli L1+Lo = L.

Fakt 1. Dla kazdej [-wymiarowej podprzestrzeni liniowej w R¥ istnieje
transwersalna do niej przestrzen (k — [)-wymiarowa.

Fakt 2. Jesli odwzorowanie liniowe A : L — M przeksztalca dwie pod-
przestrzenie transwersalne w L na podprzestrzenie transwersalne w M to A
przeksztalca L na cale M.

Twierdzenie 2. (O prostowaniu dla réwnania nieautonomicznego.)
Niech f: I x Q — R* bedzie funkcjg klasy C™, ty € I,x¢ € Q. Wowczas
1stniejq: otoczenie Iy punktu tg, otoczenie V- punktu xqy, obszar W C R” oraz
dyfeomorfizm h : Iy x V +— I x U, h(t,z) = (t,y) klasy C™ takie, zZe uklad
(4) jest rownowazny ukladowi

d
(6) d—gZZO na I x U.

Dowdéd. Niech g(t, z) bedzie rozwigzaniem problemu Cauchy’ego

{:i: = f(t, @),

z(tg) = z.
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Potézmy

G(t,z) = (t,g(t, x)).
Na mocy twierdzenia Picarda odwzorowanie G jest okreslone na pewnym
otoczeniu I; x Vi punktu (tg,xo). Wykazemy, ze G jest dyfeomorfizmem
prostujacym na pewnym otoczeniu I; x V punktu (g, zo).
1°. Na podstawie twierdzenia T'n G jest odwzorowaniem klasy C™.
2°. Odwzorowanie GG pozostawia punkt ¢ w miejscu, gdyz

G(t,z) = (t,g(t,x)) = (t,y) gdzie y=g(t, z).

3°. G przeprowadza jednostkowe pole wektorowe e = (1,0) na pole G.e =
(1, f(t,2)) gdyz

(o) = e e o) = (g0.0) = (o)

4°. G jest dyfeomorfizmem w otoczeniu Iy x V' punktu (to, z¢). Istotnie liczac
obcigcia operatora Gy, z,) do transwersalnych plaszczyzn R’; i R,} dosta-

jemy

,t=to
G*IRt,w:xoe =e+ f.
Wobec Faktu 2, DG jest odwzorowaniem linjowym R*™! na R*™ i w kon-

sekwencji J(G)(to, zo) # 0. Z twierdzenia o funkcji odwrotnej wnioskujemy,
ze GG jest lokalnym dyfeomorfizmem. o

6.4. Catki pierwsze.

Niech bedzie dany uklad (4), k réwnan rzedu pierwszego.
Definicja. Funkcje

R 5 (t,2) — G(t,z) € R

r6zna od stalej, nazywamy calkg pierwszq ukladu (4) jesli jest ona stata na
krzywych calkowych ukladu tzn. jedli ¢ — (p1(t), ..., pk(t)) jest rozwiaza-
niem ukladu, to G (¢, ¢1(t), ..., pr(t)) = const. Innymi slowy, krzywe catkowe
uktadu (4) sa zawarte w poziomicach funkcji G.

Przyklad. Calka pierwsza ukltadu

T =y,
Yy =ax
jest G(t,z,y) = ax? — y2. Istotnie
oG
E(t,x,y)=2ax-j3—2y-y=2am-y—2y-a:ﬂ:0.

Poziomicami G sa elipsy gdy a < 0 i hiperbole gdy a > 0.
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Twierdzenie 3. Niech f : I x Q — R* bedzie funkcja klasy Ct, ty €
I,xq € Q). Wowczas istnieje otoczenie Iy punktu ty i otoczenie V' punktu xg
takie, ze w Iy x V uklad (4) posiada k niezaleznych calek pierwszych.

Dowdéd. Na mocy twierdzenia o prostowaniu w pewnym otoczeniu punk-
tu (tg,xo) uklad (4) jest réwnowazny ukladowi standardowemu (6). Dla
uktadu (6) catkami pierwszymi sa liniowo niezalezne funkcje H;(t,y) = y;,i =
1,..., k. Przenoszac je przez dyfeomorfizm prostujacy dostajemy k liniowo nie-
zaleznych calek pierwszych uktadu (4). o

Okazuje sig¢, ze znajomo$¢ calek pierwszych pozwala zmniejszy¢ rzad
uktadu. w szczegdlnosci znajomosé k catek pierwszych jest réwnowazna z
rozwiazaniem ukladu (4).

Twierdzenie 4. Niech 1 <[ < k. Niech bedzie danych | funkcji G, ...,
Gy klasy C1 w pewnym otoczeniu punktu (tg,xo). Jesli funkcje te sq liniowo
niezalezne tzn.

D(G17 "'7Gl)
D(xla 7xk)

to w pewnym otoczeniu punktu (to,xo) uklad (4) sprowadza sie do ukladu
(k — 1) réwnan rzedu 1.

rzad (to, o) =1,

Dowdéd. Zmieniajac ewentualnie nazwy zmiennych mozemy zatozy¢, ze

D(Gb ey Gl)

Det
D(xlv ey l’l)

(to, 33'0) 7& 0.

Stad na podstawie twierdzenia o funkcji uwiktanej wnioskujemy, ze z uktadu
rownan

Gl(t7 .CL') = 017

G (t, :L‘) = (],
mozna w pewnym otoczeniu punktu (to, z¢) wyznaczy¢ 1, ..., z; jako funkcje
zmiennych z;1, ..., zy oraz parametrow Cq, ..., C} tzn.
(7) X :h(t,:cl+1,...,:ck,Cl,...,C’l) 1= 1,...,[.

Zatem uklad (4) sprowadza sie do uktadu k& — [ réwnan

dz;
(8) d—tj = fj (t,hl(t,IlJrl, ...,Ik), ceey hl(t,l‘l+1, ...,wk),le, ,xk)

gdzie j = [+1, ..., k, ktory tez spelnia zalozenia twierdzenia Picarda. Rozwia-
zujac uklad (8) dostajemy funkcje 41, ..., T, a nastepnie z (7) wyliczamy
L1y .eey LY &

Przyktad. Rozpatrzmy uktad

T =y,
Yy = —.
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Zal6zmy, ze to = 0. Jesli (xo,y0) = (0,0), to z(t) = y(t) = 0. Niech (zo, y0) #
(0,0). Poniewaz calk@ pleI'WSZQ ukladUJest G(t x,y) = 22 +y?, wiec 22 +y? =

r?, gdzie r? = 23 + y3. Stad * = £/r2 —y? dla |y| < r i wstawiajac do
drugiego rownania dostajemy rownanie rzgdu 1

y=FVr:—y*
Rozwiazujac to réwnanie dostajemy

y(t) = rsin(t+¢), xz(t) =rcos(t+¢), gdzie r* = x% -I—yg, tg v = yo /0.

Przyktad. Rozpatrzmy uktad
Ty = T3 — T,
{ Ty =@ — T3,
I"g = T2 — T1.
Dodajac rownania uktadu stronami dostajemy

d(:L”1 + 9 + 1‘3)
dt

=0.

Zatem G1(t, 1, T2, x3) = x1 + T2 + 3 jest calka pierwsza. Nastepnie mnozac
rownania uktadu odpowiednio przez x1, x2, x3 i dodajac stronami dostajemy

d(x + 23 + x3)

dt =0

Zatem Gs(t,z1,72,73) = 27 + 23 + 23 tez jest calka pierwsza. Z uktadu
rownan

$1+£L’2+{L‘3 201,
3423423 =0

wyliczamy (przy jakich zalozeniach?)

1
T = 5(01 — X3 — \/202—0124—201563—337%),

1
Ty = 5(01 —33'3—{-\/202—012—{-2015173—31'%).

Zatem nasz uklad sprowadza sie do réwnania

d
‘C3 = /20y — C2 + 20123 — 343,

ktére daje sie zcatkowac

. 3zz—C 1 . Ci
— /3t = = —2C? t —.
arcsin 50, — 207 V3t =Cs, x5 3\/602 C2 sin(V/3t + C3) + 3
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7. Uktady réwnan liniowych.

Niech A : I — L(Rk,Rk), b: I — R* beda odwzorowaniami cigglymi. W
bazie standardowej przestrzeni RF odwzorowania te sg zadane przez macierz
A= {ai’j}f’jzl i wektor pionowy b = (by, ..., b)"".

Definicja. Liniowym uktadem rownan réziniczkowych nazywamy uktad
(1) i = A(t)x + b(t), gdzie x:I— RF.

Jesli b = 0, to mowimy o ukladzie liniowym jednorodnym, w przeciwnym
przypadku niejednorodnym.

7.1. Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci dla
uktadow liniowych.

Podstawowe twierdzenie i istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan dla ukta-
déw réwnan liniowych brzmi nastepujaco.
Twierdzenie 1. Jesli odwzorowania A : I — L(R* R*),b: T — R* sq

ciggle, to dla kazdego ty € I,z € R” zagadnienie poczgtkowe Cauchy’ego

(1) { @ = A(t)x + b(t),

(E(t()) = X9

posiada doktadnie jedno rozwigzanie okreslone na catym odcinku I.

Dowéd. Niech I C R bedzie odcinkiem zwartym, tg € int/. Sprawdzamy
zalozenia twierdzenia Picarda. Po pierwsze funkcja I x R* 3 (¢, z) — A(t)z+
b(t) € R” jest ciagta. Wystarczy zatem sprawdzi¢ warunek Lipschitza. Wobec
ciaglosci odwzorowan I > t — A(t) € L(RF,R") oraz I 5 t — b(t) € RF
istnieja stale L < oo i R < oo takie, ze

IA®)yll g
L =sup ||A(t)||L(Rk R*) = SUP  sup TR
tel ’ tel 52y cR” ||?J”]Rk

R = sup ||b(t .
t€£>|| @) IR
Zatem dlat eI
A+ bO)lge < AW e g, - lollgs + O ge < L- elgs + B
Zauwazmy, ze jesli x € B(xg,r) gdzie r = R+ ||zo]|, to
[zl < flzoll +r < R+ 2][o-
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Stad dla t € I, x € B(xg,r) dostajemy

[A)z +b(t)lpr < L - [|lz]|gr + R < L (R+2[|xo]]) + R =: M.
Ponadto, dla t € I, € B(xg,r) mamy
[A®)z1 +b(t) — (At)z2 + (1) g+ < [ AW) (21 — 22)[[pr < L+ [l21 — 22| gs-

Zatem na mocy twierdzenia Picarda na odcinku I N (tg — 7,t9 + 7), gdzie

T = min (L l) —min( R+ |l l)
B M L) LR+ 2L|jzo|| + R’ L
. ( R+ ||z 1) 1
> min =) = —.
2L(R + ||zo||) + R+ ||xol|” L/~ 2L+ 1

istnieje jednoznaczne rozwiazanie problemu Cauchy’ego (1’). Poniewaz 7 nie
zalezy od wyboru punktu (tg, z¢) rozwigzanie mozna przedtuzy¢ na caly odci-
nek 7. Jedli odcinek I jest nieograniczony, to stosujac powyzsze rozumowanie
do dowolnego zwartego odcinka zawartego w I rowniez wnioskujemy, ze roz-
wiazanie istnieje na catym I. o

7.2. Jednorodny uktad réwnan liniowych.

Zajmiemy sie teraz badaniem struktury rozwigzan jednorodnego uktadu
réwnan liniowych

(2) i = A(t)x, gdzie z:I— R"

oraz rozwiazaniem problemy Cauchy’ego dla (2)

@) { @ = A(t)z,

.’L'(to) = X9

Zakladamy, ze odwzorowanie I 3 t — A(t) € L(R",R¥) jest ciggle. Wowczas
rozwigzaniem zagadnienia (2') jest funkcja g(t) klasy C!, ktéra oznaczymy
przez

I3t g(t to,z0) € RF.

Twierdzenie 2. (O strukturze rozwiazan uktadéw liniowych, jednorod-
nych). Przy powyZszych zaloZeniach:
1°. Rozwigzanie ogdlne uktadu réwnan (2) jest liniowq podprzestrzeniq J C
C(I;R*);
2°. Dla kazdych t € I,ty € I odwzorowanie

R* 5 2 — g(t, to,zo) € RF
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jest odwzorowaniem lintowym. Innymi stowy, istnieje operator lintowy
R(t,to) € L(R*, R, zwany rezolwentq réwnania (2) taki, e

g(t,to, wo) = R(t,to) - To;
3°. Funkcja o wartosciach operatorowych
I >t~ R(t ty) € L(R*,R¥)

spetnia rownanie macierzowe

{ % = A(t) o R(ta tO):
R(to,to) = 1Id;

4°. Dla dowolnych t,s,ty € I zachodzi
R(t, S) o R(S, to) = R(t, to).
Zatem R(to,t) = (R(t, tg))fl oraz R(t,ty) jest izomorfizmem przestrzeni
R*;

5°. Odwzorowanie
R¥ 52— g(- tg, ) € J

jest izomorfizmem przestrzeni R* na przestrzen rozwigzan J ukladu (2).
Zatem J jest k-wymiarowq podprzestrzeniq liniowg w C’(I,Rk).

Dowéd. 1°. Niech t — xz1(t),t — x2(t) beda dwoma rozwiazaniami
uktadu (2) oraz A1, A2 € R. Wowczas

d(Mz1(t) + Aaxa(t)) | dxi (1) dzs(t)
dt =M dt + A2 o = MA()z1(t) + A2 A(t)z2(2)

= A(t) (Alml(t) + AaZo (t))

2°. Wobec punktu 1° funkcja
t— Alg(ta t07 x(lJ) + >\2.g(t7 t07 xg)
jest rozwiazaniem (2). Rozwiazanie to w chwili ¢y przybiera warto$é Ajz¥ +

AozY. Wobec jednoznacznoéci rozwigzania zagadnienia poczatkowego mamy
dlatel

g(tat()? )‘1'7:(1) + )\2'7:(2)) = )‘lg(tat()?x?) + )\2g(tat07$(2))‘

Zatem odwzorowanie 20 — ¢(t, tg, 2") jest liniowe, czyli g(t, o, 2°) = R(t, o)

20 dla pewnego R(t,ty) € L(R",RF).
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3°. Niech I 3 t — V(t) € L(R*,R¥) spelnia réwnanie macierzowe

{%(f) — Ao V(8),
V(ty) = Id.

Poniewaz dla dowolnego x( € R” mamy

) sy = A1) 0 V(2120 = AW (V(D)0).

V(to)l‘o = Id(.ro) = X,

wigc funkcja t +— V(t)xg spelnia (2) i wobec twierdzenia o jednoznacznosci
rozwiazan g(t,tg, xo) = R(t,to)xg = V(t)xo. Zatem R(t,to) = V(t).

4°. Funkcja t — R(t,to)xo spelnia (2') i przybiera w punkcie s € I wartosé
R(s,tg)zq. Z drugiej strony funkcja

t — R(t,s)R(s,tg)xo
spelnia (2) z warunkiem z(s) = R(s, s)R(s,to)xo = R(s,t9)xo. Z twierdzenia
o jednoznacznosci dostajemy dla t € I R(t,to)xo = R(t, s)R(s,t0)xo. Zatem
wobec dowolnosci zo € R¥ mamy R(t, s) o R(s,to) = R(t,to).

5°. Liniowo$¢ odwzorowania R” 5 & — g(t, to, #) wykazaliémy w punkcie 2°.
Natomiast z punktu 4° wynika odwracalno$é operatora R(t,tg). o

7.3. Fundamentalny uktad rozwiazan.

Rozwazmy jednorodny, liniowy uktad réwnan

@) { @ = A(t)z,

.’L'(to) = X9

Niech e, ..., ex bedzie baza przestrzeni R¥. W bazie tej funkcje ¢ — x(t) € R”
mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci

k
x(t) = Z x;(t)e;.

Zatem uklad (2) w tej bazie zapisuje sie w postaci

k
do.
(3) C;L; :Zai,jxj; 1= 1,...,k
j=1
z warunkami poczatkowymi
(3/) in(to) = Ig, 1= 1, ceey k?,
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. k 0
gdzie zg = ), x;e;.

Niech R(t,to) bedzie rezolwenta ukladu (2'), tzn. R(t,to) € L(R* R")
oraz z(t) = R(t,to)xo jest rozwiazaniem (2'). Polézmy

(4) Uz(t) = R(t,to)@i, 1= 1, ceey k.

Wéwezas mamy
k k
(t) = R(t, to)ro = R(t,t0) Y ade; = adu;(t)
=1 =1

Zatem funkcje u; : [ — R* tworza baze przestrzeni J rozwiazan ukladu (2),
nazywana ukladem fundamentalnym rozwigzan.

7.4. Wyznacznik Wronskiego.

Zauwazmy, ze wartosci funkcji u;,7 = 1,...,k tworzacych uktad funda-
mentalny rozwigzan naleza do przestrzeni R¥. Zatem mozna je przedstawié
w bazie eq, ..., ex:

k
(5) ui(t) = Zui,j(t)ei, i=1,..k

Otrzymalismy k? funkeji skalarnych w; j, 4,7 = 1,..., k spelniajacych uktad

dui i k
(6) TJ Z a;1ug,5,

=1
ui j(to) = di

Korzystajac z (4) i (5) dostajemy
ui(t) = R(t,to)e; = Zum )es, i=1,..k.

Zatem macierz {u; ; }¥ ._, jest macierza operatora rezolwenty R(t,to) w bazie

€1y...,€EL.

7,7=1

Definicja. Wyznacznikiem Wroniskiego lub wroriskianem uktadu (2) na-
zywamy wyznacznik macierzy operatora rezolwenty w ustalonej bazie prze-
strzeni,

W (t) = det ({ui,j};ﬁ jzl).
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7.5. Twierdzenie Liouville'a.

Poniewaz rozwi@zanie uktadu (2) jest funkcja klasy C*, wiec réwniez
funkcje w; j, 1,5 = .k, sg klasy C'. Zatem réwniez Wyznacznik Wron-
skiego W (t) jest klasy C 1 i mozemy policzy¢ jego pochodn@ . W tym celu
potraktujemy W (t) jako zlozenie funkcji

(v5), oy = W ( ().,

)

z funkcjami t — w,; ;(t), 4,5 = 1,...,k. Korzystajac ze wzoru na pochodna
ztozenia funkcji dostajemy

AW (t) o~ OW  dui(t)

0 dt — Ou; dt

1,j=

Nastepnie rozwijajac W (t) wzgledem i-tej kolumny zauwazamy, Ze

ow

aui’j

= (—1)i+jDui,j, Z,j = 1, ...,]{7,

gdzie Du; ; oznacza dopelnienie algebraiczne elementu w; j, 4,7 = 1,...,k.
Wstawiajac powyzsze do (7) i korzystajac z (6) dostajemy

k
(=1 Dus (D aniu)
=1
k
(Z "+jDuz-,julyj)az-yl.

Jj=1

dw(t)
dt

:MF

1

%]

I
NE

Il
_

1,0

Zauwazmy, ze jesli i = [, to

l)iHDui,julJ = det (ui7j> = W;

J=1

natomiast jesli ¢ # [, to

1)i+jDui7jul,j =0.

7j=1

Zatem

k
= Z 5i’lW(t) S = W(t) Zam‘.

il=1 i=1

40



Czyli
dW (t)
dt

=W(t) - TrA,

gdzie TrA = Ele a;; jest §ladem operatora A. Calkujac powyzsze skalarne
réwnanie dostajemy wzory Liouville’a

(8) W (t) = W (to) exp { / t TrA(T)dT}

to

oraz poniewaz W (tg) = det R(to,to) = 1,

t
(8" W (t) = exp {/ TI’A(T)dT}

to
Wzory Liouville’a pokazuja, ze wyznacznik Wronskiego uktadu funkcji
(ui’ j)f,jzl spelniajacych uktad rownan (6) nie znika w zadnym punkcie o ile
nie znika on w punkcie tg. Znaczy to, ze wektory utworzone przez kolumny
macierzy {ui’j<t)}']:,j:1 sa liniowo niezalezne, o ile sa one liniowo niezalezne
w chwili ¢o. Wykazalidémy zatem

Twierdzenie 3. (Liouville’a.) Uklad k funkcji o wartosciach wektoro-
wych
Ist—u(t)eRF, i=1,..k

bedgcych rozwigzaniami ukladu (2) tworzy baze przestrzeni rozwigzarn tego
ukladu wtedy i tylko wtedy, gdy wektory uq(to), ..., ur(to) sq liniowo nieza-
lezne. Wéwczas dla kazdego t € I wektory uy(t), ..., ur(t) sq réwniez liniowo
niezalezne.

7.6. Niejednorodny uktad réwnan liniowych.

Zajmiemy sie teraz znalezieniem rozwiazania uktadu liniowego niejedno-
rodnego

(1) { @ = A(t)x + b(t),

x(to) = X0

Zastosujemy metode uzmienniana statej tzn. rozwigzania bedziemy szukaé¢ w
postaci

(9) z(t) = R(t, to) - C(),

gdzie R(t,tg) jest rezolwenta uktadu jednorodnego (2'), a C(t) jest funkcja o
wartosciach w R¥ spelniajaca warunek

(9/) C(to) = XZy.
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Roézniczkujac z(t) wzgledem t i korzystajac z (1) mamy

dz(t)  dR(t,to)
dt  dt

-C(t) + R(t,to) - %it) W A(t) o R(t,tg) - C(t) 4 b(t).

Wobec punktu 3° Twierdzenia 3 mamy

dR(t,to)
TO = A(t) o R(t, to).
Zatem dC(t)
R(t, to) - — = b(t).
Stad
%it) = (R(t, lﬁo))_1 -b(t) = R(to,t) - b(t).

Calkujac obie strony z uwzglednieniem warunku (9") dostajemy

C(t) = xo -I—/ R(tg, s) - b(s)ds.

to

Ostatecznie wstawiajac C(t) do (9) i korzystajac z punktu 4° Twierdzenia 2
dostajemy rozwigzania problemu (1)

z(t) = R(t, to) - xo + R(t, tg)/ R(to,s) - b(s)ds
(10) .
= R(t,to) - o + / R(t,s) - b(s)ds.

to

Zauwazmy, ze rozwiazanie problemu (1’) sklada sie z dwoch skladnikéw.
Pierwszy R(t,to) - zo jest rozwiazaniem ukladu jednorodnego (2'), natomiast

drugi |, ti) R(t,s) - b(s)ds jest rozwiazaniem szczegélnym ukladu niejednorod-
nego (1) speliajacym warunek z(tg) = 0.

Zapiszmy teraz uktad (1) w bazie ey, ..., e

k
da; .
(11) dﬂ; :Zai,jxj‘f’bi(t), 1=1,..,k
j=1

z warunkami poczatkowymi
(117) zi(tg) = 2, i=1,..,k,

: k
gdzie o = Y., 2le;.
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Niech
(4) Uz(t) = R(t,to)@i, 1= 1, ceey k.

bedzie uktadem fundamentalnym rozwiazan uktadu jednorodnego. Poniewaz

k
(5) ’U,z(t> == Zum(t)ei, 1= 1, ceey k.
J=1

oraz

R(t,t0)

I
/N
<

S
[y
—~
~
N—
——
S
<.
I
—

ze wzoru (10) dostajemy

k k t
zi(t) = i ()2 +> ugi(t) - /
j=1 j=1 to

k

(——1)j+¢1)uji(s)bl(s)d8.

2 W (s)

7.7. Réwnanie liniowe rzedu «.

Rozpatrzmy réwnanie liniowe niejednorodne rzedu k

dFy A2 dix
12 T N0, )L e
(12) i = a0 g 00

z warunkami poczatkowymi

dx dF 1z
I’(to) = I’g, E(to) = I’(l), coey W = ‘Ig—l‘
Podstawiajac
dx dF 1z
r1(t) = x(t), w2(t) = E(t)’ vy T = W(t)

dostajemy uklad k£ réwnan rzedu pierwszego

1 = T2,

) = I3,

Tp—1 = xk;c

. —1

T =D i @i(t)Tiy1 +b(t),

z warunkami poczatkowymi x;(to) = z¥_;, i = 1,...,k. Ukltad ten zapisuje

sie w postaci wektorowej

(13) y=Alt)y + B(?),



0 1 0 0
0 0 1 0
At) = : : : . :
0 0 0 e 1
a (t) ay (t) as (t) e ak,l(t)

Zauwazmy, ze Sladem macierze A jest Tr(A) = ag_1(t). Niech {u;;}7;_;

bedzie ukladem fundamentalnym dla y = A(t)y. Wowczas funkcje v;, j =
1,..., k speiniajace

{ o) = (),
i—1
o () =01y
stanowig baze przestrzeni rozwiazan réwnania jednorodnego
drr dix
14 — = (t)—.

Wroniskianem uktadu jednorodnego jest

W (1) = det ({ui; (1}, ) = det ({of7 D0}, ).

Zatem na mocy wzoru Liouville’a

W(t) = Wi(to) exp{/t ak—1(s)ds.

Whiosek. Aby uklad funkcji v;(t),7 = 1,...,k spelniajgcych réwnanie
jednorodne (14) byl bazq przestrzeni rozwigzan tego réwnania potrzeba i wy-
starcza aby W (tg) # 0.

Majac dany uktad fundamentalny rozwigzan réwnania jednorodnego
(14) spelniajacy warunek

W (o) =8y i j =1k

rozwigzanie problemu (12) wyraza si¢ przez

t(_1)ith—1 Db (4
(15) x(t):Zvi(t)x?_l—kai(t)/t (D™ Dor(5) gy,
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8. Uktady réwnan liniowych o statych wspdt-
czynnikach.

8.1. Ukfad jednorodny réwnan liniowych o statych
wspdtczynnikach.

Zajmiemy si¢ teraz konstrukcja rozwigzania uktadu réwnan liniowych o
statych wspotczynnikach

(1) { i(to) _ ;4090,7

gdzie A = (ai,j)i7j:1 .....

to rozwiazanie problemu (1) wyraza sie wzorem

(2) 2(t) = exp{A(t —to)} - o,

. Jest macierzg o stalych wspotezynnikach. Jesli k = 1,

czyli rezolwenta jest R(t,ty) = exp{A(t — to)}. Okazuje sie, ze analogicz-
nym wzorem wyraza sie rozwiazanie (1) dla dowolnego k € N. Nalezy tylko
zdefiniowaé operacje

M(k xk)> A exp{A} € M(k x k).

Definicja. Niech A € L(R*,R*) bedzie odwzorowaniem liniowym.
Definiujemy

(3) exp{A} = e = Z A

nl’
n=0

gdzie AY = Id.

Lemat. Niech A € L(Rk,Rk). Wéwczas szereg (3) jest zbieiny w prze-
strzeni L(RY, RF) ~ R¥".

Dowéd. Przypomnijmy, ze norma operatora A € L(R” R) jest

k
= sup [|Az|px.

1Al r mYy = N
LRERD ™ ki 2lge  jai=

Wobec zupelnosci przestrzeni L(R”, R”) wystarczy wykazaé, ze ciag sum cze-
Sciowych w (3) jest ciagiem Cauchy’ego. W tym celu wezmy dowolne £ > 0.
Szukamy N € N takiego, aby dla dowolnych ¢ > j > N zachodzito

”Sz — SjHL(Rk’Rk) <g,
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gdzie S; oznacza i-ta sume czeSciowa. Poniewaz wiemy, ze szereg liczbowy

Z’SLOIO w = el Al jest zbiezny, wiec wobec zupelnosci R istnieje N € N
IIAH"

takie, ze _° \ == < e. Wéwczas dla i > j > N mamy

ATL
HSi_SjH:HZ__Z_H_H Z ol
! Sl

7 7
[A™] [A™]
< Z o < Z o<e o
n=j+1 n=N
Twierdzenie 1. Funkcja o wartoSciach operatorowych

R >t exp{t- A} € L(R*, R¥)

jest jedynym rozwigzaniem problemu

4) { @ =X
X(0) =1Id,

gdzie X € L(R* R¥).
Dowdd. Jest jasne, ze exp{0- A} = Id. Zatem wystarczy wykazaé, ze

% exp{t- A} = Aoexp{t- A}.

Korzystajac z definicji exp{t - A} liczymy

d d te A 2 m g (7 AT
d—exp{t A}—d—<z( n') );—E:O%

n=0

n—1 n n—1 n—1
—nt 4 =Ao Zt A = Aoexp{t- A}.

n=0

Nalezy jeszcze uzasadni¢ réwnosé ze znakiem zapytania czyli wykaza¢ moz-
liwos¢ rozniczkowania szeregu wyraz po wyrazie. Istotnie tak jest gdyz po-
chodna ciggu sum czeéciowych

1—1

d (t- A"
ZSi(t)=A
gt =Ae nz_o nl
jest zbiezna niemal jednostajnie wzgledem ¢ € R do A o exp{t- A}. o
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Whniosek 1. Rozwiazanie zagadnienia (1) jest postaci
(5) R >t +— exp{(t —to) - A}zo.
Zatem R(t,ty) = exp{(t —to) - A}

Dowéd. Niech z(t) = exp{(t — to) - A}xo. Wowczas

Do) = L exp{(t —t0) - Ao = Ao exp{(t — to) - A}arg = An(?),

x(to) = exp{(t — to) - A}zoj1=t, = Id zo = To. o

Lemat 1. Jesli operatory A, B € L(Rk,Rk) sq przemienne, to

exp{A + B} = exp{A} o exp{B}

Dowdd. Korzystajac z iloczynu szeregdéw i przemiennosci operatoréw
A, B liczymy

eXP{A}oexp{B}:Z%OZ? Z Z <)A o BJ

n=01i+j=n

= (A+ B)"
:Z—( —;l) :exp{A—i—B}. <o
n=0 '

Whiosek 2. Niech A € L(R”, R¥). Wéwezas dla t,s € R zachodzi
exp{(t + s)A} = exp{tA} o exp{sA}.

W szczegdlnosei operator exp{ A} jest odwracalny i
-1
(exp{A}) =~ =exp{—A}.

Otrzymane rozwiazanie zagadnienia (1) w postaci szeregu (5) jest nie-
wygodne w praktycznych rachunkach. Pokazemy teraz w jaki sposob prak-
tycznie mozna policzy¢ funkcje wykladnicza exp{A}. W tym celu szukamy
liczb zespolonych A € C takich, ze

(6) Ax = Az, dla pewnego z # 0.
Liczby te nazywaja sie warto$ciami wiasnymi macierzy A, a odpowiadajace
im niezerowe wektory x - wektorami wlasnymi. Zauwazmy, ze réwnanie (6)

mozna zapisa¢ w postaci

(A—MXld)x =0.
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Roéwnanie to ma niezerowe rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy
(7) det(A — \Id) = 0.

Wielomian zmiennej A, det(A — AId) nazywa sie wielomianem charaktery-
stycznym, a jego pierwiastki liczbami charakterystycznymi lub wartosciami
wlasnymi macierzy A.

Niech Aq, ..., \; beda wartoSciami wlasnymi macierzy A o krotnosciach
odpowiednio nq, ..., n;. Oczywiscie na mocy podstawowego twierdzenia alge-
bry ni + ... + n; = k. Przypomnijmy twierdzenie Jordana z algebry linowe;.

Twierdzenie (Jordana). Niech A € L(R*,R¥). Wéwczas w C* istnieje
I podprzestrzeni lintowych X; C ck, i=1,..,1, gdzie | jest liczbg roznych
wartosci wlasnych A spetniajgcych warunki:
1°. AX; C X?l; 1=1, ...,l;
2. XinX; ={0} dlai,j=1,..,1,i #j;
3. @izl Xz = (Ck;
4°. dim X; =n; dlai=1,...,1;
. Xi={rxeCr:(A-NId)"z=0}dlai=1,..,1.

Zatem, wobec punktéw 2 i 3, dla dowolnego = € CF istnieje jedno-

znaczny rozktad x = Zizl x;, gdzie x; € X; dlai=1,...,1.

Wiemy, ze rozwiazanie problemu (1) wyraza sie wzorem

(2) x(t) = exp{A(t — to)} - xo.

Przedstawmy xgy jako sume wektoréw nalezacych do przestrzeni wtasnych
macierzy A tzn.

l
T = Zazo gdzie ZL‘? eX;,, 1=1,..1

i=1
Korzystajac z tozsamosci
exp{(t —to)A} = exp{(t — to)Aild} o exp{(t —to)(A — Nild)}
zapiszmy (2) w postaci

l

x(t) = exp{(t — tg)A} Zm?

=1

l
= exp{(t — to)Aild} o exp{(t — to)(A — A\;Id)}a?

=1
l 00 n
= exp{(t — to)\;Id} o (Z %(A — AJd)”x?).
i=1 n=0 '
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Wobec punktu 5° twierdzenia Jordana mamy (A — X\;Id)"z? dla n > n,.
Zatem dostajemy wzor na rozwiazanie (1) w postaci skonczonej sumy

n!

l n;—1 o n
(8)  x(t) = Z exp{(t — to)\;Id} o ( > M(A — Aild)”x?).

n=0

8.2. Algorytm liczenia macierzy exp{tA}.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy wartosci wtasne Aq,,..., A\x sa pa-
rami rozne. Wowczas podprzestrzenie wlasne sg jednowymiarowe i sa rozpiete
przez wektory wlasne vy, ,...,v5, € ck, gdzie

(A= NIdwy, =0 dla i=1,... k.

Ponadto, poniewaz macierz A jest rzeczywista dla kazdej pary sprzezonych
wartosci wlasnych mozna dobra¢ pare sprzezonych wektoréw wtasnych. Two-
rzymy macierz B = (vy,, ..., vy, ). Macierz B jest macierza przejscia z bazy
standartowej (eq, ..., ex) do bazy zlozonej z wektoréow wlasnych (vy,, ..., v, ),
w ktérej to bazie macierza przeksztalcenia A jest macierz diagonalna tzn.

B 'o Ao B =diag(A1, ..., \i).

Oczywiscie
exp{tdiag(\y, ..., \p)} = diag(e®, ..., e *).

Zatem w bazie standardowej
exp{tA} = Bodiag(e',...,e"**) o B71.

Przejdzmy teraz do rozwazenia sytuacji wielokrotnych wartosci wtasnych.
Jesdli A jest m-krotna wartoscia wtasna i odpowiadajaca jej klatka Jordana
jest postaci

A0 ... 0
Ay = 0O X ... 0 ’
0 0 ... A

to istnieje n liniowo niezaleznych wektoréow wtasnych odpowiadajacych war-
tosci wlasnej \. Zatem sytuacja nie rézni sie od przypadku jednokrotnych
wartoéci wlasnych. Czyli

e™ 0 0

A
exp{tA,} = 0 e 0
0 0 ... e
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Jesdli A jest m-krotna wartoscia witasna i odpowiadajaca jej klatka Jordana
jest postaci

A1 0 ... 00
0O X1 ..00
A= . ],
000 ... A 1
00 0 ... 0 A

to A odpowiada tylko jeden wektor wlasny i trzeba go uzupelnié (n — 1)
liniowo niezaleznymi wektorami w taki sposéb, aby wszystkie one rozpinaty
podprzestrzen niezmiennicza dla A\. Wéwczas

et et %etx (;"_*22)! et (ZT:)! et
tA tA "3 i "2 i
e te - e e
exp{tAy} = L
0 0 0 o et? tet?
0 0 0 - 0 et?
Uwagi.

1. Macierze zawierajace klatki Jordana odpowiadajace réznym wartosciom
wlasnym komutuja miedzy soba. Zatem

exp{t(Ax, + Ax,)} = exp{tAx,} cexp{tAy,}.
2. Rozwiazanie ogélne rownania (1) mozna zapisa¢ w postaci
z(t) = exp{tA}C, gdzie C = (C4,...,Cp)"".

3. Ukladem fundamentalnym lub baza rozwiazan ukladu (1) jest uktad funk-
cji {exp{tA}e;,i =1,...,k}.

8.3. Ukfad niejednorodny réwnan liniowych o statych
wspodtczynnikach.

Zajmiemy si¢ teraz rozwiazywaniem uktady niejednorodnego
(9) &= Az + f(t),
gdzie A € L(R®,R¥) jest odwzorowaniem liniowym, a f : I — R" jest funkcja

ciaglta o wartosciach w R*. W tym celu zastosujemy metode¢ uzmienniania
stalych. Mianowicie szukamy rozwiazania (9) w postaci

(10) 2(t) = exp{tAYC(t).

Wowczas
i(t) = Aoexp{tA}C(t) + exp{tA}C(t).
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Zatem wstawiajac do (9)
Ao exp{tA}C(t) 4+ exp{tA}C(t) = Ao exp{tA}C(t) + f(t).
Stad

O(t) = exp{—tAL(2).
Po wyliczeniu C1(t), ..., Ck(t) wstawiamy do (10).

8.4. Ukfad dwéch réwnan liniowych o statych wspét-
czynnikach.

Niech
i = Az, gdzie A:R?*— R?

bedzie ukltadem réwnan liniowych na ptaszczyznie. Jesli réwnanie charakte-
rystyczne det(A — A[d) = 0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste Ay < Ao,
to w bazie wtasnej uktad rozklada sie na dwa réwnania jednowymiarowe
U1 = Ay1, Y2 = A2ye.

Stad y1(t) = CreMt, ys(t) = Coe??t, a zatem yy = Cyi\Q/’\l.

Krzywe fazowe uktadu wygladaja nastepujaco

A1 < A2 < 0. Wezel stabilny. 0 < A1 < A3. Wezel niestabilny.

A1 < 0 < Ay, Siodlo. 0=X < Aa.
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Jedli rownanie charakterystyczne ma podwdjny pierwiastek rzeczywisty
A = A1 = A9, to mozliwe sa dwie sytuacje.
1. Jesdli istnieja dwa liniowo niezalezne wektory wtasne, to yo = Cy;.

A1 = A2 < 0. Wezel stabilny. 0 < A1 = Ay. Wezel niestabilny.
2. Jedli istnieje tylko jeden wektor wtasny, to uktad sprowadza si¢ do uktadu

Y1 = Ay1 + 2,
Y2 = AY2.

Jego rozwiazaniem jest
y1 = (C1 + Cat)e™,
Yo = CQ@M.

Krzywe fazowe tworza wezel zdegenerowany, stabilny jesli A < 0 i niestabilny
jesli A > 0.

A < 0. Wezel zdeg. stabilny. A > 0. Wezel zdeg. niestabilny.

Ostatecznie jesli rownanie charakterystyczne ma dwa pierwiastki zespo-
lone A\; 2 = atiw, w # 0, to krzywe fazowe tworza $rodek jesli @ = 0, ognisko
stabilne jesli & < 0 i ognisko niestabilne jesli o > 0.
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o =0. Srodek. a < 0. Ognisko stabilne.

Zastosujmy powyzsza analize do zbadania réwnania wahadta z tarciem
T=—-x—kzx, k>0,
ktére jest rownowazne uktadowi rownan
{ Ty = T2,
To = —x1 — kxs.
Roéwnaniem charakterystycznym jest

N4+ EkA+1=0.

Jesli k > 2 (duze tarcie), to ma ono dwa rzeczywiste ujemne pierwiastki

Zatem krzywe fazowe tworzg wezel stabilny. Zauwazmy, ze wahadlo co naj-
wyzej raz zmieni kierunek ruchu.

Krzywe fazowe w bazie wlasnej. Faktyczne krzywe fazowe.
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Rozpatrzmy teraz sytuacje, gdy tarcie jest mate 0 < k£ < 2. Wéwcezas
réwnanie charakterystyczne ma pierwiastki zespolone

V4 —k? .
12 =-3 j:zT = atiw.

Zatem potozenie réwnowagi r1 = x5 = 0 jest ogniskiem stabilnym, ktore
przechodzi w $rodek, gdy k — 0. Rozwigzaniem jest

z(t) = 21 (t) = e*(Acoswt + Bsinwt)
= re® sin(wt + ).

Drgania wahadla zanikaja wykladniczo, a ich czesto$é wynosi w = /1 — k2 /4

0 < k < 2. Ognisko stabilne.

8.5. Roéwnanie liniowe jednorodne rzedu k o statych
wspodtczynnikach.

Rozpatrzmy réwnanie
dbr L dip
11 — —— = f(t).

Zgodnie z ogodlng teorig réwnan liniowych najpierw znajdziemy rozwiazanie
réwnania jednorodnego tzn. réwnania

0

Korzystajac z pomystu Eulera szukamy rozwiazania w postaci
z(t) = eM.
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Wstawiajac powyzsza funkcje do réwnania (12) dostajemy

k—1
()\k + Z aiAZ)eM =0.
i=0

Poniewaz e # 0 wnioskujemy stad, ze funkcja z(t) = e jest rozwiaza-
niem rownania jednorodnego wtedy i tylko wtedy, gdy A jest pierwiastkiem
wielomianu charakterystycznego

k—1
(13) PO =M+ ;N
=0

1. Jesli wielomian charakterystyczny (13) ma k parami réznych pierwiastkéw
rzeczywistych i, ..., \g, to kazda z funkcji et jest rozwigzaniem réwnania
(12). Ponadto, funkcje te sa liniowo niezalezne. Zatem rozwiazaniem ogdlnym
réwnania (12) jest

2. Jedli pierwiastki réwnania charakterystycznego sa parami rozne, lecz sa
wéréd nich pierwiastki zespolone, to réwniez kazda z funkcji et jest rozwig-
zaniem rownania (12). Tym nie mniej funkcje te przyjmuja teraz wartosci
zespolone. Aby wyznaczy¢ rozwiazanie rzeczywiste stosujemy nastepujaca
procedure. Niech A\ = « + i3 bedzie pierwiastkiem roéwnania charaktery-
stycznego, przy czym [ # 0. Woéwczas liczba sprzezona A = a — i3 tez jest
pierwiastkiem réwnania charakterystycznego. Zatem dla dowolnych a,b € C

funkcja zespolona

jest rozwiazaniem réwnania (12). Kladac

_Cl—iCQ b_Cl+i02

¢ 2 2

dla 01,02 eR

i stosujac wzér Eulera e(@+#8)t = ¢t (cos Bt 4sin ft) wnioskujemy, ze funkcja
rzeczywista
Cie® cos Bt + Coe® sin [t

jest rozwiazaniem (12). Procedure te przeprowadzamy dla kazdej pary sprze-
zonych pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego.

3. Zalézmy, ze A\ jest n-krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycz-
nego, gdzie 2 < n < k. Wowczas

P(\) =P \)=..=P" Y =0 P™(\)#0.
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W celu znalezienia rozwiazan réwnania (12) innych niz e** zrézniczkujmy

wyrazenie P()\)e*, I-krotnie wzgledem zmiennej \, [ = 0, 1,...,n — 1. Korzy-
stajac ze wzoru Leibniza

l
() =3 ( )uo:) (=)

1=0

dostajemy

l
(P()) - e’\t)(;) _ Z (i) pli) =i At

1=0

Wstawiajac A = A1 wnioskujemy, ze funkcje

e’\lt, te/\lt, - ettt

sa rozwiagzaniami réwnania (12). Funkcje te sa liniowo niezalezne i rzeczywiste
iile \; jest rzeczywiste.

Jedli Ay = a + 1106, B # 0 jest n-krotnym pierwiastkiem zespolonym
réwnania charakterystycznego, to réwniez A\; = o — i3 jest n-krotnym pier-
wiastkiem zespolonym rownania charakterystycznego. Para tych pierwiast-
kéw wyznacza 2n liniowo niezaleznych, rzeczywistych rozwigzan réwnania
(12)

“tsin ft, te*'sinfBt, ..., t" le* sin G,

“cosBt, te*tcosfBt, ..., t"le® cosft.

8.6. Réwnanie liniowe niejednorodne rzedu % o statych
wspodtczynnikach. Metoda uzmienniania statych.

Powr6émy teraz do réwnania liniowego niejednorodnego rzedu k

k— dix

— ; O(r.
(11) dtk z; i f(t), gdzie fe C°(I;R).

Zgodnie z ogdlng teorig réwnan liniowych rozwiazanie ogdlne réwnania nie-
jednorodnego (11) jest suma rozwiazania ogélnego réwnania jednorodnego
(12) i rozwigzania szczegblnego réwnania niejednorodnego (11). W ogdlnym
przypadku w celu znalezienia rozwiazania szczegélnego réwnania (11) sto-
sujemy metode uzmienniania statych. Mianowicie jesli x1, ..., x; sa liniowo
niezaleznymi rozwiazaniami réwnania jednorodnego (12), to szukamy roz-
wiazania szczegbélnego réwnania niejednorodnego w postaci

k
=) Ci(t)z;
=1
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Aby znalezé x4, liczymy pochodne tej funkcji do rzedu k.

k k k
Tsy = Z Ci(t)w; + Z Ci(t)i; = Z Ci(t)z; pod warunkiem, ze
i=1 i=1 i=1
k .
i=1
koo k k
Zsy = Z Ci(t)a; + Z Ci(t)i; = Z C;(t)Z; pod warunkiem, ze
i=1 i=1 i=1
k .
i=1

k k
= = Z Cy(t (k_Q) +Z C’i(t)a;gk_l) = Z C; (t)xz(-k_l) pod warunkiem,

(R(k — 1)) S G =o.

k k
2 =3V 3 GV,
=1 =1

Wstawiajac do réwnania (11) dostajemy

k k k—1 k
S GV + S e + 30 Y Cit)al?
=1 =1 7=0 =1
k k k—1
= Z C’i(t)xl(k_l) + Z Ci(t) [:L’Ek) + ajxgj)}
i=1 i=1 =0
k
=D Gtz = f(0).
=1

Zatem poniewaz zakladaliSmy warunki (R1),...,(R(k-1)) funkcje Cy(2),...
Ck(t) spelniaja uklad rownan

Zz 1C(t) = 0,
Zz 1C(t) = 0,




ktéry mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

we =7,

gdzie

1 T Tk Cy(t) 0
wol| T E i) R

I e Ch(t) (1)
Stad _

Cty=w=7(t)

oraz

@) = t WLF (s)ds, C,-(t):/t %d& i=1,..k

8.7. Roéwnanie liniowe niejednorodne rzedu k o sta-
tych wspotczynnikach. Metoda wspétczynnikéw nieozna-
czonych.

W przypadku gdy prawa strona réwnania (11) jest wielomianem wy-
ktadniczym

N
f(t) = Z P;(t)e*", gdzie P;,i=1,..,N sa wielomianami
i=1

lub wielomianem trygonometryczno-wyktadniczym
N

f(t) = Z e (P;(t) cosbit + Q;(t) sinb;t), gdzie P;,Q; sa wielomianami,
i=1

to rozwiazania szczegdlnego mozna poszukiwacé stosujac metode wspotezyn-
nikéw nieoznaczonych. Korzystamy przy tym z nastepujacego Lematu

Lemat. Jesli f(t) = vazl fi(t), to rozwigzanie szczegdlne réwnania
Lu = f, gdzie L jest operatorem liniowym, jest sumgq rozwigzan Sszczegol-
nych rownan Lu= f;, 1 =1,...,N.

Zauwazmy réwniez, ze wielomian wyktadniczy jest szczegdlnym przypad-
kiem wielomianu wyktadniczo-trygonometrycznego. Zatem wystarczy rozwa-
zy¢ sytuacje, gdy

f(t) = e™(P(t) cosbt + Q(t) sinbt),
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gdzie a,b € R oraz P i () s wielomianami stopnia < m.

1. Jesli a 4 bi nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, to
rozwiazania szczegdlnego szukamy w postaci

Ts. = e (R(t) cosbt + S(t) sinbt),

gdzie R1iS sa wielomianami stopnia m. Wstawiajac . do (11), a nastepnie
poréwnujac wspotczynniki przy wyrazach

t'e™ cosbt, t'e*sinbt, i=0,...,m

dostajemy uktad 2m + 2 rownan na wspétczynniki wielomianéw R i S.

Uwaga. Jedli b = 0, to posta¢ wielomianu S jest nieistotna. W tym
przypadku mamy uktad m + 1 réwnan na wspétczynniki wielomianu R.

2. Jedli a + bi jest pierwiastkiem [-krotnym, [ > 1, wielomianu charaktery-
stycznego, to rozwiazania szczegolnego szukamy w postaci

Ty, = tle (R(t) cosbt + S(t)sinbt),

gdzie R i S sa wielomianami stopnia m o wspotczynnikach nieoznaczo-
nych. Wstawiajac . do (11), a nastepnie poréwnujac wspoétczynniki przy
wyrazach

t'e™ cosbt, t'e*sinbt, i =0,..,m

dostajemy uktad 2m+2 (m+1 réwnan, gdy b = 0) réwnan na wspo6tczynniki
wielomianéw R i S.

Przyktad. Niech

I + x = cost.

Woéwezas wielomianem charakterystycznym jest A% + 1, jego pierwiastkami
sg +i. Rozwiazaniem ogélnym réwnania jednorodnego jest x = Ccost +
Cssint. Rozwiazania szczegdlnego réwnania niejednorodnego szukamy w po-
stacl xg, = t(r cost + ssin t).

Zatem s, = 2(—rcost + ssint) + t(—rcost — ssint).

Wstawiajac do réwnania &g, + x5, = —2rsint 4+ 2scost = cost

dostajemy uklad rownan —2r = 0,2s = 1. Stad r = 0,s = 1/2. Czyli
Tor = %t sint.
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8.8. Ciag Fibonacciego.

Ciag Fibonacciego jest zdefiniowany wzorem rekurencyjnym

fn+1:fn—1+fn; TZEN,

przy czym fo = f1 = 1. W celu wyprowadzenia wzoru na n-ty wyraz ciagu
zauwazmy, ze wzOr rekurencyjny mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

fo N\ (0 1 S
(fn+l)—<1 1)( fnl)’ nel.
Oznaczmy

A:((l) 1) Woéwcezas (1{11):14”(;?), n € N.

Aby policzy¢ A™ sprowadzamy macierz A do postaci kanonicznej. W tym
celu najpierw znajdujemy jej wielomian charakterystyczny

—A 1

— )2 _ ) _
N RS e

det(A — \Id) =

Jego pierwiastkami sa liczby A\ = %g,)\g =

%‘?’. Nastepnie szukamy

wektoréw wlasnych macierzy A tzn. wektoréw v; € R? \ {0} takich, ze (A —
)\Jd)'l}Z = 0, 1= 1,2 Jesli V; = (’Ui’l,’lji,g)tr, to —Aivi,l + Vi2 = 0, 1 = 1,2
Zatem v; = (1, \;)™, i = 1,2. Wéwczas w bazie wlasnej zlozonej z wektoréw
v1, v macierz A jest macierzg kanoniczna,

tzn. jesli B = (vy,v2) = ()\1 )\1 ), to
1 A2

_ 1 Ay —1 0 1 1 1
BlOAOB:AZ—Al(—Azl 1)0(1 1)O<>\1 )\2)
e (O o)l )
Xo— AL \L=A1 Ao T+A 14X
_;(mz—h—l A3 —1 )_()\1 0)
DY D VR T D VI B S TIE = DR B A W | D VI
gdyz M =X\ +1, i=1,2  Zatem
. 1 11 A0 Ay —1
A :)\2—)\1()\1 A2)0<01 AQ)O(—il 1>
_ 1 (1 1)O<Xf)\2 —)\?)
Xa— A\ A1 Ao —MAT S

1 ( AP Ag — A AR =T+ D )

DD VD VD P U N e I
1
_ 1 (/\n()\z . 1) +/\n(1 o )\1)> — L(}\n—kl . /\n—i—l)
)\2 . )\1 1 2 \/g 2 1 .
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9. Réwnania autonomiczne.
Roéwnaniem autonomicznym nazywamy uklad réwnan postaci
(1) & =v(z),

gdzie v : Q — RF jest gladkim polem wektorowym okreslonym na obszarze
Q c R*. Zauwazmy, ze prawa strona (1) nie zalezy od czasu. Punkt z( nazywa
si¢ punktem osobliwym pola wektorowego v jesli v(zg) = 0. Wowczas x(t) =
xo jest rozwiazaniem szczegblnym (1) nie zaleznym od czasu. Rozwiazanie
takie nazywamy rozwiazaniem stacjonarnym.

Twierdzenie o prostowaniu dla uktadu autonomicznego brzmi nastepu-

jaco.

Twierdzenie 1. (O prostowaniu.) Jesli o jest punktem nieosobliwym
pola wektorowego v na 2 klasy C™, r > 1, to istnieje otoczenie V punktu xg,
obszar W C R* oraz dyfeomorfizm f : V — W klasy C" takie, e fov = e;
gdzie ey jest wersorem pierwszej wspdlrzednej w R”.

(Preypomnijmy, Ze (£.0)(y) = D (f~1 () - v(f~1(w)).)

Innymi stowy w otoczeniu punktu nieosobliwego réwnanie (1) jest row-

nowazne rownaniu

(2) y = €1.

Przyktad. W otoczeniu zera nie da si¢ wyprostowaé pola v(z) = (ﬁ;)

Whiosek 1. Dla dowolnego x(y € ) istnieje rozwigzanie réwnania auto-
nomicznego (1) spelniajgce warunek z(tg) = xo.

Dowdd. Jesli g jest punktem osobliwym pola v, to z(t) = x¢ jest roz-
wiazaniem. W przeciwnym przypadku zy jest punktem nieosobliwym pola
v i na mocy twierdzenia o prostowaniu réwnanie (1) jest réwnowazne réw-
naniu (2). Rozwigzaniem réwnania (2) spelniajacym warunek y(tg) = y° :
f(xo) (f jest dyfeomorfizmem prostujacym) jest funkcja y(t) = (t — to
y9,98, ..., y?). Zatem rozwiazaniem (1) spetniajacym x(tp) = xq jest x(t)

ft@). o

Whniosek 2. (Twierdzenie o lokalnej jednoznacznosci.) Jesli @1 : 1 —
Q, p2 = Iy — Q sq¢ dwoma rozwigzaniami (1) z warunkiem x(ty) = xq, to
Y1 = P2 na czeSci wspolnej przedziatow Iy N Is.

I+

Dowdéd. Jesdli v(xg) = 0, to 1 = xo 1 Y2 = . Jesli v(xg) # 0, to w
malym otoczeniu punktu zy réwnanie (1) jest rownowazne réwnaniu (2), dla
ktorego wniosek jest oczywisty. o
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Definicja. Lokalnym strumieniem fazowym lub potokiem okreslonym
przez pole wektorowe v w otoczeniu punktu zy nazywamy tréjke (I,V,g),
gdzie I = {t € R: |t| < €}, V jest otoczeniem punktu zy, g odwzorowaniem
g : I xV — € spelniajacym warunki:
1°. Dla kazdego t € I odwzorowanie ¢' : V +— Q, g'(x) = g(t,x) jest

dyfeomorfizmem;
2°. Dla kazdego x € V odwzorowanie ¢ : I +— Q, o(t) := g*(x) jest rozwia-

zaniem (1);
3°. Odwzorowania ¢g' maja wlasno$¢ grupowa tzn. ¢'**(z) = ¢'(¢°(z)) dla

x €V oraz t,s € I takich, ze t + s € 1.

Twierdzenie 2. W otoczeniu punktu nieosobliwego xy € €2 pole wekto-
rowe v okresla lokalny strumien fazowy.

Dowdd. Niech f bedzie dyffeomorfizmem prostujacym otoczenia V
punktu zg na W, f(zo) =: y°, ¥ = e;. Wezmy € > 0 takie, ze kostka
{yeR": |y; — 1P| <2 dla i=1,..,k} C W.
Potézmy

Wo={yecR":|y; =90 <e dla i=1,.., k}, I={teR:|t <e}.

Wobwczas odwzorowanie
h(t,y) =y +tex

okreslone na I x Wy spelnia warunki lokalnego strumienia fazowego dla pola
e1. Istotnie

1°. hl(y) : Wo — W, h'(y) = h(t,y) = y + te; jest dyfeomorfizmem;

2°. Dla y € Wy odwzorowanie ¢(t) = h'(y) = y + tey spelnia (2) i p(0) = y;
3°. Dlay € Wy, t,s € I takich, ze t+s € I zachodzi h'T5(y) = y+ (t+s)e; =

ht (hs (y)) )
Niech V = f~1(Wy), ¢* = f~Lohto f. Wéwczas trdjka (I,V, g) jest lokalnym
strumieniem fazowym dla pola v. o
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Twierdzenie 3. Niech ¢ : R — ) bedzie rozwigzaniem rownania auto-
nomicznego (1) oraz nmiech h® : R — R, h®(t) =t + s bedzie przesunieciem.
Wéwczas dla dowolnego s € R odwzorowanie ¢ o h® jest rozwigzaniem (1).

Dowéd. Liczymy

d(p o h*)(t) dp(t + s) de(t)

dt ‘t:to B dt ‘t:to o dt ‘t:to—i—s

@U(cp(to +5)) = v o h®(t)1=t,- o

Whniosek. Przez kazdy punkt przestrzeni fazowej réwnania autonomicz-
nego (1) przechodzi dokladnie jedna maksymalna krzywa fazowa.

Dowdd. Zatézmy dodatkowo, ze rozwiazania (1) mozna przediuzy¢ na
I = R. Niech ¢; : R — Q, i = 1,2, beda rozwiazaniami (1) oraz ¢1(t1) =
©2(t2) = x dla pewnych t1,ts € R, z € Q. Polézmy o3 = pjohtt~t2. Wowczas
3 jest rozwigzaniem (1) oraz

@3(t2) = o1 0 K72 (tg) = @1 (t1) = = = pa(ta).

7 twierdzenia o jednoznacznosci rozwiazan dla kazdego t € R zachodzi

©2(t) = @s(t) = 1 0 K" 72 (1) = @1 (ty — ta + ).

Wobec faktu, ze odwzorowanie h® jest wzajemnie jednoznaczne wnioskujemy,
ze odwzorowania s 1 g0 h® maja jednakowe obrazy. Zatem ¢o(R) = 1 (R).

Przypadek gdy rozwiazania (1) nie mozna przedluzyé¢ na R pozosta-
wiamy jako ¢wiczenie. o

Uwaga. Krzywe fazowe uktadu nieautonomicznego mogga sie przecinac.
Dlatego rysujemy wowczas krzywe catkowe.
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10. Ukfad zachowawczy z jednym stopniem
swobody.

Definicja. Uktadem zachowawczym z jednym stopniem swobody nazy-
wamy uktad opisany réwnaniem Newtona

(1) i = F(z),

gdzie F jest funkcja okreslong na przedziale J C R. Réwnanie (1) jest réw-
nowazne ukladowi rownan

(2) i.l = X2,
:iZ‘Q :F(I‘l), (:1117.132) e J xR.

W mechanice przyjeto nastepujaca terminologie:
J — przestrzen konfiguracji;
r1 = x — polozenie;
xo = & — ped lub predkos¢;
T — przyspieszenie;
F(x) — pole sit.
Whprowadzamy takze pojecia energii:

. 2
T() = % = 22 — energia kinetyczna;
Ulx) =— f;o F(y)dy — energia potencjalna;

E(z,%) =T(&) + U(z) — calkowita energia.
Przyktad. Dla rownania wahadla & = — sin z mamy

F(z) = —sinw, U(z) =U(x1) = —coszq,

.132

E(z,i) = E(x1,22) = 72 — Cos 7.

Dla zlinearyzowanego rownania wahadla & = —x mamy
1 3 2l
U(zy) = =23, E(xy,m0) = =2+ L.

2 2 2
Rownanie Newtona pomimo, ze w ogélnosci jest rownaniem nieliniowym daje

sie rozwiaza¢, gdyz znana jest jego jedna caltka pierwsza.

Twierdzenie 1. Energia calkowita E(x1,x2) jest calkq pierwszq ukladu
(2).

Dowdd. Trzeba wykazaé, ze funkcja E(t) = E(z1(t),z2(t)) jest stala
na trajektoriach uktadu (2). Istotnie tak jest, gdyz

dE(t)  d [(22(1)”
7 = % —2 + U(xl(t))

= z5(t) - Z2(t) + U’ (z1 (1)) - @1(¢)



Przyktad. Dla réwnania wahadla & = —sinx z warunkami poczatko-
wymi z(0) = z¢, 2(0) = vo mamy
.2 2
% —cosz = FE(0) = %0 — COS Tg.

Stad dostajemy réwnanie rzedu 1 o zmiennych rozdzielajacych sie
& = ++/2E(0) + 2cos z.

Twierdzenie 2. W otoczeniu kazdego punktu z wyjgtkiem polozen row-
nowagi (to jest F(x1) = 0,29 = 0) poziomice energii ukladu (2) sq krzywymi
gtadkima.

Dowéd. Ustalmy punkt (z9,29) € J x R nie bedacy potozeniem réwno-

wagi ukladu (2). Niech {(z1,z2) : % + U(z1) = E} bedzie poziomica energii
przechodzaca przez (29, 29). Wéwczas

OE(x1,x2) dU (z1) 0
_— = — = —F
dil?l |I1=I? d.’L’l |$1:m(1) (xl)v

—0
T=T,

8E(331,332) 0
s

i) (1]
2

)=z

To=x

Jesli F(2?) # 0, to na podstawie twierdzenia o funkcji uwiktanej w otoczeniu
punktu z§ poziomica energii E jest wykresem funkcji rézniczkowalnej z; =
z1(72). Analogicznie jesli 3 # 0, to otoczeniu punktu z{ poziomica energii
E jest wykresem funkcji rézniczkowalnej zo = xo(x1). o

Przed przystapieniem do szkicowania poziomic energii warto zapamietac
kilka uwag.
1. Poniewaz energia kinetyczna jest nieujemna, wiec U(z1) < E.
2. Predkos¢ wzrasta, gdy energia potencjalna maleje i odwrotnie, gdyz

2] = /2(E — U(a1)).

3. Poziomice energii sg symetryczne wzgledem osi x7.

Przyklad. Niech U(z1) = 5%, k # 0. Wéwezas poziomice energii sa

krzywymi stopnia drugiego {kx? + 23 = 2E}.

k > 0 — poziomice sa elipsami. k < 0 — poziomice sa hiperbolami.
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Okazuje sig, ze powyzszy przyklad jest ogdlny w tym sensie, ze w oto-
czeniu tzw. niezwyrodnialego punktu krytycznego potencjatu U(z) mozna
dokonaé zmiany zmiennej x na y tak, aby U(y) = ky?.

Definicja. Niech U bedzie funkcja klasy C? w otoczeniu zera.
Zero nazywamy punktem krytycznym funkcji U jesli U’'(0) = 0.
Zero jest punktem krytycznym niezwyrodniatym jesli U”(0) # 0.

Lemat (Hadamarda.) Jesli f jest funkcjg zdefiniowang w otoczeniu zera,
klasy C™, r > 1, oraz f(0) = 0, to istnieje funkcja g klasy C™1 taka, Ze
g(0) = f(0) oraz f(x) = zg(x) dla x z otoczenia zera.

Dowdd. Poniewaz zachodzi
x 1
f@) = [ pdr I [ e
0 0

wiec funkcja g(z) = fol f/(tz)dt spelnia teze lematu. o

Lemat (Morse’a.) Jesli zero jest niezwyrodnialym punktem krytycznym
funkcji U klasy C? takiej, ze U(0) = 0, to tak mozna dobraé wspétrzedng v,
aby U(y) = ky?, gdzie k = sgn(U"(0)).

Dowéd. Stosujac dwukrotnie lemat Hadamarda wnioskujemy, ze
U(x) = x%h(x) dla pewnej funkcji ciaglej h, przy czym h(z) > 0 w oto-
czeniu zera jesli U”(0) > 0 oraz h(x) < 0 w otoczeniu zera jesli U”(0) < 0.
Potézmy

y =sgn(U"(0)) -z - /[(z)].

Woéowezas
U(z) = 2h(z) = sgn(U"(0)) - (z/[h(x)])* = sgn(U”(0)) - .

Zauwazmy, ze funkcja \/|h(x)| jest ciagla i dodatnia w otoczeniu zera. Za-
tem odwzorowanie z +— y = sgn(U”(0)) - z - \/|h(z)| jest ciagle i &cisle
monotoniczne w otoczeniu zera. Wynika stad, ze jest ono homeomorfizmem
w otoczeniu zera. o

Uwaga. Poniewaz rownanie Newtona sprowadza sie do réwnania rzedu
1 mozna wykazac, ze niekrytyczne poziomice energii sktadaja si¢ z co najwy-
zej przeliczalnej ilosci krzywych homeomorficznych z okregami lub prostymi.
Krytyczne poziomice energii moga zawiera¢ punkty, otwarte tuki lub krzywe
zamkniete.
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Przyktad.

Dla réwnania wahadla & = — sinz mamy U(x) = —cosz, U'(z) = sinz.

Punktami krytycznymi potencjatu sa punkty X, = km, k£ € Z.

Poziomicami energii sa zbiory {z3 = 2E + 2cosz1 }.

Jesli F = —1, to poziomice energii redukuja sie¢ do punktow Ay =
(2km,0) dla k € Z.

Jedli —1 < E < 1, to poziomice energii sa krzywymi homeomorficznymi
z elipsa.

Jesli E = 1, to poziomicami energii sa punkty By = ((2k + 1)7,0) dla
k € 7Z oraz tuki taczace dwa sasiednie punkty By.

Jesli ¥ > 1, to poziomice energii sg krzywymi nieograniczonymi.

Krzywe fazowe réwnania wahadla — poziomice energii.
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11. Stabilno$¢ potozen rownowagi.
Rozpatrzmy réwnanie autonomiczne
(1) & =v(x), zeQc R

Zalézmy, ze pole wektorowe v posiada punkt osobliwy xg tzn. v(zg) = 0.
Wéwezas ¢(t) = xp jest rozwiazaniem stacjonarnym problemu Cauchy’ego

& =v(x), z(0) = xo.

Dlatego punkty osobliwe pola wektorowego nazywane sa takze pofozZeniami
rownowagi.

Interesuje nas zachowanie sie rozwiazan dla zaburzonych danych poczat-
kowych. Oczywiscie z twierdzenia o ciaglej zaleznosci rozwigzania od danych
poczatkowych wynika, ze dla malych ¢ rozwiazanie problemu zaburzonego
jest bliskie rozwiazaniu stacjonarnemu. Dlatego teraz bedziemy badaé co sie
dzieje z rozwiazaniem problemu zaburzonego dla czasu ¢t dazacego do oc.

Definicja. Polozenie rownowagi xy pola wektorowego v nazywamy sta-
bilnym (w sensie Lapunowa) jesli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze
dla ||y — zo|| < 6 rozwiazanie x = ¢(t) problemu

/ x = U(I),
1) {x<o> _y.

istnieje dla 0 < t < oo oraz ||p(t) — xo|| < € dla kazdego 0 < t < 0.

Zauwazmy, ze stabilno$¢ polozenia réwnowagi faktycznie oznacza glo-
balna cigglos$é rozwiazania wzgledem danych poczatkowych.

Rozwiazanie startujace z danych ||y — zo||<d pozostaje w rurze o promieniu .

Definicja. Potozenie réwnowagi xy pola wektorowego v nazywamy
asymptotycznie stabilnym jesli jest ono stabilne oraz rozwiazanie x = ¢(t)
problemu (1”) spelia lim;_, o, ¢(t) = xg o ile ||y — x| < § dla matych § > 0.
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Przypomnijmy jeszcze definicje pochodnej funkcji w kierunku pola wek-
torowego.

Definicja. Niech v bedzie polem wektorowym na 2 C R” oraz niech
f : Q — R bedzie funkcja klasy C'. Pochodng funkcji f wzgledem pola v
nazywany funkcje L, f : {1 — R okreslong wzorem

k of
Lof@) =) S (@ule), =,
i=1 v

gdzie v;,1 = 1, ..., k sa sktadowymi pola v.

W celu uproszczenia wzoréow bedziemy w dalszym ciagu zakladaé, ze
xg = 0 tzn., ze zero jest potozeniem réwnowagi pola wektorowego v.

Definicja. Funkcjq Lapunowa pola wektorowego v w otoczeniu punktu
stacjonarnego o = 0 nazywamy dodatnio okreélona forme kwadratows 72
na R¥ taka, ze dla pewnego v > 0 zachodzi

(2) L,r?(z) < —yr?(x) dla ||z|| dostatecznie matych.

Innymi stowy poziomice funkcji r? sa wspétérodkowymi elipsoidami takimi,
ze w kazdym punkcie z z sasiedztwa zera wektor v(z) jest skierowany do ich
wnetrza.

Twierdzenie 1. Jesli istnieje funkcja Lapunowa r? dla zerowego poto-
Zenia réwnowagi pola wektorowego v klasy C*, to zero jest asymptotycznie
stabilnym polozZeniem rownowagi.

Dowdéd. Niech x = ¢(t) bedzie rozwigzaniem problemu (1’), gdzie y #
0, [[yll jest dostatecznie mate. Zal6ézmy, ze rozwiazanie to jest okreslone na
R, . Okreslmy funkcje p : Ry +— R wzorem

(1) = nr? ().

Z twierdzenia Picarda o jednoznacznosci rozwiazania problemu Cauchy’ego
wynika, ze r%(¢(t)) # 0 dla t > 0. Zatem funkcja p jest dobrze okreslona i
rézniczkowalna. Policzmy jej pochodna. Korzystajac z (2) dostajemy

dp . 1 SO0 (pit) dgi(t) _ Lor(p(1))
—(t) =TE0) ; : = < —7.

i dpi(t) dt r2(p(t))

Zatem
p(t) < p(0) —~t, dla t>0.

Poniewaz p(0) = Inr?(y) wnioskujemy stad, ze
r?(p(t)) < exp{p(0) —yt} =r*(y)e" =0 gdy t— 0.
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Pozostaje jeszcze wykazaé, ze rozwiazanie o problemu (1) jest okreslone na
calej polprostej Ri. W tym celu dobierzmy § > 0 takie, ze dla |z|| < o
spelniona jest nieréwnos¢ (2) oraz dla T' > 0 zdefiniujmy zbiér (,walec”)

Fr={(t,z) e RxR¥: -1 <t < T,r*(z) <6}

Jesli r2(y) < 8, to zgodnie z twierdzeniem o przedtuzaniu rozwigzan, roz-
wiazanie problemu (1’) mozna przedtuzyé¢ do przodu do granicy ,walca” Fr.
Poniewaz jednak pochodna funkeji r?(¢(t)) jest ujemna dopoki (¢, ¢(t)) €
Fr, wiec rozwiazanie nie moze wejS¢ na powierzchnie boczng ,walca” Frp.
Zatem daje sie ono przedtuzyé¢ do czasu t = T'. Poniewaz T bylo dowolne
wnioskujemy, ze rozwiazanie daje sie przedtuzy¢ nieograniczenie do przodu.
o

Uwaga. Zauwazmy, ze w Twierdzeniu 1 wykazaliSmy, ze szybko$¢ zbiez-
nosci rozwigzania problemu zaburzonego do rozwiazania stacjonarnego jest
jednostajna wzgledem warunkow poczatkowych i wyktadnicza w czasie.

Analizujac dow6éd Twierdzenia 1 dostajemy réwniez

Whiosek 1. Jedli dodatnio okreslona forma kwadratowa 72 spelnia nie-
réwno$é L,r%(z) < 0 dla x z otoczenia zera, to zero jest stabilnym polozeniem
réwnowagi.

Zajmiemy sie¢ teraz konstrukcjg funkcji Lapunowa. Zaczniemy od przy-
padku liniowego.

Twierdzenie 2. Niech A : R¥ — RF bedzie operatorem liniowym, kto-
rego wszystkie warto$ci wlasne majqg ujemne czesci rzeczywiste. Wowczas ist-
nieje funkcja Lapunowa dla pola wektorowego v(x) = Ax.

Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy przy dodatkowym zalozeniu, gdy ope-
rator A posiada baze wlasng.
Potraktujmy A jako przeksztalcenie liniowe A : C* — C¥. Niech \q,..., A\, €
C beda wartosciami wtasnymi, a vy, ..., v € c* odpowiadajacymi im wekto-
rami wlasnymi, przy czym jesli \; = )\_j, to v; = v;. Uklad wektoréw vy, ..., vy
stanowi baze przestrzeni C¥. Zatem dla dowolnego z € CF istnieja z; € C,
1 =1,..., k takie, ze

k
Z = E 23 U5
i=1
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Potézmy
k
r2(2,%) = Z 2% € R, r?(z) = r¥(z,z) dla x e R".
i=1

Wéwezas 72 jest dodatnio okre$lona forma kwadratowa, gdyz z;z; > 0 dla
i =1,...,k oraz istnieje ¢ € {1, ..., k} takie, ze z;Z; > 0. Policzmy pochodna
funkcji r2(z,z) w kierunku zespolonego pola wektorowego Az.

k k k
La.r*(2,%Z) = La. Z 2iZ; = Z(Az)iz_i + Z zi(Az);
i—1 i=1 i=1

k k
=2Re Y (A2);zm =Y 23 Renizzm
=1

=1

k
=2 ZRG)\1|2’Z|2
=1

Niech v = —max;—1, ., Re);. Z zalozenia mamy v > 0. Zatem dla x € RF
dostajemy

k k
La,r*(z) = 2ZRG>\i|Zi|2 < _272 22 = —2972(x),
=1 i=1

co konczy dowdd twierdzenia przy zalozeniu istnienia bazy wtasnej operatora
A.

W ogélnym przypadku wykazuje si¢ istnienie tzw. e-bazy, tzn. bazy, w
ktérej macierz operatora A jest suma macierzy diagonalnej diag(Aq, ..., A\g) i
macierzy trojkatnej gérnej o wyrazach < e. Jako funkcje Lapunowa bierze sie
sume kwadratow modutéw wspodtrzednych w e-bazie dla dostatecznie matego
€. o

Z Twierdzen 1 i 2 wynika
Whniosek 2. Jesli wszystkie wartosci wlasne macierzy A maja ujemne
czesci rzeczywiste, to zerowe polozenie rownowagi uktadu

T = Az

jest asymptotycznie stabile.

Uwaga. Jesli wszystkie czedci rzeczywiste warto$ci wlasnych macierz A
sg niedodatnie i macierz A nie ma wielokrotnych wartosci wtasnych o zero-
wych czedciach rzeczywistych, to zero jest stabilnym polozeniem réwnowagi
uktadu z = Az.
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Podamy jeszcze twierdzenie o stabilnosci zerowego potozenia réwnowagi
ogblnego ukladu autonomicznego (1).

Twierdzenie 3 (Lapunowa.) Niech
v(z) = Az + v (x),

gdzie A jest operatorem liniowym, natomiast vy jest polem wektorowym spel-
niajgeym |lve(2)|| < C||z||?> dla pewnej stalej C < oo i ||x|| dostatecznie
matych.

Jesli wszystkie warto$ci wtasne macierzy A majg ujemne czeSci rzeczy-
wiste, to zero jest asymptotyczne stabilnym polozeniem réownowagi uktadu

(1).
Dowdéd. Na podstawie Twierdzenia 1 wystarczy wykazaé, ze istnieje

funkcja Lapunowa dla pola v. W dowodzie Twierdzenia 2 skonstruowaliSmy
funkcje Lapunowa 72 spelniajaca przy pewnym v > 0 oszacowanie

Laar?(z) < =297 ().

Poniewaz
Lvrz(x) = LAmrz(x) + Lv2r2 (x),

wiec wystarczy wykazac, ze
|Ly,7?(x)| < yr*(x) dla ||z|| dostatecznie malych.

Mamy

k 2 T
LUQTQ(IL’) = Z or ( ) -U%(m).

7 zalozenia wiemy, ze |vg;(z)] < C|z||* dla ||z|| dostatecznie malych.
Ponadto,
or?(x)

2

| | < Clz|| dla i=1,..,k xcR"
Zatem
|Ly,m%(x)] < C%k|jz||*> dla |z|| dostatecznie matych.

Ostatecznie dla [|z|| dostatecznie malych znajdziemy ¢ > 0 takie, ze

[Lu,r?(2)] < CPR|2])* < cl|2)|* < yr¥(2). o
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12. Réwnania rozniczkowe czastkowe rzedu 1
Ogdlne rownanie rézniczkowe czastkowe rzedu 1 mozna zapisa¢ w postaci
F(z,u,Vu) =0,

gdzie x € , Q jest otwartym podzbiorem R", u : Q@ — R, Vu = (9, u, ...,
0, u) jest gradientem funkcji u, natomiast F': Q x R x R" — R jest funkcja
gltadka (rézniczkowalng w sposéb ciagly). Rownania takie pojawiaja sie m.in.
w mechanice klasycznej (przeksztalcenia kanoniczne), mechanice o$rodkéw
ciagglych (prawa zachowania) oraz w optyce (rozchodzenie sie fal).

12.1. Réwnanie transportu

Jednym z najprostszych réwnan rézniczkowych czastkowych jest réwna-
nie transportu

gdzie u = u(t, ) jest funkcja okreslona na Ry x R", b € R", Vu = (88—;;‘1, s
887“) jest gradientem funkcji u, a - oznacza iloczyn skalarny. W celu rozwigza-
nia réwnania (1) zauwazmy, ze réwnanie to oznacza, ze pochodna kierunkowa
funkcji v w kierunku wektora v = (1,b) € R™™! znika. Zatem ustalajac do-

wolny punkt (t,z) € Ry x R™ i ktadac dla s € R
Z(s) = u(t + s, + sb)

dostajemy

dz(s)
ds

= u(t + s,x + sb) + Vyu(t + s,x + sb) = 0.

Zatem z(s) jest funkcja stata. Ustalajac warto$é rozwiagzania na kazdej prostej
réwnoleglej do wektora (1,b) dostajemy rozwiazanie réwnania (1).

12.2. Zagadnienie poczatkowe

Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze w chwili ¢ = 0 zadana jest wartos¢
funkcji u(0, x). Woéwczas zagadnienie poczatkowe

(2) {ut+b-Vu:0 dlat >0,z € R",

u(0,z) =g(z) dlazeR"
ma rozwiazanie
(3) u(t,x) = g(x —tb) dla t >0,z € R".
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Zatem zachodzi

Twierdzenie 1. Jesli funkcja g jest klasy Ct, to rozwigzanie (3) réw-
nania (2) jest rozwigzaniem klasycznym tzn. klasy C* oraz jest ono jedno-
zZnaczne.

Uwaga. Jedli g nie jest klasy C!, to (2) nie posiada rozwigzania kla-
sycznego. Tym nie mniej (3) definiuje funkcje, ktéra jest jedyna kandydatka
na rozwiazanie uogoélnione (2).

12.3. Zagadnienie niejednorodne

W celu rozwiazania zagadnienia niejednorodnego

(5) {ut+b~Vu:f dlat > 0,2 € R",

u(0,2) =g(z) dlazeR",
potézmy z(s) = u(t + s,z + bs). Wowczas

dz

%(s) =u(t+s,x +bs) + Vu(t +s,x 4+ bs) - b= f(t+ s,z + bs).

Zatem

f(s,x+ (s —t)b)ds.

0

/
- /Of(t+ 5,3 + sb)ds

/

Czyli
t

u(t,z) = g(x — tb) + /f(s, x+ (s —t)b)ds
0

jest rozwiazaniem zagadnienia (5). o

12.4. Metoda charakterystyk

Zauwazmy, ze w celu rozwiazania probleméw (2) i (5) przeksztalcili-
Smy réwnania czastkowe w réwnania zwyczajne. Jest to typowa procedura
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rozwigzywania rownan czastkowych rzedu pierwszego nazywana metodq cha-
rakterystyk.
Sprébujmy mianowicie rozwiazaé zagadnienie brzegowe (Cauchy’ego)

(6) F(z,u,Vu) =0 w obszarze Q C R",

(7) u =g na powierzchni I'" C 09Q.

Zaktadamy, ze funkcje F' i g oraz powierzchnia I' sa dostatecznie gtadkie.
Nasz plan postepowania jest nastepujacy: bedziemy si¢ starali potaczyc
punkt x €  z pewnym punktem zy € I" pewna krzywa v w taki sposob, aby
mozna bylo policzy¢ wartosci rozwiazania u wzdtuz tej krzywej.
Zalézmy wiec, ze v = {x(s),s € I C R} jest parametryzacja naszej
krzywej. Potézmy

(8) z2(s) = u(xz(s)), p(s) = Vu(z(s)).

Chcemy dobraé krzywa z(s) tak, aby mozna byto policzy¢ z(s) i p(s). W tym

celu policzmy p(s) := dz—f):
n 2
(9)  Pi(s) = ;“W@D (#7(s) dla i =1,..n gdze uy; = —aigm‘

Z drugiej strony rézniczkujac (6) wzgledem x; dostajemy
(10)
OF

F
—(x,u, Vu) + 8—(93, u, Vu)uy, + Z

n F '
o 92 > @(CB,U,VU)UU‘ =0dlai=1,..,n.

J
Zaltozmy, ze

_OF

(11) () =5

(z(s),2(s),p(s)) dla j=1,..,n.

Wéwcezas wobec (10) réwnanie (9) przyjmuje postacé

(12)
p'(s) = —gf; (z(s),2(s),p(s)) — g—i(x(s),z(s),p(s))pi(s) dla i=1,...,n.

Ostatecznie rézniczkujac obie strony (8) po s i uwzgledniajac (11) dostajemy

a3) i) =3 2 (a(s))id(s) = Zp%s)(%

j=1

(z(s), 2(5), p(s))-
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Réwnania (11), (12) i (13) mozemy zapisa¢ w postaci wektorowe;

(x1)  p(s) =-V F(:c(s),z(s),p(s)) \Y4 F( (s), (s),p(s)) - p(s),
(¥2)  2(s) = VpF(2(s),2(s),p(s)) - p(s
(x3)  x(s) = ( (s,zs,ps)

Otrzymany uklad (2n + 1) réwnan rézniczkowych zwyczajnych nazywa sie

uktadem charakterystyk réwnania (6); jego krzywe fazowe (z(-), z(),p()) C

R2" 1 charakterystykami, natomiast krzywa x(-) C R"™ - zrzutowang charak-
terystykq. Wykazalidmy

Twierdzenie 3. Jesli u € C?(Q) jest rozwigzaniem réwnania (9) oraz
x(-) spelnia (%3), to p(-) spelnia (x1), a z(-) spelnia (x2).

Aby skorzysta¢ w praktyce z tego twierdzenia nalezy jeszcze uwzglednié
warunki brzegowe (7).

A. F liniowa. Zal6zmy, ze réwnanie (6) jest liniowe tzn.
(14) F(z,u,Vu) = b(x) - Vu(z) + c(z)u(z) =0,
gdzie b jest funkcja o wartoSciach w R™, a ¢ jest funkcja skalarng. Wéowcezas
F(z,z,p) =b(x) -p+c(r)z, VpF =b(x)
i rownania (x) przyjmuja postaé

(s) = b(x(s)),
(s) = b(x(s)) - p(s) = —c(z(s))z(s),
p(s) = —=Vuzb-p— Ve z—c(z)p.

(Faktycznie ostatnie z tych réwnan nie jest potrzebne.)

Przyklad. Rozpatrzmy uktad

—ToUyz, + XUz, =u W Q= {x; > 0,29 >0},
u(ry, z2) = g(x1) na I' = {z; > 0,22 = 0}.

Wéwezas b(z) = (—x2,21), c¢(x) = —1, a réwnania charakterystyk maja
postaé
i.1 = —T2,
j72 =T,
z =z,

lub w postaci symetrycznej

dz; dzo dz
— = —=—=ds.
—X9 I z
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Zatem charakterystykami sa tuki okregéw 22 + 23 = C. Rozwiazujac ten
uktad rownan z uwzglednieniem warunku brzegowego dostajemy

x1(8) = xgcoss, xa(s) =xpsins, z(s) = g(xg)e®, xp>0,0<s<7/2.

Ostatecznie rugujac parametr s dostajemy rozwiazanie

x
u(ml,xg):g<\/x%+x§)exp{arctg—2}, x1 > 0,29 > 0. o
T

B. F quasiliniowa. Zal6zmy, ze rownanie (6) jest quasiliniowe tzn.
(15) F(z,u,Vu) = b(z,u) - Vu(z) + c(z,u) =0,
gdzie b jest funkcja o wartodciach w R", a ¢ jest funkcjg skalarng. Wéwcezas
F(z,z,p) =b(z,2) -p+c(x,z), V,F =bx,z)
i réwnania (*) przyjmuja postaé

z(s) =

(16)

(pominelidémy ostatnie réwnanie). Na ogdt rownania te nie daja sie rozwiazaé
w sposOb jawny, tym nie mniej w wielu przypadkach jest to mozliwe.

Przyklad. Rozpatrzmy uktad

{ux1+ux2:u2 w Q= {x; € R,zs > 0},
u(z1,z2) = g(xr1) nal = {zg =0}

Wéwezas rownania charakterystyk maja postac

1 =1,
To9 =1,
Z:zQ,

lub w postaci symetrycznej

dz, drs  dz

1 o2

Charakterystykami sg prostymi x1 + xo = C. Rozwiazujac ten uktad réwnan
z uwzglednieniem warunku brzegowego dostajemy

x1(s) =x0+ s, w2(s)=1s, 2(s)= . —ZZ’zO =1 j]i:;()(lo)
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Zatem

C(e) — glzo) _  glz1 —22)
u(ac1,a?2) = ( ) 1 — sg(xo) 1-— :Egg($1 - 352)-

Powréémy jeszcze do réwnania quasiliniowego (15). Jak juz wiemy réw-
nania charakterystyk przybieraja wéwczas postaé¢ ukladu (16). Uklad ten
mozna zapisa¢ w postaci symetrycznej

dry  dxs _dxn_%

Jak wiadomo z ogdélnej teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych jesli wektor
(b(x), c(x)) nigdzie nie znika, to uklad ten posiada n liniowo niezaleznych
calek pierwszych

o1(z,2) =C4, ..y on(z,2) = Ch.

Rozwiazanie ogdlne (6) przedstawia sie¢ w postaci uwiklanej przez

(I)(gplv B Qpn) = 07

gdzie ® jest dowolng funkcja klasy C*.

Przyklad. Dla réwnania Eulera

ou ou @

- =\
xax+yay+zaz U

réwnaniem charakterystyk w postaci symetrycznej jest

dx_@_%_du

x Y z
Mamy 3 calki pierwsze

Y _
- y P33 = .
xr

z
Pr=—5 $Y2=—
xr

Rozwiazanie ogélne w postaci uwiklanej wyraza sie przez

B(L2, 1) <0
r r T

Rozwiklujac wzgledem trzeciej zmiennej dostajemy
XY 2
u(z,y,z) =x" f(=, —
( ' Y ) f(l‘, I)
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gdzie f jest dowolng funkcjg klasy C'. Zatem u jest funkcja jednorodna
stopnia A tzn.

u(tz, ty, tz) = t'u(z,y,z) dla t > 0.
Charakterystykami sa polproste wychodzace z zera. o

C. F calkowicie nieliniowa. Wéwczas trzeba calkowaé pelny uktad,
co jest mozliwe w sposob jawny tylko w wyjatkowych przypadkach.

12.5. Zagadnienie Cauchy’ego.

Dla zadanej powierzchni I' C 012 i funkcji g : I' — R znalezé¢ rozwiazanie
réwnania (6), ktorego warto$¢ na I' pokrywa si¢ z g tzn.

(7) Ur =4g.

Zaktadamy, ze I' i g sa klasy C.

Geometrycznie zagadnienie to oznacza znalezienie n-wymiarowej po-
wierzchni catkowej rownania (6) przechodzacej przez (n — 1)-wymiarowa po-
wierzchni¢ {(z,g(z)) : x € I'}. Powierzchnia catkowa jest utkana z charak-
terystyk przechodzacych przez punkty (x, g(x)) : € T'. Okazuje sie, ze jesli
I' nie zawiera kierunkéw charakterystycznych, to rozwigzanie problemu Cau-
chy’ego istnieje lokalnie w poblizu I'. Doktadne sformutowanie odpowiedniego
twierdzenia i jego dowdd mozna znalezZé w monografii L. Evansa, §3.2. Tutaj
ograniczymy sie do podania algorytmu rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego
dla rownania quasi-liniowego w dwoéch wymiarach.

Problem. Niech bedzie dane réwnanie quasi-liniowe

ou ou
P(I,y,U)% + Q(%Z/;U)a—y = R(l’,%u),

gdzie P,Q i R sa funkcjami klasy C*(Q2 x R), Q C R%. Znalez¢ rozwigzanie
spelniajace warunek poczatkowy

Ur =9,

gdzie I' jest krzywa I' = {(a(s),b(s)),s € (s1,52) C R}, a g jest zadana
funkcja.

Algorytm rozwigzania.

1. Piszemy roéwnania charakterystyk

dx dy du
P($7y7 u) Q(x7y7 u) R(x7y7 /U/)‘




2. Znajdujemy calki pierwsze @1 (x,y,u), p2(x,y,u), a nastepnie z uktadu

{ p1(a(s),b(s), g(a(s), b(s))) = C1,
P2 ,9(a(s),b(s))) = Ca

rugujac parametr s wyznaczamy zaleznos¢
o(Cq,Cy) = 0.
3. Rozwiazanie u(x,y) jest dane w postaci uwiklanej

q)(gol(x7y7u)7 902(x7yau)) = 0.

Przyklad. Wyznaczy¢ powierzchnie catkowa réwnania

5 0z n 0z 9
— +x— = 2zY€
Y ox oy 4

przechodzaca przez krzywa {x = s,y = 0,2 = In(1 + s2)}.
1. Réwnania charakterystyk maja postaé

dx d_y_ dz

@_ x  2xye*

2. Calkami pierwszymi sg 22 — 2y? = C1, y? + e~ * = Cy. Z uktadu

xr =s,
y =0,

z =1In(1+ s?),
z? — 2% = (4,
Y2 +e =0y

rugujac parametr s wyznaczamy zaleznosc¢

1

C, = .
2T 1+ 0

3. Rozwiazanie z = z(z,y) spelnia réwnanie uwiklane

1
2 -z __
y e = 1+ 22— 292’
z ktorego wyliczamy
1 2
Z(l’,y):—ln(m—y> <o
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