Zadania z Analizy Matematycznej II.

Seria 1
1. Obliczyé¢ catki

2 2 e
(A) / v?dz (7 definicji); (B) / re'd; (C) / 2xe " da.
_ 0 0

1
2. Obliczy¢ pole obszaru

(A) {(z,y):0<2<3,0<y<a*+1}; B) {(z,y):6r—2* <y < 2?—6x+10}.

3. Znalez¢ dtugosé krzywej | = {y = /z, 0 <z <1}.
4. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej w wyniku obrotu dookota osi OX krzywej

(A) {y=sinz,0<x<7}; (B) {y*=2pr,0<2<1}; (O) {x—Q—i—y—:l}.

5. Obliczy¢ pole powierzchni powstatej w wyniku obrotu dookota osi OX krzywej
{y=2yx,0 <z <1}

6. Obliczy¢ catki niewlasciwe

(A) /02 dex; (B) /Ollnxdx; (©) /Oooxe—wdx; (D) _11%.

© 1
n=2 nlnPn

7. Zbadac zbieznos¢ szeregu w zaleznosci od parametru p > 0.
8. Obliczy¢ sumy szeregoéw

= 1)71 2n+1 -
) 2 G ° Z

3

Z nx"; (D) Z n’x
n=1 n=1
9. Znalez¢ F'(«) jesli

bt/ gin(ax
(A) Fla)= | ) .

a+l/a z

(B) F(a)—/oaf(a—x,x—oz)dac.

10. Korzystajac ze wzoru e = cosz + isin x pokazaé, ze dla n, m € Z zachodzi

/277 NT _ime O gdy n 7& m,
e dyx =
0 2 gdy n=m.



Zadania z Analizy Matematycznej II.

Seria 2

1. Zbadac istnienie granicy w zerze i granic iterowanych nastepujacych funkcji

2 3,3
xy T2y 04y
fx,y) = ol g(z,y) = |z[¥, h(z,y) = o k(z,y) = Erg
2. Zbadac¢ istnienie granic iterowanych w zerze nastepujacych funkcji
z—y+a%+y? zsinl +y 1
r,Y) = , r,y) = ———, h(xr,y) = xsin—.
f(z,y) P 9(x,y) Tty (z,y) ;
3. Wykazac, ze
1 dl € Q,
lim lim cos™(2mnlz) = a veQ
n—00 m—00 0 dla z&£Q.
4. Okresli¢ dziedzine funkcji
1 1 1
= = h =
fla.y) = — v 9(x,y,2) pov— (,9,2) = — R

5. Pokazaé, ze dla funkcji

1 01
f(r.y) = (@ +y)sin sin

nie istniejg granice iterowane w zerze, ale istnieje granica tej funkcji w zerze.

6. Znalez¢ granice funkcji
2
f(a.y) =a?e” @Y

wzdtuz promienia I(t) = (tcosa, tsin ) przy t — oo. Czy istnieje lim f(z,y)?
y—00

7. Zbada¢ jednostajna ciggloéé na R? funkcji
fla.y) =ax+by, glv,y) = Var+y?, hlz,y) = (2 +y°)% a>0.

8. Zbada¢ jednostajna ciaglosé funkcji

f(x,y) =sin r

1—a2—y?
w kole {z% + y* < 1}.

9. Zbada¢ ciagtos¢ funkcji
f(x,y) = arcsin l

w jej dziedzinie.
10. Wykazaé, ze zbiér punktoéw nieciagtosci funkeji

fEL dla (2,y) #(0,0),
f(x’y)_{o dla (z,y) = (0,0)

nie jest zbiorem domknietym.
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/ z%do
0

{1 dla 0<z<1,

Seria 3

1. Dla 0 < = < 1 policzy¢ catke

2. Wykazaé, ze funkcja

Inz

0 dla z <0.

jest ciagta w zerze lecz nie jest holderowsko ciagta.
3. Wykazac, ze funkcja

_[F da @) £ 0,0),
fly) = {0 " dla  (x,y) = (0,0)

jest ciggla na R? i ma pochodne czastkowe f i ,» ktore nie sa ciagle w zerze.
4. Policzy¢ pochodne czastkowe funkcji

f(a:,y) =aY, g(x,y) = arctan%, h(:z:,y, Z) = zy — zy/a? 4+ y? — 2.

5. Niech f(t) bedzie funkcja rézniczkowalna jednej zmiennej. Polézmy z(z,y) =
yf(z* — y?). Wykazaé, ze wowczas zachodzi

1 0z 1 0z =z
v dry dy
6. Niech A = {a;}},—, bedzie macierza kwadratowa, a DetA jej wyznacznikiem.
Policzy¢
dDet A
8a,~j ’

7. Policzyé¢ pochodna kierunkowa funkcji

flz,y,2) = e*l* siny

w punkcie # = (3,0, —1) w kierunku wektora v = [2, —5,7].
8. Wykazaé, ze pochodna kierunkowa funkcji

1 1 ... 1

X1 X2 Tn

I 2 2
f(x1, 29, .y xy) = | 7 x5 e Th
2t an! !

w dowolnym punkcie € R™ w kierunku wektora v = [1,1, ..., 1] jest rowna zeru.
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Seria 4

1. Zbada¢ rézniczkowalno$é w zerze funkcji

) fe)= {¢= dla (2,9) # (0,0),

0 dla  (z,y) = (0,0);
[ dla (x,y) #(0,0),
(B) 9(z,y) = {0 ’ dla  (z,y) = (0,0);

(©) Wz, y) = vt +y*
(D) h(z,y) = V2% + y°.

2. Zmalez¢ rozniczki funkceji

(A) f(z,y) = arctg g; (B) glz,y,2) = x

dwoma metodami: a) liczac pochodne czastkowe; b) korzystajac z niezmienniczosci

rozniczki.

3 Wykazac, ze funkcja f klasy C'(R" \ {0}) spelniajaca tozsamo$¢ Eulera
x-gradf(x) = Af(z) dla x e R"\{0}

jest jednorodna stopnia A. Wsk. Rozwazy¢ funkcje F(t) = ¢t~ f(tx) i policzy¢ F'(1).

4. Zbadaé¢, w jakich punktach rézniczkowalna jest funkcja f oraz znalezé df i gradf:

flz)=|z|* dla zeR" «a>0;

(A) )=

(B) y) =+ |zy| dla (z,y) ) € R?;
(C) flzy) =le—yl dla (z,y) € R%
(D) flz,y) = m dla  (z,y) € R%;

_[E=5 da (@y) #(0,0),
(®) f(x’y)_{o dla (z,y) = (0,0).

flf,

5. Zbada¢, czy funkcja f : R? — R jest klasy C*
(A) flzy) =zsinya?+y*  (B) f(z,y) =zcosv/a? +y>
6. Znalez¢ rézniczki funkcji

(A)  f(z,y) = (e” cosy,e” siny); (B) g(z,y) = (*y,zeY,sin(zy));

(C) h(z,y,z) = (Va? +y? + 22, zyz2); (D) k(x,y) = (\/xQ + 2, arctg %)
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Seria 5
1. Niech u(z,y) = 2% + zy + y? gdzie z(t) = sint, y(t) = e'. Policzy¢ % (x(t),y(t)).
2. Policzy¢ 52 + 82 jedli
ar + by
cr +dy

(A) 2(z,y) = (@ + g2 (B) z(ay) =

3. Niech ¢ : R, — R bedzie funkcja klasy C* oraz z(z,y) = p(z* + y?). Wykazaé, ze

0: 0,
Y or m@y_'

4. W jakiej postaci mozna przewidzie¢ rozwigzania rownania

0z n 0z 0
—+xz— =0.
yax oy
5. Wykaza¢, ze jesli funkcje f,g : © C R™ — R sa rozniczkowalne, to grad(fg) =
ferad(g) + ggrad(f).
6. Wyznaczy¢ réwnanie plaszezyzny stycznej do wykresu funkeji f(z,y) = 22 + 2y +
3zy* w punkcie (1,2).

7. Obliczyé¢ przyblizone wartosci wyrazen oraz btad wzgledny

(A) (2,01)>4+3x%(2,98)% (B) /(3,01)2+(3,98)%, (C) 0,98x(4,01)>%

8. Wyrazi¢ we wspolrzednych biegunowych (r,¢), gdzie x = rcosp, y = rsing
wyrazenie

9. Niech &, : R, x (0,27) — R?,

®y(r, p) = (rcosp,rsingp).
Wyznaczy¢ macierz roézniczki oraz jakobian odwzorowania ®s.
10. Niech @3 : Ry x (0,2m) x (—Z,7) — R?,

D3(r, ¢, 1) = (7’ COS  CoS 1, T sin ¢ cos P, 1 sin w).

Wyznaczy¢ macierz roézniczki oraz jakobian odwzorowania ®j.
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Seria 6

1. Policzy¢ macierz pochodnych czastkowych drugiego rzedu (hesjan) funkcji

A) f

T,y) = € cosy;

B T+Y

x,y) = arctg

Q

) S
) gz, —
) h(z,y,2) = ax® + by* + c2® + 2dvy + 2exz + 2fyz;
) k(z,y

)

Q

k(z,y) = Va2 + y%

l(x,y) = arctg Y.
T

D

(
(
(
(
(E

2
2. Zbadac¢ istnienie pochodnej mieszanej %W%(O, 0) funkcji

(&) ule,y) = In /a7 +

(B) ulr.y) = arctg {2

(© ule,y) = e

(D) u(z,y) = Va2 + ¢
1

(B) ulry) = 57—

4. Wykazaé, ze jesli f : R? — R jest dwukrotnie rézniczkowalna, to g(t) = f(cost,sint)
dla t € R jest dwukrotnie rézniczkowalna i znalez¢ jej druga pochodna.

5. Wykaza¢, ze jesli f : R? — R jest dwukrotnie rézniczkowalna, to funkcja g(z,y) =
flax +by, cx+dy) dla (x,y) € R? jest dwukrotnie rézniczkowalna i znalezé jej drugie
pochodne czastkowe.

6. Znalezé funkcje f : R? +— R dwukrotnie rézniczkowalna, dla ktérych pochodna
2

. 0 .
mieszana Wafy(x,y) = 0 dla kazdego (z,y) € R

2
7. Zmalezé funkcje f : R? — R dwukrotnie rézniczkowalna, dla ktoérych %(m, y) =
2
g—g};(:c,y) dla kazdego (z,y) € R?.
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Seria 7
1. Znalez¢ rozwiniecie Taylora funkcji f w punkcie A, gdzie
(A)  f(z,y) = ax® + 2bxy + cy?, A=(1,2);
(B) ,y) = e sinby, A =(0,0);
(C)  f(z,y) = ax® + b’y + cay® + dy?, A=(-2,3).

=
5

2. Wykazaé, ze jesli brzeg zbioru zwartego F' C R? jest sumg skoiiczonej ilodci
odcinkow, to funkcja f(x,y) = ax + by + c okreslona na F' przyjmuje kresy w konicach
tych odcinkéw. Uogdlnié to stwierdzenie dla funkcji trzech zmiennych.

3. Znalez¢ kresy funkcji f na zbiorze F', gdzie

(A) fley)=220+4+3y, F={(z,y):2=20,y=05zx+2y <10}

(B)  flz,y) =ze ™, F={(z,y) : x>0,y >0}

(C) flz,y,2) =22+ 3y — z, F={(z,y,2): x>0,y >0,2>0,x+y+ 2z <1};
(D) flz,y)=(z+ye ™,  F={(z,y):2 >0,y >0}

(E) f(x,y,2) = zyz, F={(z,y,2) :x>0,y>0,2>0,x+y+2z <1}

(F) f(z,y) =sinz +siny, F={(z,y):0<ax<70<y<m}

(A)  flz,y) = (ax + by)e ™™

(B) f(z,y) =2®+y* - 3uy;

(C)  f(z,y) = ax® + 2bxy + cy® + dx + ey;
(D) f(z,y) =2 +xlny; y>0

(B) flw,y)=a"+e;

(F)  fla,y) = wy+ e @

5. Dane sa punkty P, = (z;,v;) dlai = 1,...,n. Znalez¢ prosta y = ax + b, dla ktorej
wyrazenie E(a,b) =Y " (y; — ax; — b)* osiaga minimum.

6. Znalez¢ punkt (a,b), w ktorym funkeji E(a,b) osiaga absolutne minimum

(A) E(a,b)=(a+b—2)*+ (2a+b—2)>+ (3a+b—4)%
(B) E(a,b) = (b+ 1>+ (2a+b)*+ (a+b—1)>+ (a+b+2)%

7. Wsrod trojkatow o danym obwodzie p znalezé trojkat o najwiekszym polu.

8. Znalez¢ wymiary prostopadlodciennej skrzyni bez pokrywy o objetosci V', ktorej
powierzchnia Scian i dna jest najmniejsza.
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Seria 8
1. Niech T : R? — R? bedzie odwzorowaniem
T(x1,22) = (§sin@y + 532 + 2, 531 + 5 cosx2 + 2).
Wykazac, ze T jest kontrakcja w metryce p(x,y) = |x1 — y1| + |22 + y2|. Co wynika z
tezy twierdzenia Banacha? Wsk. Zachodzi nieréwnosé |sin o — sin | < |a — f3].

2. Niech f: (—2m,1) — R? bedzie okreslone wzorem

ft) =

(cost,sint) dla —27 <t <0,
(1,1) dla 0<t<1.

Narysowa¢ przeciwdziedzine f. Wykazaé¢ ze f jest klasy C!, jest nieosobliwe i rézno-
wartosciowe, lecz f~! nie jest ciagle.

3. Niech f(z,y) = (e*Y + e* ¥, e — ¢*7¥) dla (z,y) € R% Znalez¢ obraz f(R?)
oraz zbadacé czy f jest dyffeomorfizmem.

4. Zmalez¢ przeciwobraz kota {(x,y) : 22 + y* — x < 0} przy dyfeomorfiZmie biegu-
nowym.

5. Znalezé¢ dyfeomorfizm pewnego przedzialu otwartego P C R? na dany obszar
Q C R?, gdzie

=

(A Q={(z,y):1<2®*+y° <4, 0<z<y<2};

B)  Q={(z,y) ¥’ <w <2y’ 22° <y< 3’

(C) Q={(z,y):0<2, 0<y<az’}

(D) Q={(z,y): b*2* +a’y* <’} \ {(2,0) : x < 0};

(E)  Q={(z,y):a<z<bd flz)<y<g@)}, fg€C((ab;R).

6. Znalez¢ dyfeomorfizm pewnego przedziatu otwartego P C R? na obszar
Q={(z,y,2):a<zx<b 0<y<flzr), 0<z<g(z,yl,

gdzie f € C'((a,b);R), g jest funkcja rzeczywista dodatnig klasy C' okreslong na

zbiorze {(z,y):a <z <b, 0<y< f(x)}.

7. Znalezé dyfeomorfizm pewnego przedzialu otwartego P C R™ na C R".

8. Wykaza¢, ze odwzorowanie

T

x> fz) = T+
jest dyfeomorfizmem R™ na kule {y € R™ : |y| < 1}.

9. Znalez¢ macierz rézniczki dyfeomorfizmu odwrotnego wzgledem dyfeomorfizmu
sferycznego.
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Seria 9

1. Niech F(z,y) = 23y* + 32%y® — 2y + 20 — y? + 1. Wykazaé, ze istnieja funkcje
rzeczywiste g, h klasy C' okreslone w otoczeniu I zera takie, ze F (x, g(:v)) =0=
F(z,h(z)) oraz g(x) < h(z) dla z € I. Znalez¢ ¢'(0), 1/ (0).

2. Niech F' bedzie funkcja z zadania 1. Wykazaé, ze istnieje funkcja rzeczywista g
klasy C' okreslona w otoczeniu I zera taka, ze F(g(y),y) = 0 dla y € I. Znalez¢
g'(0).

3. Kiedy mozna rozwikla¢ wzgledem y réownanie x*

—zy? = 17 Policzy¢ v/ (), " (x).
4. Naszkicowaé zbior {(z,y) € R? : 2t + y* = 2% + 2}
5. Rownanie 22 + 2y% + 322 + 2y — 2 = 9 w otoczeniu punktu (1, —2,1) wyznacza z

jako funkcje zmiennych (z,y) klasy C?. Policzy¢ jej pochodne czastkowe rzedu 1 i 2
w punkcie (1, —2)

6. Kiedy mozna rozwikta¢ wzgledem y i z uktad rownan

r+y+=z =0,
22+ 422 =1,

dy : dz
Wyznaczy¢ 22 1 9.

7. Kiedy mozna rozwikta¢ wzgledem u i v uktad réwnan

zu—yv =0,
yu+zv = 1.

Wyznaczy¢ d;, ZZ, Z—Z i 2—;.
8. Wyznaczyé ekstrema warunkowe funkcji f przy warunku g = 0, gdzie
72 2 L2
(A flzy,2) =2 +y* + 2% g(x,y,Z)=—+Z—2+—=1, O<a<b<c
B)  flr.y.2)=wyz,  gilvyz) =2+ +2° =1 ga(zy,2)=a+y+z
©) Sz, )—2x +y%, gl =at -2ty 5
(D) fl@)y=al+ab+ ... +22, gl@)=x14+22+...+2,=0a, p=2,3,...,a>0.

9. Znalez¢ supremum i infimum funkcji f w zbiorze G, gdzie

(A) flx,y,2) = 22 4+ 2% + 327, G={(z,y,2): 4yt 422 < 100};

B)  fla,y,2)=z+y+z, G={(x,y,2):a? +y* < 2° <1}

(C) f(a:,y)—x2+y2—|—gx+1, :{(:c,y) :4x2—|—y2§1};

(D) flz,y) =2 —zy + ¢, ={(2,y) : |z| + [y| < 1};

(B)  flry) =2"(y+1) -2, G:{(flf,y):v1+w2§y§2};

(F) flz,y,2) = (x+y+2)e” W3 G ={(z,y,2):2>0,y>0,2>0}
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Seria 10
1. Zbadaé¢ czy odwzorowanie f : R — R? jest dyfeomorfizmem i czy jego przeciw-
dziedzina jest tukiem otwartym

2. Niech f(p) = (cosp,sing, ) dla ¢ € R. Wykazaé, ze f jest dyfeomorfizmem.
Jak wyglada jego przeciwdziedzina (tzw. linia Srubowa). Znalezé¢ przestrzen styczna
i prosta styczna w punkcie (1,0, 0).

3. Niech f(r,¢) = (rcosp,rsinp, p) dlar > 0,p € R. Wykazac, ze f jest dyfeomor-
fizmem. Jak wyglada jego przeciwdziedzina (tzw. powierzchnia Srubowa). Zmalezé
przestrzen styczna i ptaszczyzne styczna w punkcie (1,0,0).

4. Wykazac, ze zbior {z € R™™ : 2? = 1} \ {(0,...,0,1)} (sfera bez punktu) jest
platem n-wymiarowym.

5. Niech bedzie Tukiem otwartym zawartym w polplaszczyznie {(z,y,2) € R® : x >
0,y = 0}. Wykaza¢, ze zbior S powstaly przez obrot powstaly przez obrot zbioru
wokot osi Oz jest platem 2-wymiarowym.

6. Zbadaé czy zbiér S C R? jest rozmaitoscia (narysowac ten zbior)

(A S={(z,y): (" +y")* =y}
B)  S={(x,y) 2 +y* <1}
(C) S ={(x,y): (2* +y*)? = 2* —y*} (tzw. lemniscata).

7. Wykazaé, ze S C R® i H C R?* s3 2-wymiarowymi rozmaitosciami.

S ={(z,y,2) €ER’ 1 exp(2z + y + 2) + exp(3z — y) + In(1 + x +y) = 2},
H = {(z,y,u,v) € R : " TVH" p emT0H0 gy = 2 ™ 4 o™V 4y —p = 2},

Napisa¢ réwnania plaszczyzn stycznych do S i do H w poczatku uktadu O.

8. Wykazac, ze torus T jest 2-wymiarowa rozmaitoscia.

T ={f(,%): (p,¥) € R*} CR’, gdzie
flz,y) = ((Rl + Ry cos @) cos ), (Ry + Ry cos ) sin ), Ry Sinw), 0 < Ry < R;.

9. Wykazac, ze otwarta wstega Mobiusa M jest 2-wymiarowa rozmaitoscia.

M ={f(t,¢):|t| < Ry,—7 <@ <7} CR? gdzie
f(t, o) = ((R+tcosp/2)cosp, (R +tcosp/2)sinp, tsing/2), 0< Ry <R.

10
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Seria 11
1. Niech f bedzie funkcja ciagta na P = [a,b] X [a,b]. Pokaza¢, ze

/ab(/:f(as,y)dy)dxz/ab(/ybf(x,y)dx)dy,

2. Zbada¢ catkowalno$¢ funkeji f na [—1, 1]* oraz istnienie calek iterowanych
22— 2
2 + y2 ’

2ry
2 + y2’

(A)  flzy) = (B) flz,y) =

3. Obliczyé¢ catki [[, f(z,y)dxdy, gdzie
(A fly)=(@+y)™  D=[34x[12];

(B) [z, y) = xy, D = {b’2* + a*y* < a®V?, 2 > 0,y > 0};
C)  flay) =2y, D={2<2<4,1<y<a’}

D)  flzy) =22  D={0<y<z<21<ay}

(E)  flo,y) =0 -2 =y Y2  D={2>+4* <z}

4. Niech p,q > 0. Bez liczenia calek pokazaé, ze
1 1 1 1
/ \p/:ch—I—/ vaP =1, / \p/l—xq:/ v1—ap.
0 0 0 0

5. Zmieni¢ kolejnos¢ catkowania w catkach iterowanych
3x

W [ ([ rewwye @ [ ([ e

3z2

(€) /1( Omf(x,y)dy>dx; (D) /f(/glo_xf(r,y)dy)d:v;

T

(E)u[<lgjwfﬁwﬂﬂﬂﬁ ® [ )

6. Dla jakich p, ¢ € R istnieja catki niewtasciwe

@ [[@nraay D=feryz10<y<1y
(B) //D xPy™ D={xy>1,2>1}.

7. Niech f : [0,a] — R bedzie funkcja ciagla i rosnaca, f(0) = 0, a € [0,a],
b€ [0, f(a)]. Wykazaé nieréwnos$é Younga i stwierdzi¢ kiedy w niej zachodzi rownosé

/Oaf(rv)dfv + /Ob fHy)dy > ab.

11
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Seria 12
1. Obliczy¢ calki podwojne

W] VETRawd ®) [ sy

{z2+y2<R?} {m2<z2+y2<4n2}

© [] - wvoa /i m

{b222+a222<a?b2,2>0,y>0} {z24y2<z}

—dzxdy.

2. Obliczy¢ pole zbioréw ograniczonych krzywymi

A) xy=4,x+y=>5;

(

(B)  y*=2pr+p* vyt =—2qx+¢*p>0,q>0;

(C) vy =a’, vy = 2%,y = x,y = 2x;

(D) ry=pay=qy =azr,y? =br,0<p<q0<a<b;
(E) 2* +y* = R* 2% + y* = 4Rux;

(F)  (@*+¢*)?=2a°(2" — ),z = 0.

3. Obliczy¢ pole czesci powierzchni potsfery z = /R? — 22 — y? lezacej na zewnatrz
dwoch walcow 22 +y?> — Re =01 22 + y> + Rz = 0.

4. Policzy¢ w zaleznosci od parametrow z1,2o € R, > 0,0 < a < b catke

// x_zl_ly_zrldxdy
Q

(A)Q=(0,13B)Q={0<2<1,0<y<z°}; (C)Q={0< 2z <1l,ax <y < bz}
5. Wyznaczy¢ objetosé zbioru V
(A) V={(z,y,2): 2° +y* + 2* < a’z};
R
(B) V:{(x,y,z).—+b—2<z§c};
(C) V={(z,y,2): 2> +9* + 22 < R* 2* +y* < Ra}.

6. Obliczy¢ catki potrojne ffo f(z,y, z)dzdydz w zaleznosci od parametrow, gdzie
(A Q={(ry2) 2+ +2 <1}, flry2) = @+ + 2P

B)  Q={(z,y,2): Va2 + 2 <z <1}, flz,y,2) = (&% + )%

(C) Q={(r,9,2) ar <2< Br,ay* <z <by’,0< 2 < h}, fla,y,2)=|z"
2 2 2

(D) ={(z,y, 2) : ——|—b—2_ ,0< 2z <h}, f(z,y,2) = |z 2.

7. Zmalez¢ srodki ciezkosci potokregu [, potkola Sy i potkuli By,
Ly ={(z,y) x=rcosp,y =rsing,0 <o <} S, ={(z,y): 2" +y* <r’y >0}
By ={(z,y,2) 2 +y* + 22 <% 2z > 0}.

12



Zadania z Analizy Matematycznej II.

Seria 13

1. Zbada¢ orientacje przestrzeni R? (odpowiednio R?) wyznaczong przez uklad wek-
torow (f1, f2) (odpowiednio (f1, f2, f3)), gdzie

(A) f1:[271}7f2:[_473]3 (B) flz[_371]af2:[37_3];

(C) fi=[21,0] f2 =[-2,3,1], fs = [4,1,1];
(D) fi=12,1,0], o =[-2,3,1], fs = [1,8,1].
2. Policzy¢ iloczyn wektorowy u x v wektorow u,v € R?, gdzie
(A) w=1[2,1,0],v =[-4,3,0]; (B) uw=[-3,1,0],v =3,-3,0];
(C) u=[2,1,0],v =[-2,3,1]; (D) (u,v) € T({z = 2* + y*});
(B) (wo) € T =1} (F) (u,v) € T({a® +¢* + 22 = 1}).

3. Policzy¢ calke zorientowanag

(a) /xdy—yd:v, (b) /xdy#—yd% (c) /xdx+ydy,
ol

y ol
gdzie 7 jest krzywa taczaca punkty O = (0,0) i K = (1,2) bedaca czescia

(A) prostej {y=2r}; (B) paraboli {y=22"}; (C) paraboli {4z = y*}.
4. Policzy¢ catki zorientowane
) [+t @ =gy = fy=1-l1-s], 0w <2y
v

/ (r+y)dz + (y — x)dy
” 1'2 + y2

., v={x=rcost,y=rsint, 0<t<2r};

(C) /(2r—y)dac+a:dy, v=Az=r(t—-sint),y =r(1 —cost), 0<t<2n};
v

(D) /(:CQ—zQ)d:c—l-Qyzdy—xde, y={z=ty=tz=1t>, 0<t<1}
vy

(E) /yd:l:—l—zdy—i-:cdz, v=A{x =rcost,y =rsint,z=0bt, 0<t<2r};

”
(F) /deZU + 22dy + 2?dz, y={? +y P+ 2 =r 2t +y* =ra, 2 >0}
v
5. Policzy¢ caltki niezorientowane
(A) / Va2 +yids, v ={2*+y*=ra};
Y
(B) /deS, v={z=r(t—-sint),y =r(1 —cost), 0<t<2n};
gl
(C) /(:B2+y2+z2)ds, v=A{x=rcost,y =rsint,z=>bt, 0<t<2r}.
2!

6. Znalez¢ dtugosé krzywej v = {x = e 'cost,y = e 'sint,z =e™", 0 <t < oo},

13



Zadania z Analizy Matematycznej II.
Seria 14

1. Wyprowadzi¢ wzor na obliczanie calki f,y f(z,y)ds w przypadku gdy krzywa ~y
jest zadana rownaniem we wspolrzednych biegunowych {r = r(p), 01 < ¢ < @9}
Zastosowaé ten wzor do obliczenia catki

/(l’Q + y2)_3/2d8
”
gdzie 7 jest tukiem spirali logarytmicznej 7(¢) = 1/¢ od ¢ = v/3 do ¢ = 2v/2.

2. Znalez¢ mase tuku linii taricuchowej y = acosh z/a pomiedzy punktami z = 0 i
x = a jesli gestosé krzywej jest odwrotnie proporcjonalne do odcietej punktu.

3. Znalez¢ pole petli liscia Kartezjusza {2® + y* = 3axy}. Wsk. Polozy¢ t = y/x.

4. Obliczy¢ prace sity ciezkosci F jesli |F| = TQ,T = /2?2 + y? + 22, potrzebna na
przesuniecie masy jednostkowej z punktu A = (x1,y1, 21) do punktu B = (x2, ys, 22).

5. Wyrazi¢ caltke po konturze I' = 9D przez catke podwojna
j{ Va2 +y?idr + ylry + In(x + /22 + y?)|dy.
r

6. Jakie wartosci moga przyjmowacé calki

1 [ ady — ydx 1 [ xdz + ydy 1 2?2 — y?)dx + 2xydy
() o f T @) o IO (o o )
v Y

o 22+ q2 o 22+ 2 7 o (22 +92)2

jesli v jest zamknieta krzywa plaska nie przechodzaca przez punkt O = (0,0).

7. Sprawdzi¢ wzor Greena dla pola F = ((z + y)?, —(2* + y?)) oraz konturu I' =
{2? + y? = 1} z dodatnig orientacja.

8. Sprawdzi¢ czy pole F = (P, Q) okreslone na obszarze 0 C R? spelnia warunek
catkowalnosci, a nastepnie znalezé funkcje U(z,y) (potencjal pola IF) taka, ze dU =
Pdx + Qdy, gdzie

(A) P(z,y) ="' +4zy°, Q(z,y) = 62%y* — 5y*, Q=R%

22 — y? —2xy 5 )
(B) P(ﬂ%y)zm, Q(‘r?y):xg_—wv Q={z>0,2°—3zy” > 0};
2
1Y Y —sin? + Yeos Y -
(C) P(z,y)=1 3008, Q(z,y) = sin . + —cos Q= {z > 0}.

9. Wykazaé ze catka zorientowana nie zalezy od drogi calkowania a nastepnie ja
policzy¢

(2,3,—4) (6,1,1)
/ zdx + y2dy — 23dz; (B) / yzdr + xzdy + rydz;
(L1, (

1,2,3)
(362 Y¥2:22) 1] d d (72,y2,22)
/ xx—kyy—i—zz’ (D) / sin(x 4+ y + 2)(dx + dy + dz).
(w1,91,21) xQ + y? + 22 (w1,91,21)

14



Zadania z Analizy Matematycznej II.
Seria 15

1. Obliczy¢ calki powierzchniowe niezorientowane

//(m2+y2)d5, S={>+y*+22=R? 2>0}

S

//(1—l—x+y)_2d5, S=brzeg {xr >0, y>0, 2>0, c+y+ 2z < 1};
//zdS, S={x=wucosv,y =usinv,z=v, 0<u<a, 0<v <27}

//(xy+yz+zx)d5, S={z=kyr2+y2 2°+y*<1}.
S

2. Niech S = {z? +y? + 22 =1}, f : R — R. Wykaza¢ wz6r Poissona

//f(ax + by + cz)dS =27 /1 fuva? +b? + ¢?)du.
-1
S

3. Obliczy¢ mase czaszy {z = k(z* + y?), 2*+y* < 1} o gestosci p(z,y,2) = 2

4. 7 jaka sila przyciagany jest punkt O o masie jednostkowej przez jednorodna
powierzchnie S = {x =rcosp, y=rsing, z=r, 0<a<r<b 0<¢p <27}

5. 7 jaka sita przyciagany jest punkt M o masie jednostkowej przez jednorodng
powierzchnig sfery S = {2? + y? + 2% = R*}. Rozwazy¢ przypadki

a) M lezy wewnatrz sfery;

b) M lezy na zewnatrz sfery;

c) M lezy na sferze.

6. Policzy¢ catki powierzchniowe zorientowane (S ma orientacje zewnetrzna)
//(y — 2)dydz + (z — x)dzdx + (x — y)dzdy,
gdzie S = {2 +y*=2%0<2<h};
// 2 dydz + y*dzdr + Fdxdy,

gdmeS {(x—a)l+@y—02+(z—c)>=R? 0<z<h};

// dydz dzdz dxdy)

2 2 22

. Yy
gdme S:{¥+b—2+c—2:1}.

15



Zadania z Analizy Matematycznej II.
Seria 16

1. Przeksztalci¢ wedlug wzoru Gaussa-Ostrogradskiego calki, a nastepnie obliczy¢
obie strony wzoru w przypadku gdy S = {22 +y?>+2% = 1} zorientowana na zewnatrz.

(A) // yzdydz + zxdzdr 4+ vydzdy;
S

(B) // eidydz + yPdzdx + Fdaedy, k=1,2,3,..;
s

xdydz 4+ ydzdx + zdxdy
o ff .
S

a2+ y? + 22

2. Obliczy¢ catki

(A) // 22 dydz + v dzdr + 22dxdy
S

gdzie S jest zewnetrzng strona szeScianu {0 < max(z,y,z) < a};

(B) //(x —y+2)dydz + (y — z + x)dzdx + (z — x + y)dzdy,
S

gdzie S jest zewnetrzng strona szescianu {|x—y+z|+|y—z+z|+|z—z+y| =1}

3. Znalez¢ potok pola F = 22, y?, 2] przez dodatnig ¢wiartke sfery S = {z?+y*+22 =
L,z >0,y >0,2z>0}.

4. Zmalez¢ potok pola F = [y, z, 2| przez powierzchnie stozka ograniczonego ptasz-
czyznamiz =0,y =0,z =0,z +y+ 2z = 1.

5. Stosujac wzor Stokesa policzy¢ calki wzdhuz krzywej zamknietej I' zorientowane;j
dodatnio

(A) }{ydx+zdy+xdz gdzie T = {2 + > + 22 =r o +y+2=0}
T

(B) f(y +z2)dr + (2 + x)dy + (v + y)dz
T
gdzie T' = {x = asin®t,y = 2asintcost,z = acos’t,0 <t < 7}.

6. Policzy¢ catke

/ (2% —yz)dz + (y* — z2)dy + (2° — 2y)dz;
r

wzdhuz krzywej I' = {o = acos p,y = asing, z = 42,0 < ¢ < 27},
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