Algebra z geometrig 2013/2014

Egzamin pisemny 10.02.2014

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktéw. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie samodzielna.
Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi egzamin jest catkowicie zakazana. Zabronione
jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi kartkami papieru formatu A4.
Wizelkie oszustwa lub ich proby skutkowaé beda usunieciem z egzaminu. Rozwiazanie kazdego zadania musi
znajdowaé si¢ na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze kartek) formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie
i czytelnie. W nagtéwku kazdego rozwiazania musza znajdowac sie dane wypelnione DRUKOWANYMI
literami i liczbami w systemie dziesietnym wedlug schematu: nr zadania, imie i nazwisko, nr indeksu,
nazwisko prowadzacego ¢éwiczenia. Najmniejsze nawet odstepstwo od tych instrukcji w ktérymkolwiek
z zadan skutkowaé bedzie utrata 1 punktu w tym zadaniu.

Zadanie 1. Zdefiniuj liniowa niezalezno$é nieskonczonego zbioru wektoréw (1 punkt). Udowodnij ze kazdy
niepusty podzbidr zbioru liniowo niezaleznego jest liniowo niezalezny (1 punkt). Niech {e1,...,e,+1}, gdzie
n € N\ {0}, bedzie zbiorem liniowo niezaleznym w przestrzeni wektorowej nad cialem k. Zbadaj liniowa
niezalezno$é¢ zbioru B := {e; + €2, ea + €3, ..., €y + €nt1, €nt1 + €1} W zaleznosci od parzystosci n i
charakterystyki ciala k (6 punktéw). Jezeli zbiér B jest liniowo zalezny, zdajdz baze span(B) (2 punkty).

Zadanie 2. Niech U i W beda podprzestrzeniami skonczeniewymiarowe]j przestrzeni wektorowej. Korzy-
stajac ze wzoru dim % = dim V — dim V', udowodnij ze
dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W) (2 punkty).

Rozpatrzmy nastepujace podprzestrzenie przestrzeni wektorowej Q°:

2 -2 2 0
1 2 3 1
Vi ‘= span 0 ) -2 ) -2 ) 1 )
4 6 12 0
5 —6 1 8

Vo = {(x1, 22,3, 4, 75) € Q° | x14+2294+3x3 = 0, 1+2x9+923+24—225 = 0, x1—229+3x3+14—225 = 0}.
Znajdz bazy i wymiary: Vi (2 punkty), Vo (2 punkty), Vi + V4 (2 punkty) oraz Vi N Vs (2 punkty).

Zadanie 3. Rozwazmy wlozenie podprzestrzeni wektorowej w przestrzen wektorowa C: U — V jako
odwzorowanie liniowe. Udowodnij ze jego odwzorowanie transponowane jest surjekcja (3 punkty). Niech
Rs[t] bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa rzeczywistych funkcji wielomianowych nieposiadajacych
stopnia wigkszego niz 3. Sprawdz ze odwzorowania
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sa liniowe (2 punkty). Znajdz baze ker(f) i baze ker(g) (3 punkty). Udowodnij ze ker(f) U ker(g) jest baza
R3[t] (2 punkty).

Zadanie 4. Zdefiniuj macierz odwzorowania liniowego (1 punkt). Jakiej postaci musi by¢ dziedzina od-
wzorowania liniowego jesli jego macierz ma tylko jedna kolumne (1 punkt)? Jakiej postaci musi byé prze-
ciwdziedzina odwzorowania liniowego jesli jego macierz ma tylko jeden wiersz (1 punkt)? Niech Rs[t] bedzie
rzeczywista przestrzenig wektorowa rzeczywistych funkcji wielomianowych nieposiadajacych stopnia wiek-
szego niz 3. Niech f : R3[t] — R?* bedzie odwzorowaniem liniowym zadanym wzorem
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Wyznacz macierz odwzorowania f w bazach standardowych (3 punkty) oraz w bazach
{1, 1+t 14+t+8 1+t+2+£} 1 {er, e1+e2, e1+ea+es, e1+ea+es+eal,
gdzie {e1,...,e4} to baza standardowa R* (4 punkty).



