Algebra z geometrig 2013/2014

Egzamin poprawkowy 05.03.2014

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktow. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie sa-
modzielna. Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi egzamin jest catkowicie
zakazana. Zabronione jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi
kartkami papieru formatu A4. Wszelkie oszustwa lub ich proby skutkowacé beda usunieciem z egza-
minu. Rozwiazanie kazdego zadania musi znajdowaé sie na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze
kartek) formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie i czytelnie. W nagléwku kazdego rozwiazania musza
znajdowac sie dane wypelnione DRUKOWANYMI literami i liczbami w systemie dziesietnym we-
dtug schematu: nr zadania, imie i nazwisko, nr indeksu, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia.
Najmniejsze nawet odstepstwo od tych instrukcji w ktorymkolwiek z zadan skutkowac¢ bedzie utrata
1 punktu w tym zadaniu.

Czesé A

Zadanie 1. Zdefiniuj permutacje i znak permutacji (2 punkty). Sprawdz ze wzoér
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o(k) : 5

1l

okresla permutacje zbioru X = {1,2,3,...,9,10} (2 punkty). Nastepnie:
a) Znajdz znak permutacji o i jej rozktadna cykle roztaczne (2 punkty).
b) Oblicz ¢% (2 punkty).

c) Zbadaj czy istnieja punkty state permutacji o, a jezeli tak, to wyznacz je (2 punkty).

Zadanie 2. Udowodnij ze pierécien wielomianéw C[N] jest izomorficzny z pierscieniem zespolonych
funkeji wielomianowych (4 punkty). ZnajdZ wszystkie zespolone pierwiastki réwnania

224322 -92-19=0 (6 punktéw).

Zadanie 3. Niech R bedzie pierscieniem bez dzielnikéw zera. Udowodnij ze V «, 5 € R|N] \ {0} :
deg(a* 3) = deg(a) +deg() (2 punkty). Znajdz iloraz oraz reszte z dzielenia wielomianu « przez (3,
gdzie

o=z —22° + 2% —4 € QN], Bi=a>—2*—4¢€Q[N] (3 punkty).

Wyznacz najwiekszy wspélny dzielnik v tych wielomianéw (3 punkty) oraz wielomiany p i v takie ze

pxa+uvk=ry (2 punkty).



Czes¢ B

Zadanie 4. Zdefiniuj liniowa niezalezno$¢ nieskonczonego zbioru wektoréw (1 punkt). Udowodnij
ze kazdy niepusty podzbiér zbioru liniowo niezaleznego jest liniowo niezalezny (1 punkt). Niech

\/_x+\/_ \/_

a=a4+20 -3, [B:=22°—-3x+4, vy:=t2®—1, R[N].

Zmajdz wszystkie wartosci parametru ¢t € R dla ktorych:
a) zbior {«, 8,7} C R[N] jest liniowo niezalezny (4 punkty),

b) 0 € span{a, 3,7} (4 punkty).

Zadanie 5. Niech V bedzie niezerowa przestrzenia wektorowa o skoniczonym wymiarze n. Udo-
wodnij ze kazdy n-elementowy liniowo niezalezny podzbior V' jest jego baza oraz ze kazdy podzbioér
V' rozpinajacy V' musi mie¢ co najmniej n-elementéw (4 punkty). Niech C,[-] oznacza zespolo-
ng przestrzen wektorowa wszystkich zespolonych funkcji wielomianowych nie posiadajacych stopnie
wiekszego niz n. Udowodnij ze przestrzen C|-] wszystkich zespolonych funkcji wielomianowych jest
suma prosta swoich dwéch podprzestrzeni: U := Cy[ -] oraz

V= {w eCl-] ‘w(—l) =w(0) =w(2) = O} (3 punkty).

Zmajdz rozktad funkcji t° na sktadowe w U i V (3 punkty).

Zadanie 6. Zdefiniuj odwzorowanie liniowe pomiedzy przestrzeniami wektorowymi (1 punkt). Zde-
finiuj macierz takiego odwzorowania liniowego (1 punkt). Niech

2 3 1 6
V1 = 1 , U = 2 , U = —1 , W= 2
-3 -5 1 =7

a) Udowodnij ze {vq,vs,v3} jest baza Q* (3 punkty).

b) Niech f: Q> — Q3 bedzie odwzorowaniem liniowym ktérego macierz w bazie standardowej
wyglada tak:

11 —-11 5
20 —15 8|.
2 0 6

Oblicz macierz f w bazie {vy,v9,v3} (3 punkty).
c¢) Oblicz f(w) (2 punkty).



