Algebra z geometrig 2013/14

Zadania domowe (Seria B)

Zadanie 1. Rozwiaz nastepujace uktady réwnan odpowiednio nad Q, Z i Z/6Z:

—dr+2y+z2=1 —Sr+2y+z=1 r+2y+2=1
20 —y + 2z =2 , 20 =2y +22=2 20 + 4y + 22 =2
r+2y—4z=1 r+2y—52=1 r+2y+z2=1

Zadanie 2. Niech R,, bedzie zbiorem wszystkich rzeczywistych funkcji wielomianowych nie posia-
dajacych stopnia wigkszego niz n € N, tzn. R, := f(R,[N]), gdzie

R, [N] := {a € R|N]| deg(a) < n}U{0} .
Udowodnij ze odwzorowanie ¢: R, — R,, dane wzorem (¢)(w))(t) := (¢t + 1)w'(t) jest liniowe oraz

wyznacz jego obraz, jadro i kojadro.

Zadanie 3. Niech
M — My — M; — M, — Msj

R
N — Ny — N3 — Ny — Nj
bedzie przemiennym diagramem homomorfizméw modutéw. Udowodnij ze, jesli wiersze sa ciagami

doktadnymi a fi, fo, f4, f5 izomorfizmami, to f3 tez jest izomorfizmem.

Zadanie 4. Udowodnij ze, jesli M DO M’ O M" sg modutami, to mamy izomorfizm moduléw

(M/M")/(M'/M") = MM,

Zadanie 5. Funkcje rzeczywiste u oraz v na zbiorze X # () spelniajg nastepujacy warunek: kazda
kombinacja liniowa u i v jest funkcja stalego znaku, tzn. > 0 na calym X lub < 0 na caltym X.
Udowodnij ze u i v sg liniowo zalezne nad R.

Zadanie 6. Sprawdz czy zbior Hfl} : m} jest baza Z2.

Zadanie 7. Udowodnij ze baza R nad Q jest nieprzeliczalna.

Zadanie 8. Wykaz ze nastepujacy uklad wektoréw z QP jest liniowo zalezny, ale kazda wybrana
czworka tych wektorow jest liniowo niezalezna:
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Zadanie 9. Niech f : Z% — Z° bedzie odwzorowaniem Z-liniowym ktérego macierz w uporzado-

wanej bazie standardowej (eq, - - , e5) jest nastepujaca:
2 21 21
1 1121
1 2 2 21
1 2111
1 21 2 2
Zmajdz macierz tego odwzorowania w bazie uporzadkowanej (ey, e; +ea, -+, e; + -+ - + e5).

Zadanie 10. Niech R bedzie pierscieniem i V = @y R wolnym prawym R-modulem. Oznaczmy
przez {ex tren baze kanoniczng V. Znajdz w tej bazie

a) macierz odwzorowania liniowego A zadanego przez Vk € N : A(ex) = egy1,
b) macierz odwzorowania liniowego B zadanego przez B(ep) =01V k€ N\ {0} : Bley) = ex_;.

Wymnéz macierze A i B tak zeby otrzymac w tej samej bazie macierz odwzorowania liniowego Ao B.

Zadanie 11. Pierscieniem Cuntz’a R, nazywamy pierscien zawierajacy elementy ry,--- ,7r,, S1,- -+, Sp
takie ze Y1 18, = lorazVi,j € {1,--- ,n} : s;7; = 0;;. Udowodnij ze R} i R, sa izomorficzne jako
moduty nad pierécieniem Cuntz’a.

Zadanie 12. Niech 0 — V} — --- — V,, — 0 bedzie ciggiem doktadnym skonczeniewymiarowych
przestrzeni wektorowych. Udowodnij ze 37, (—1)"dim V; = 0.

2

Zadanie 13. Sprawdz ze funkcjonaly liniowe w!, w?, w?® okreélone wzorami:

T
Oz | = 2kxy — 2 — 29 — 3, k=123,
T3

tworza baze przestrzeni (R3)*. ZnajdZz w tej bazie macierz endomorfizmu transponowanego

T € End((R?)*), gdzie

T T2
Vay,re,x3 € R: f| a9 | := ] 23
XT3 T

Zadanie 14. Niech V := Ry[t] bedzie przestrzenia rzeczywistych funkeji wielomianowych nie posia-
dajacych stopnia wigkszego niz 2, § € End(V), (§v)(t) = v'(t). Niech w* € V* bedzie zadane przez
wk(v) = v(k), k € Z. Pokaz ze funkcjonaly liniowe w°, w!, w? stanowia baze przestrzeni V*. Znajdz

taka baze przestrzeni V do ktérej jest ona dualna. Wyraz 67 (w™!) jako kombinacje liniowa w?, w!, w?.



