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Andrzej Biatynicki-Birula

“Algebra jest jedng z gtéwnych obok
analizy i geometrii gatezi matematyki. Jest
to rowniez jeden z najstarszych jej dziatéw.
Poczatkowo algebra byta nauka o
rozwigzywaniu réownan i stad wywodzi sie jej
nazwa (sfowo algebra zwigzane jest z
terminem arabskim al-dzabr dotyczacym
operacji dodawania do obu stron réwnania
tej samej liczby).”
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Rownanie kwadratowe

Jak rozwiazaé réwnanie 22 + ax + b = 0? Stosujemy podstawienie
x =:t— 5 eliminujac czton liniowy ax:
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Podobnie mozemy poradzi¢ sobie z rébwnaniami stopnia 3 i 4, ale
réwnania wyzszych stopni nie posiadaja ogdlnego rozwigzania!
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Rozwigzywanie réwnan

czesto wymusza poszerzanie zbioru wspétczynnikéw réwnania do
zbioru rozwiazan:
O Réwnanie x + 1 = 0 ma wspétczynniki naturalne, ale jego
rozwigzanie = —1 jest ujemna liczba catkowita.
@ Réwnanie 22 — 1 = 0 ma wspétczynniki catkowite, ale jego
rozwiazanie x = % jest niecatkowita liczba wymierna.
© Réwnanie ;22 — 1 = 0 ma wspétczynniki wymierne, ale jego
rozwiazania = = £+v/2 sa_niewymiernymi liczbami
rzeczywistymi.
@ Réwnanie 22 + 2 = 0 ma wspétczynniki naturalne (catkowite,
wymierne, rzeczywiste), ale jego rozwigzania z = +iv/2 s3
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ALGEBRA

/\

Motywacja: rozwigzywanie
réwnan dowolnego stopnia.

Pojecia algebry ogdlnej:

@ grupy, pierscienie i ciata
@ ciato liczb zespolonych
© pierscien wielomianéw

@ ciato funkcji wymiernych

Motywacja: rozwigzywanie
uktadéw réwnan liniowych.

Pojecia algebry liniowej:

@ moduty i przestrzenie
wektorowe

@ odwzorowania liniowe,
macierze, wyznaczniki

© spektrum, wartosci i wektory
wiasne

@ odwzorowania biliniowe i

formy kwadratowe
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Relacja rGwnowaznosci

Relacja w zbiorze X nazywamy podzbiér R C X x X. Piszemy
x Ry (x jest w relacji R z y) wtedy i tylko wtedy gdy (x,y) € R.

Definition
Relacja réownowaznosci w zbiorze X to podzbiér R C X x X
spetniajacy

O VzeX:(z,2)€ R (zwrotnos¢)

@ (z,y) € R= (y,x) € R (symetrycznos¢)

9 (z,y),(y,2) € R= (z,z) € R (przechodnios¢)
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Klasy réownowaznosci

Definition

Klasa réownowaznosci € X wzgledem relacji R to

[z]r :=={y € X | (z,y) € R}.

Relacja réwnowaznosci rozcina zbiér X na roztaczne klasy
réwnowaznosci (warstwy) bo [z|r N [y|r # 0 = [2]r = [y]r:

X = llr

zeX X/R

Definition

lloraz zbioru przez relacje réwnowaznosci to zbiér wszystkich klas

réwnowaznosci:
X/R = {[x]REQX | mGX}.
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Liczby naturalne

konstruujemy jako zbiory

0 1 2 3

Dodawanie liczb naturalnych N x N 5N definiujemy tak: m +n
to jedyny zbiér w N réwnoliczny z (m x {0}) U (n x {{0}}).

Mnozenie liczb naturalnych N x N — N definiujemy podobnie:
m - n to jedyny zbiér w N réwnoliczny ze zbiorem m x n.
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Liczby catkowite

Definition
Liczby catkowite Z := (N x N) /g, , gdzie

Ry :={((m,n),(p,q)) e N* |p+n=m+q}.

Dodawanie liczb catkowitych okreslone jest wzorem
[(m,n)] + [(p, )] := [(m +p,n+ q)].
Mnozenie liczb catkowitych okreslone jest wzorem
[(m,n)] - [(p, )] == [(mp + ng,mq + np)].

Odwzorowanie N 3 n +— [(n,0)] € Z jest injekcja zachowujaca
dodawanie i mnozenie. W przeciwiefstwie do liczb naturalnych,
kazda liczba catkowita ma odwrotno$¢ ze wzgledu na dodawanie:

—[(m,n)] == [(n,m)].
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Liczby wymierne

Definition

Liczby wymierne Q := (Z x (N'\ {0}))/r,. gdzie

Rq = {((m,n), (,9)) € (Z x (N\{0}))” | mq = np}.

Dodawanie liczb wymiernych okreslone jest wzorem

[(m, )] + [(p; @)] == [(mg + np, nq)] .

Mnozenie liczb catkowitych okreslone jest wzorem

[(m,n)] - [(p, q)] := [(mp,nq)].
Odwzorowanie Z > n +— [(n,1)] € Q jest injekcja zachowujaca
dodawanie i mnozenie. W przeciwienstwie do liczb catkowitych,
kazda niezerowa liczba wymierna ma odwrotnos$¢ ze wzgledu na
mnozenie:
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