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Geometryczne intuicje

Dla pierscienia R = R mamy geometryczng intuicje
wprowadzanych pojec:
Wektory (1,0) i (0,1):

Ry
RZ=R®R - o
@ s3 liniowo niezalezne:
(1,0) # r(0,1),
14(0.1) @ rozpinaja R%:
(a,b) = a(1,0) + b(0, 1),
(}0) © tworza baze R?: spetniaja
0 1 :]R powyzsze 2 warunki.

Wektory (1,2) i (2,4) nie sa liniowo niezalezne: (2,4) = 2(1, 2).
Nie rozpinaja tez R?: a(1,2) + b(2,4) = (a + 2b)(1,2), a
(1,1) # r(1,2).
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Liniowa niezaleznosc¢

Definicja

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, a M dowolnym lewym
R-modutem. Niech ) # S C M. Podzbiér S nazywamy liniowo
niezaleznym, a o jego elementach méwimy ze s3 liniowo niezalezne,
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego skornczonego podzbioru I C S:

Zrmm=0 = Vmel: r,=0|.
mel

Jesli powyzsza implikacja zachodzi dla skonczonego zbioru I, to
zachodzi tez dla kazdego podzbioru J C I:
Zrmm:0 == Zrmm—i— Z on=0—= V r,=0.
meJ meJ nel\J med
Dlatego, jesli zbior S jest skonczony, wystarczy definiowac liniowa
niezalezno$¢ przez warunek

S ram=0 = VmeS:ir,=0.
mesS
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Rozpinanie

Jezeli podzbiér S jest liniowo niezalezny, to 0 ¢ S lub R = 0.
Zbiory ktére nie s3 liniowo niezalezne nazywamy liniowo zaleznymi,
a elementy zbioréw liniowo zaleznych nazywamy liniowo zaleznymi.

Definicja

Niech R bedzie pierScieniem, M lewym R-modutem oraz

() #£ S C M. Przestrzenia rozpinana przez S nazywamy zbidr
wszystkich skonczonych kombinagji liniowych elementéw S:

B VmeS: rn,€R,
span(S) = {gsrmm €M | {yiko skoficzona iloS€ 7o 7 0} '

w

Podzbiér span(S) jest podmodutem M:
Z Tmm + Z Smm = Z (rm + Sm)m € span(S) ,

meS meS meS

r Z Ty = Z (rrm)m € span(S) .

meS meS
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Pierscien jako lewy modut nad sobg

Rozwazmy pierscien R jako lewy modut nad sobg. Wtedy
span({r}) =R <= dse€R:sr=1.
Istotnie, 1 € R =span({r}) = 3 s € R: sr = 1. Z drugiej strony,

dseR:sr=1 =
Vr'eR: v =r"1=1"(sr) = (r's)r € span({r}).

Niech R bedzie niezerowym pierscieniem bez dzielnikéw zera.
Whtedy jedyne lewo-odwracalne wielomiany w R[N] to o € R\ {0}.
Zaiste, o # 0 oraz

0 = deg(1) = deg(f * a) = deg(8) + deg(a)

implikuje o € R\ {0}. Zatem, rozwazajac R[N] jako lewy
R[N]-modut, mamy

V' neN\{0}: span({z"}) # R[N].
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Q jako Z-modut

Rozwazmy Q jako Z-modut. Podzbiér ) # S C Q jest liniowo
niezalezny < S = {r}, gdzie r # 0.

Dowéd Zauwaimy najpierw ze r # 0 < (nr =0 = n = 0). Jedli
q a 2 e s, pyép,,toqp'p+( )’i, 0, a nie jest prawda ze
qp' = —¢'p = 0, bo wtedy 2 E=0= =2 co przeczy £ ;é . =

Rozwazmy Q jako Z-modut. Niech ) # S C Q. Wtedy, jezeli
span(S) = Q, to zbidr S nie jest skoriczony.

Dowéd: Niech S = {%,. ,Z”} gdzie wszystkie utamki & sa w

postaci wzglednie pierwszej (tzn. ged(pi, qi) =11 ¢ > O) Wtedy
v ppi 200
z €span(S) = wz=3 k= 2
Zatem V x € span(S) : mianownik x zapisanego w postaci wzglednie

pierwszej jest < q1¢2...qn. Stad Q > m ¢ span(S). =



Baza

Definicje

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, a M dowolnym
R-modutem. Niepusty podzbiér B C M nazywamy baza M &

@ B jest zbiorem liniowo niezaleznym,
@ span(B) = M.

Modut nazywamy wolnym < posiada baze.

Twierdzenie

Modutem Q liczb wymiernych nie posiada bazy nad Z (nie jest
modufem wolnym nad 7).

Dowdd: Zaden zbiér nie moze by¢ réwnoczeénie jednoelementowy
i nieskonczony. n
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Elementarne fakty

O Kazdy pierscien R (nawet zerowy) jest wolnym R-modutem.

Zbiér {1} jest zawsze baza R.

@ Dowolna suma prosta ;< I jest wolnym R-modutem. Baza

(kanoniczna) jest zbi6r

{fi € Map(I, R) |V i,j € I: fi(j)

gdzie d;; jest delta Kroneckera, tzn. |d;; = {

=0},
1 dlai=j
0 dlai#j|

Jedli I =N, piszemy f; = (0,...,0,1,0,...). Jedli I = {1,...,n},
piszemy P,-; R = R". Modut R" jest prototypem modutu

wolnego, a zbidr

{(1,0,...,0),(0,1,0, ...,0), ..., (0, ...

prototypem bazy.

,0,1)}
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Twierdzenie o bazie

Twierdzenie

Jesli M jest wolnym R-modufem z baza B, to odwzorowanie

PR fle)ee M

eeB eeB

Jjest izomorfizmem R-modutéw.

Dowdd: Odwzorowanie F'p jest ewidentnie liniowe. Skonstruujemy
odwzorowanie odwrotne F'. Zauwazmy ze V m € M \ {0}

Nm

A {r,...,rn,, } SR\ {0}, {e1,..,en,, } CB: m= Zrkek.
k=1

Istotnie, przypuéémy ze mamy 2 rozktady m # 0:

/
E ree=m = E Ser €.

ecl e'elJ

9/10



Dowadd twierdzenia o bazie

Wiedy

O=m-—m= Z (rie — sk) k + Z ree+ Z (—ser)e.

kelnJg eel\J eI
Z liniowej niezaleznosci wynika ze
Vkeln: rp=s;, YeeclI\J: re=0, VeIEJ\I:Se/:O.

Zatem, z zatozenia niezerowosci wspotczynnikéw, I = J i rozktad
m # 0 w bazie jest jednoznaczny. Jest tez zawsze niezerowy, wiec
przypsujac 0 € M rozktad zerowy mamy jednoznacznos¢ rozktadu
w bazie dla wszystkich m € M. Mozemy wiec zdefiniowad

F—l
Mam@me@R, gdzie g fm(e)e:=m.
eeN e€EB

Jest oczywiste ze Fg o Fgl =idi Fgl o Fg =id. -
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