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Istnienie bazy

Tak jak wsrod wszystkich pierscieni wyrézniamy bardzo szczegdlng
klase pierscieni nazywanych ciatami, tak wsréd wszystkich
modutéw wyszczegbdlniamy bardzo wazng klase modutéw
nazywanych przestrzeniami wektorowymi.

R-modut M nazywamy przestrzenia wektorowa < R jest ciatem. I

Ciata typowo oznaczamy przez k a przestrzenie wektorowe
przez V.

Podstawowa wtasno$cia odrézniajaca przestrzenie wektorowe od
ogdélnych modutéw jest istnienie bazy.

Twierdzenie

Kazda przestrzen wektorowa V' # 0 nad dowolnym ciatem k
zawsze posiada baze.
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Lemat Kuratowskiego-Zorna

Dowdd: Zauwazmy najpierw ze V£ 0= d v € V : v # 0. Zbidr
{v} jest liniowo niezalezny bo

(av=0=a=0) <= ~(a#0Aav=0),

a z zatozenia ze k jest ciatem mamy

(@#0ANav=0) = 0=a '0=a () =(ala)v=1v=v.

Zatem zbidr wszystkich zbioréw liniowo niezaleznych jest niepusty.

Do tego zbioru zastosujemy Lemat Kuratowskiego-Zorna
(réwnowazny pewnikowi wyboru), ktéry w szczegdlnosci stwierdza:

Lemat

Niech { X, }acr bedzie niepustym zbiorem zbioréw. Jesli dla
kazdego podzbioru { X, }acscr spetniajacego warunek

V,yed: XgC X, VX, C Xg (catkowite uporzagdkowanie)
istnigje « € I 1 Upey Xp = Xa, to
Jagel: XogCXoa = Xog=Xa.

<
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Koniec dowodu istnienia bazy

tatwo sprawdzi¢ ze zbiér wszystkich zbioréw liniowo niezaleznych
spetnia zatozenia lematu. Stad wnioskujemy ze istnieje zbidr
liniowo niezalezny B nie zawierajacy sie w zadnym wiekszym
zbiorze liniowo niezaleznym:

(B C B'i B’ jest liniowo niezalezny) = B =B.
Korzystajac z tego chcemy pokazaé ze span(B) = V. Jest
oczywiste ze B C span(B), wezmy wiec vg ¢ B. Wtedy zbiér
{vo} U B jest liniowo zalezny. Zatem

n
3 {v1,...,vn} € B, agy...,an €k : Z%’Uz‘ =0
i=0
i3j€A{0,..,n}:a; #0. Stad ap # 0 bo inaczej, z liniowej
niezaleznosci zbioru {vl, <oy Up }, Mamy

O—Z:om;Z Zalvz = a;=..=a,=0,
Co przeczy |stn|en|u o 75 0. Z zatozenia ze k jest ciatem dostajemy
wiec _ —a
vy = 1vl+...+ "“vp € span(B). =
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llos¢ elementdw ciata skonczonego

llos¢ elementéw kazdego ciata skoriczonego F jest postaci p™, gdzie
p jest liczba pierwsza a n € N\ {0}.

Dowdd: Ze skoiczonosci ciata wynika ze istnieje najmniejsza
liczba p € N\ {0,1} taka ze p-1 = 0. Liczba p musi by¢ pierwsza
bo inaczej, z minimalnosci p i braku dzielnikéw zera w ciele,
dostajemy sprzecznos¢:

O=p-1=(mm)-1= (m-1)(m -1).

1<m,m’<p \#0 ‘JF()

Dalej, dziatanie (Z/pZ) x F > ([n],f) = n-f € F czyni F
niezerowa przestrzenia wektorowa nad Z/pZ. Posiada zatem baze
B nad Z/pZ. Baza musi by¢ skonczona bo F jest skonczone.
Oznaczmy iloé¢ elementéw bazy przez n. Wtedy z twierdzenia o

bazie wnioskujemy ze
Y > @ (@/pz) = (2/p2)" .
beB

Stad ilos¢ elementéw F to p™. _ I



Uzupetnianie do bazy

Twierdzenie

Jesli S jest liniowo niezaleznym podzbiorem przestrzeni
wektorowej V', to mozna go uzupetnic do bazy V.

Dowdéd: Tym razem stosujemy Lemat Kuratowskiego-Zorna do
rodziny wszystkich zbioréw liniowo niezaleznych ktérych
podzbiorem jest S. Ta rodzina jest niepusta bo S do niej nalezy.
Istnieje zatem najwiekszy zbidr liniowo niezalezny B O S. Stad,
jeSliz ¢ B, to B# {x} UB D B D S. Zatem zbiér {z} U B jest
liniowo zalezny co, identycznie jak w twierdzeniu o istnieniu bazy,
implikuje ze span(B) = V. Mamy zatem baze zawierajaca S. n
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Redukcja do bazy

Twierdzenie

Jesli V' jest niezerowa przestrzenia wektorowa nad ciatem k i
span(S) =V, to z .S mozna wybrac baze V.

Dowdéd: Rozpatrzmy rodzine wszystkich podzbioréw S
rozpinajacych V. Jest ona niepusta bo nalezy do niej S. Z Lematu
Kuratowskiego-Zorna dla C zamienionego na 2 wnioskujemy ze

3 B C S taki ze span(B) = V oraz ze zachodzi

(B CBCSispan(B)=V) — B =B.

Wystarczy teraz pokazaé ze B jest zbiorem liniowo niezaleznym.
Przypusémy ze tak nie jest. Wtedy

n
3 {v1,...,on} € B, aj,...,an €k : Zaivi =0
i=1
oraz3 je{l,..,n}:a;#0. Jedlin=1,toa; #0i ajv; =0,
skad v; = aflalvl =0.
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Koniec dowodu o redukgcji

Stad wnioskujemy ze B\ {0} C B C S, za$ z zatozenia V # 0
otrzymujemy span(B \ {0}) = span(B) =V, co daje sprzecznos¢
z minimalnoscia B.

Zatézmy teraz ze n > 1. Wtedy v; = > ;—O]‘zvz skad
i=1
i#]

span(B \ {v;}) =span(B) =V .

Podobnie jak poprzednio, w potaczeniu z B\ {v;} C B C S
otrzymujemy sprzeczno$¢ z minimalnosciag B. n

Tak wiec baza to réwnocze$nie najwiekszy zbiér liniowo niezalezny
i najmniejszy zbidr rozpinajacy.
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Lemat Steinitza

Lemat (Steinitza)

Niech n € N\ {0}. Jesli przestrzen wektorowa V' posiada baze
n-elementowa B, to kazda inna baza V' tez jest n-elementowa.

Dowdd: Pokazemy najpierw ze, jedli zbiér S posiada wiecej niz n
elementdw, to jest on liniowo zalezny. Niech {v1,...,v41} € S'i
n+1

i ov; = 0. Kazdy wektor v; zapiszmy jako v; =: Z?:l Bije;j,

gdzie B = {ey, ..., e, }. Wtedy
n+l n n n+1
0= > aifjej =7 (Z aiﬂij) €j -
i=1 j=1 j=1 \i=1
Zatem z liniowej niezaleznosci B mamy:

n+1

Vje {1,...,77,} : Zaiﬂij =0.
=1
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Koniec dowodu Lematu Steinitza

JedliV 4,5 : B;; =0, to powyzszy ukfad réwnafn ma ewidentnie
niezerowe rozwigzanie. Jesli 3 By # 0, to

n+1 .
— Bl
ap = ial
= Bu
ik

podstawiamy do pozostatych réwnan otrzymujac uktad (n — 1)
réwnan z n niewiadomymi. Po (n — 1) krokach dostaniemy 1
réwnanie z 2 niewiadomymi, ktére zawsze ma niezerowe
rozwiazanie.

Dlatego istnieje niezerowe rozwigzanie wyjsciowego uktadu réwnan.
Zatem zbidr S jest liniowo zalezny, wiec nie jest bazj.

Wreszcie, jesli zbiér S bytby bazg mniej niz n-elementows, to na
mocy powyzszego rozumowania zbiér B bytby liniowo zalezny, co

przeczy temu ze jest baza. n
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