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W celu wykonania obliczeA numerycznych w zagadnieniach
fizycznych niezbedne jest podanie jednostek w ktérych mierzone s3
wielko$ci fizyczne. Te jednostki sg jakby uktadem odniesienia w
ktérym mierzymy dane wielkosci. Bazy modutéw petnia role
uktadéw odniesienia w ktérych mierzymy odwzorowania liniowe.
Pozwalajg zamieni¢ odwzorowania liniowe na macierze i wykonaé
obliczenia numeryczne.
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Macierze, wiersze i kolumny

Niech I i J beda niepustymi zbiorami a R pierscieniem. Macierza
I x J o wspoétczynnikach w R nazywamy odwzorowanie

M :IxJ— R

Warto$ci M nazywamy elementami macierzowymi i oznaczamy
Mij = M ((i, 7))-

Zbi6r wszystkich takich macierzy odznaczamy przez Mry j(R).
Jedli I = J, to piszemy w skrécie M(R). Elementy M;(R)
nazywamy macierzami kwadratowymi. Jesli I = {1,...,n}, to
uzywamy oznaczenia M, (R) := M(R). Analogicznie, My,;(R)
oznacza My j(R) dla I ={1,....k}iJ={1,...,.1}.

Wierszem i-tym macierzy M nazywamy odwzorowanie

J € j = My; € R. Kolumn j-ta macierzy M nazywamy

. . Cj
odwzorowanie I € i —> M;; € R. .




Macierz homomorfizmu

Niech V, Wi Z beda wolnymi prawymi R-modutami o bazach
odpowiednio I, J i K. Niech f € Homp(V, W) oraz
g € Homg(W, Z). Wtedy g o f € Hompg(V, Z).

Definicja

Macierza odwzorowania liniowego f w bazach I i J nazywamy
odwzorowanie

Jx 15 (i) 229, ¢ e R,

gdzie f;; sa jedynymi elementami R spetniajacymi réwnanie

F@) = ifii

JjeJ

Jedynos$¢ wynika z jednoznaczosci wspétczynnikdéw rozwiniecia w

danej bazie.
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Przyktad

Niech R:=17Z, V := 72, W =73, I :={(1,0),(0,1)},
J =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Rozpatrzmy odwzorowanie
liniowe
Z? > (m,n) L (m +n,m —n,2m) € Z3 .

Obliczmy teraz wartosci f na elementach bazy dziedziny i
rozwinmy w bazie przeciwdziedziny:

f((1,0)) = (1,1,2) = (1,0,0)1 + (0,1,0)1 + (0,0, 1)2,

f((ov 1)) = (17 _1a O) = (1a Oa 0)1 + (07 17 0)(_1) + (07 Oa 1)0

Porzadkujac bazy I i J jak wyzej, otrzymujemy nastepujacy wykres
macierzy M r(f) odwzorowania liniowego f w bazach I i J:

1 1\](1,0,0)

]{(f]l) = 1 -1 (07170)

- 2 0 /)]|(0,0,1)
(1,0) (0,1) .
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Spostrzezenia

@ Wykres odwzorowania definiuje odwzorowanie, wiec zazwyczaj
“wykresy macierzy” nazywamy “macierzami’.

@ Kazda kolumna macierzy odwzorowania liniowego ma zawsze
skonczong ilos¢ niezerowych wartosci bo rozwiniecie w bazie
jest zawsze skonczone.

© Odwrotnie, dowolna macierz M : J x I — R o tej wtasnosci
zadaje odwzorowanie liniowe:

Vow ELIR Z JMjv; € W, gdziev::Zivi.
i€l, jeJ icl

© Mamy My;(fa) = M i far,, () = f, a dla dodawa
punktowych MJ[(f+g) = MJ](f)+MJ](g).

@ Macierz odwzorowania liniowego przeksztatca wspdtczynniki
wg wzoru f(v) =3 .c;jw; &

Vijed: w; = ijwi, gdzie v =: ZZ’Ul
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Mnozenie macierzy

Definicja

Mnozenie macierzy M : I x J — Ri N : J x K — R takich ze
wszystkie wiersze M lub wszystkie kolumny N maja skonczona
ilo$¢ niezerowych wartosci zdefiniowane jest wzorem:

MN:Ix K5 (i,k) — (MN)y =Y M;jNy € R|.
JE€J

MNOZENIE MACIERZY JEST DZIECINNIE PROSTE!
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Homomorfizm jako mnozenie macierzy

O wspbétczynnikach v € V' mozemy mysle¢ jako o macierzy
odwzorowania liniowego

Ror—ovreV

w bazach odpowiednio {1} i I: v;; := v;. Zatem wspdtczynniki
wektora przy dziataniu odwzorowania liniowego przeksztatcaja sie
przez mnozenie macierzy: wji := wj = » ;s fjivi1-

Na przyktad, odwzorowanie liniowe
7% 3 (m,n) — (m+n,m —n,2m) € 73
w kanonicznej bazie zapisuje sie jako mnozenie macierzy:
1 1 m m-4+n
1 -1 ( > =|m—-—n
" 2m
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Macierz ztozenia homomorfizmoéw

Jak wyliczyé Mgr(go f): K x I — R znajac My;(f): JxI — R
i Mij(g): K x J— R? Takze przez mnozenie macierzy:

(go flli) =y (ijji) => 9=, (Z kgkj) i

jeJ jeJ jeJ \keK

keK  \jeJ

implikuje (g o f)r; = Z;]gkjfji' To oznacza ze
j€

Mgi(go f) = Mg (g)Mjr(f)|.
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Przyktad

Niech R := Z, E, baza standardowa Z", f jak poprzednio, oraz
Z* 3 (p,q,r) = (2p +1,9) € 22
Weedy (g0 f) ((m,n)) = g ((m +n,m —n,2m)) = (4m + 2n,m — n).
Z drugiej strony,
9((1,0,0)) = (2,0) = (1,0)2 + (0, 1)0,

g((0,1,0)) =(0,1) = (1,0)0 + (0,1)1,
g((0,0,1)) =(1,0) = (1,0)1 + (0, 1)0,

—
~—

2 01
Skad MEgEg(g) = (O 1 0> Zatem MEQEQ(Q o f) =

)62
e (12)(2)-(272)
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