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Pierscien endomorfizméw i grupa automorfizméw

Niech M bedzie dowolnym prawym R-modutem. Przypomnijmy ze
odwzorowanie liniowe z M do M nazywamy endomorfizmem, a
izomorfizm liniowy z M do M nazywamy automorfizmem.
Uzywamy oznaczeh Endp(M) := Hompg (M, M) oraz

Autp(M) :={f € Endr(M) | f jest bijekcja}.

Przypomnijmy tez ze ze wzgledu na skfadanie odwzorowan i

punktowe dodawanie Endp (M) jest pierscieniem gdzie zerem jest
odwzorowanie zerowe a jedynk3 id. Ze wzgledu na sktadanie
odwzorowan Autr(M) jest grupa gdzie elementem neutralnym jest id.

Jesli M posiada baze I, to macierzg endomorfizmu f w bazie
nazywamy macierz f w bazach I i I. Rozpatrzmy odwzorowanie

Fr:Endg(M) 3 f — Mp(f) € MY (R)]|,

gdzie ]chf(R) = {A € M[(R) ‘ Viel: Aji 7é 0 dla skoriczonej iloci j}.
Obraz grupy automorfizméw Fr(Autr(M)) oznaczamy przez GL;(R).
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Pierscien macierzy i ogdlna grupa liniowa

Wiemy juz ze F7 jest bijekcja przeksztatcajaca sktadanie endomorfizméw
w mnozenie macierzy, a punktowe dodawanie endomorfizméw

punktowe dodawanie macierzy. Wida¢ ze F;(0) = 0 oraz tatwo
sprawdzi¢ ze Fy(id) = 17, gdzie

1 dlai=j

.. 17
IxI>(i,5)— 6 =
(i,9) d {0 dlai+j

Zatem (]M/ff, +,0,-,17) jest pierscieniem, a F7 jest izomorfizmem
pierécieni.

Podobnie, (GL;(R),-, 11) jest grupa, a zawezenie F7 do
AutR(M) S5 fr— F](f) S GL[(R) = F[(AutR(M))

izomorfizmem grup. Bijektywnos¢ Fr implikuje ze GLi(R) to
grupa wszystkich odwracalnych macierzy w MICf(R). Nazywamy ja
ogdlna grupa linowa. Jezeli I = {1,...,n}, stosujemy oznaczenie
GL,(R).
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Przyktad

Niech R = Z oraz M = 7Z?. Jako przyktad dodawania macierzy
mamy:
0 5 8 0 8 5
(3 2) + (1 1> - (4 3) € My(Z).
Zas$ jako przyktad mnozenia macierzy odwracalnych mamy:

GL2(Z)
-1\ (1 1\¢ 10
A1) - neone
GL2(Z)
1\ /1 —-1\¢ 10
1) (0 1 ) = (0 1) =:1qp € GLQ(Z).

N ~—
o [
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Jak sie zmienia macierz endomorfizmu przy zmianie bazy? Niech B
i C' beda bazami prawego R-modutu M oraz f € Endg(M). Wtedy

MBB(f) = MBB(id of o id) = MBC(id)Mcc(f)MCB(id) ,

MBc(id)MCB(id) = MBB(idOid) =1lp € ]WB(R)7
MCB(id)MBc(id) = Mcc(idoid) =1¢c € MC(R).

Niech R =7, M =72, f(m,n) = (m +n,m —n),
B ={(1,0),(0,1)}, C ={(1,1),(1,0)}. Porzadkujac bazy tak jak
s3 napisane, otrzymujemy:

F(1,0) = (1,0) - 1+ (0,1) - 1 1 1
£(0,1) = (1,0) - 1+(0 1) (- 1)} < MBB(f):<1 —1>’
f(1,0) = (1,1) = (1 1) 1+( 0)-0} < MCC(f)z(z 0)’
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tatwo sprawdzié ze

Mep(id)Mpe(id)

Mpe(id)Mep(id)
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Rownolicznosé¢ baz

Istniejg pierscienie nieprzemienne nad ktérymi skonczone bazy tego
samego modutu moga by¢ réznoliczne: R™ = R™ A m = n. Np.
R? =~ R. Jednakze:

Twierdzenie

Jesli modut M na dowolnym pierscieniem R ma nieskoriczong
baze B, to kazda inna baza M jest rownoliczna z B.

To twierdzenie potaczone z Lematem Steinitza daje nam:

Twierdzenie

Wszystkie bazy dowolnej niezerowej przestrzeni wektorowej sa
réwnoliczne.

| \

Whiosek

Wszystkie bazy dowolnego modufu wolnego nad przemiennym
pierscieniem sa réwnoliczne.
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Szkic dowddu: Rozumowanie oparte jest na istnieniu homomorfizmu
z piecienia przemiennego R na ciato kg (np. Z na Z/pZ)
zamieniajgcego modut wolny @,.; R w przestrzeh wektorowa

GEE)iegl‘ k. |

Wymiarem modutu wolnego M nad niezerowym przemiennym
pierscieniem k nazywamy dimy M := ilo$¢ elementéw jego bazy.

W szczegdlnosci kazda niezerowa przestrzen wektorowa ma dodatni
lub oo wymiar. Za wymiar przestrzeni zerowej (modutu zerowego)
przyjmujemy 0.
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Dodawanie wymiaréw

Twierdzenie

Niech 0 — K — L = M — 0 bedzie ciaggiem doktadnym modutéw
nad niezerowym przemiennym pierscieniem k. Jezeli moduty K |
M s3a wolne, to L tez jest modutem wolnym oraz

Do zadania odwzorowania liniowego na module wolnym M nad
pierscieniem R wystarcza zada¢ go dowolnie na jego bazie.

Dowdd lematu: Niech B bedzie bazag M, a N dowolnym
R-modutem. WeZmy dowolne odwzorowanie F': B — N. Wtedy
odwzorowanie f : M — N dane wzorem f(m) =Y, cp F(b) my,
gdzie m =: ) ;. g bmy, jest odwzorowaniem liniowym. n
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Dowad twierdzenia

Z surjektywnoéci m wynika ze V b € B3 I, € 7 (b) . Na mocy
lematu odwzorowanie B 3 b+ [, € L mozemy rozszerzyé do
odwzorowania liniowego M = L. Rozszczepia ono 7

(mos)(im < meb> (Z (b)mb>

beB
= Z lb mp = Z bmb =m
beB beB

Tak wiec dzieki twierdzeniu o rozszczepianiu mamy L = K ¢ M.
W potaczeniu z twierdzeniem o bazie dostajemy

L=PrkoPk,

acA beB

gdzie A jest bazg K. Zatem L jest modutem wolnym
posiadajacym baze réwnoliczng z A B. n
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