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Modut dualny

Definicja

Niech M bedzie prawym modutem nad dowolnym pierscieniem R.
Modutem dualnym do modutu M nazywamy lewy modut
wszystkich funkcjonatéw liniowych AM* := Homp(M, R).
Dodawanie i mnozenie przez skalar s3 punktowe:
VmeM: (p+¢)(m)=p(m)+¢(m)
VmeM,, reR: (ro)(m)=re(m).

Zauwazmy ze 1 jest nadal prawo R-liniowe bo

/

(re)(mr') = ro(mr’) = r(e(m)r’) = (ro(m))r’ = (re)(m)r'.
Przyktad: Niech R bedzie dowolnym niezerowym pierscieniem.

Witedy .
(@) -1t
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Odwzorowanie transponowane

Definicja

Niech f: M — N bedzie liniowym odwzorowaniem pomiedzy
prawymi R-modutami. Odwzorowaniem transponowanym
(dualnym, sprzezonym, dotaczonym) nazywamy odwzorowanie
liniowe pomiedzy lewymi R-modutami dualnymi:

TN 30— fT(p):=po f e M*|.

@ Odwzorowanie fT jest dobrze zdefiniowane bo ztozenie
odwzorowan liniowych jest liniowe.

@ Jest ono lewo R-liniowe boV re R, me M, o € M*:

(fT(re))(m) = (re)(f(m)) = re(f(m))
=r(fT()(m)) = (rfT(p))(m).
(Dodawanie sprawdza sie podobnie.)
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Modut bidualny

Oczywiscie, moduty dualne do lewych modutéw s3 modutami
prawymi. Zatem M™** jest prawym R-modutem. Istnieje naturalna
R-liniowa ewaluacja

ev: M om—evy, € M™, evy(p) = p(m)|.

@ Odwzorowanie ev,, jest lewo R-liniowe bo

evin(re) = (re)(m) = ro(m) = r(evm(p)) -

(Dodawanie sprawdza sie podobnie.)

@ Za$ przyporzadkowanie M > m % ev,, € M** jest prawo
R-liniowe bo

eV(mr) () = @(mr) = p(m)r = evm(p)r = (evm 1)(#) -

(Znowu dodawanie sprawdza si¢ podobnie.)
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Naturalnos¢ ewaluacji

Przyktad: Modut (Z/2Z)" = 0 bo brak dzielnikéw zera w Z daje
0=0(2)=2¢(1) = ¢(1)=0.

Zatem 0 # 7./27, <% (Z/27)*" = 0 nie moze by¢ injekcja.

Ewaluacja jest naturalna w nastepujacym sensie. Jesli M LN jest

liniowym odwzorowaniem prawych R-modutéw, to otrzymujemy
przemienny diagram odwzorowan prawo R-liniowych:

M N (Korzystamy tu z faktu ze od-
o ov wzorowanie transponowane do od-
v . . .
- wzorowania lewo liniowego jest
M f N prawo liniowe.)
Istotnie,

(fT (evm)) () = eva(fT () = (fT () (m) = (f(m)) = evpm) ()



Twierdzenie o injektywnosci

Twierdzenie

Jesli M jest modutem wolnym, to ewaluacja M =5 M** jest
injekcja.

Dowéd: Przypomnijmy ze
evy, =0 < VYoeoeM':0=evp(p) =p(m).
Niech B bedzie bazg M. Wtedy m = ;. g b1y, oraz
m#0 = JbyeB:r, #0.
Zdefiniujmy @ € M* przez ¢o(bo) =11 ¢o(b) =0 dla b # by .

Wtedy
evm (o) = @o(m) = o | Y_bre | =D wo(b)rs =14, #0.
beB beB
Przez zaprzeczenie implikacji, udowodniliémy w ten sposéb ze
evy, = 0= m = 0. Oznacza to ze ker(ev) = 0. Zatem ev jest
injekcja. ]
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Baza dualna

Definicja

Niech M bedzie wolnym prawym R-modutem ze skonczong
baza B. Baza dualng do bazy B := {ey, ..., €, } nazywamy zbidr
B*:={e' € M*|i€e{l,..,m}}, gdzie

Vi,jed{l,..m}: e'(e):=diy = {0 dlaist

@ Liniowa niezalezno$¢ B*: V j € {1,...,m} :

m

iriei =0 = 0= (i riei> (ej) = Zri(ei(ej)) =7j.

i=1

@ Rozpinanie: V o € M*: o =37, ¢(e;)el. Istotnie,

m

Vije{l,..,m}: (Z (p(ei)ei> (ej) = ¢(ej).

i=1
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Przypadek nieskonczony

Niech k bedzie niezerowym pierscieniem przemiennym. Wtedy
|dim; M <oco = dimy M* = dim;, M|.

Whiosek

Jesli M jest modutem wolnym ze skonczona baza, to
ev: M — M** jest izomorfizmem.

Dowdd: Jesli {e1, ..., e} jest bazg M, to {eve,}]" jest baza
dualng do bazy dualnej {e‘}". -

Zatézmy teraz ze B jest nieskonczong baza M. Jak w przypadku
skonczonym mozemy zdefiniowaé zbiér B* i pokazaé ze jest on
liniowo niezalezny. Ale nie jest juze prawda ze B* rozpina M*.
Zaiste, niech 1 € M™* bedzie funkcjonatem zadanym przez
Vbe B: ¢i(b)=1+#0. Jezeli F C B jest skonczonym
podzbiorem takim ze @1 = >y 7y b%, to dla by ¢ F' mamy

1= (pl(bl) = ZbeFrb b*(bl) =0.
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Macierz transponowana

Definicja

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Macierza transponowang
do macierzy A: I x J > (i,j) — A;j € R nazywamy macierz
AT JXIB(],Z)O—)AWGR MamyViel, jeJ: A’fz ::Aij-

Twierdzenie

Niech B := {b1,....,by,} i C :={c1,...,cn} beda bazami
odpowiednio M i N, oraz niech f € Homp(M, N). Wtedy
Mpc+(f1) = Mop(f)T ot
gdzie : B* x C* 3 (b, c7) — (bi,¢;) € B x C.

V.

Dowéd: Przypomnijmy ze f7(c7) =: 37, f%bi. Najpierw obliczmy
(T () = & (F(b)) = & (Shoy ey fin) = =
Mcp(f)(cj,bi) = (MCB(f)T oE) (b, 7). Z drugiej strony,

( i1 f?}bi) () = fi; = (MB*C*(fT)>(bl’0j)'
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Twierdzenie Fredholma

Twierdzenie (Fredholm)
Niech k bedzie ciatem, f € Homy(V, W), dimy V, dim; W < co.
Wtedy dimy, Im(f) = dimy Im(f7) oraz

fm(f) = {w e W |V ¢ € Ker(fT) : p(w) =0} = Ker(f7)°.

Dowéd: Jest jasne ze Im(f) C Ker(f7)%. Z drugiej strony,
dimy, Ker(f7)° = dimy W* — dimy, Ker(f7) bo baze Ker(f7)
mozemy uzupetni¢ do bazy W* i wzia¢ jej baze dualna. Zatem

dimy, Im(f) < dimy, Ker(f7)°
= dimy W* — (dimy, W* — dimy, Tm(f7)) = dimy Tm(f7).
Utozsamiajac f77 z f dostajemy dimy Im(f7) < dimy Im(f).

Stad dimy, Im(f) = dimy Im(f7) = dimy, Ker(f7)°. W potaczeniu
z Im(f) € Ker(f7)? implikuje to ze Im(f) = Ker(f1)°. -
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