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tytut slajdu

Definicja

Niech k bedzie niezerowym pierscieniem przemiennym.
Sladem nazywamy odwzorowanie

Mo(k)> A tr(A) =S Ay €k, neN\{0}.
i=1

| o
| \

Twierdzenie
V A B e M,(k):
O tr(AB) = tr(BA),
@ tr(A+ B) =tr(A) + tr(B).
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tytut slajdu

Dowdéd:
o tr(AB) Z Z A’L]BZ_] - Z Z BJ’LA’L] - Z Z Bj’LA’L] =

i=1j=1 i=1j=1 j=li=

n

(
@ tr(A+B) = ﬁ:(Am + Bii) = i Aii + 3 Bii =
, =

Nie istnieje skonczeniewymiarowa nad ciatem o charakterystyce
zerowej realizacja reguty komutacji [ X, P] = I mechaniki
kwantowej.
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tytut slajdu

Dowdd: Wyrazenie [X, P| := X P — PX nazywane jest
komutatorem. Podstawowa cecha $ladu jest anihilowanie wszelkich
komutatoréw:

tr ([X, P]) = tr(XP) — tr(PX) = tr(PX) — tr(PX) = 0.

Z drugiej strony, tr(I) = > 1 =n # 0 z zerowosci charakterystyki
i=1
ciata. n
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tytut slajdu

Niech V' bedzie skonczeniewymiarowym wolnym modutem nad
niezerowy przemiennym pierécieniem k. Sladem endomorfizmu
f € End(V) nazywamy tr(f) := tr(Mpp(f)), gdzie B jest
dowolna baza V.

Definicja nie zalezy od wyboru bazy bo

tr(Mcc(f)) = tr(Mep(id)Mpp(f)Mpc(id)) =

tr(Mpc (id)Mpc(id)Mpp(f)) = tr(Mpp(id)Mpp(f)) =
tr(Mpp(f)).

Ponadto natychmiast wnioskujemy, ze

V f,g € End(V) : tr(fog) =tr(go f) i tr(f +g) = tr(f) + tr(g).
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tytut slajdu
Wyznacznikiem nazywamy odwzorowanie

M,(k) 5 A% det(A) e k, neN\ {0},

det(A) = Z sgn(o H Al

ogESy

Wtasnosci: .
O det(I) =sgn(id) [] 05 =1
i=1

@ Zapisujac macierze jako wiersze kolumn rozumianych jako
elementy modutu wolnego k™, otrzymujemy:
AVie{l,..,n}:det(Ay,...., A+ B, ..., Ap) =

det(Ah...,Ai,...,A )—l—det(Al,... Z,...,fln)
BVie{l,..,n},A€k:det(Ar,....\A;, ..., 4,) =
)\det(Al,...,Ai,...,An)

CVi < _] : det(Al, veny /%1 g eeey /%Z ,...,An) =0
i-te miejsce j-e miejsce
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tytut slajdu

Dowéd A:
det(Ay, ..., A + By, .., Ay) =

> sgn(o) I Amowm) (A ~1(3)i +Ba—1(i)i> =
O'ESn -1
me{l,...n\{o~1(9)}
det(Al,...,Ai,...,A )+det(A1,... ,...,An) ]

Dowéd B:
Analogiczny do A.
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tytut slajdu

Dowdd C:
det(Al, ceey AZ’, ceey Al’, ceey An)

= Z sgn( ) H Apg=1(m) = Z sgn(o)

=

Acr(m)m

oc€Sh m=1 o€ESh m=1
= Z Sgn( ) H Ao(m)m + Z Sgn(a) H Ao(m)m
o€S, m=1 oESH m=1
o(i)<a(4) o(i)>o(4)
= > sen() [[ Adopmm + D senloomy) [T Aorympm
UGSn m=1 O'GSn m=1
a(i)<a(4) o(i)<o(4)
= Z sgn ( H Ao(m ym T H AU(Tij(m))m>
o0ESh m=1
o(i)<a(4)

= > 580(0) [T Aot (Aotido(ii — As(iridot;) =0 m
0€Sn  me{l,..,n}\ {45}
o(i)<o(j)
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tytut slajdu

Twierdzenie

Jesli F' € Map(M,,(k), k) posiada 4 powyzsze wtasnosci, to
F = det.

Dowdd: Niech {e;}!" ;| bedzie baza standardowa k™. Wtedy

F(A) F(Al, ..., (Z 621 411y ooy Z 6inAinn)

i1=1 in=1

- Z F(eil,...,el’n)Ail,... inn — Z F( 0.(1),... a(n)) A (1)1

i1 yeyin=1 cESy
n
= Z sgn(o)F(eq, ..., en) H Ag(m)m
€S m=1
= Z sgn(o) H Ag(mym = Z sgn(o) H Apo(m) = det A.
oc€Sh m=1 oeSn, m=1

Skorzystaliémy tu z implikacji

N 1T/ A 4 A A A A A AN T/ A A 9/1f



tytut slajdu

Twierdzenie

YV A, B € M,(k) : det(AB) = det(A) det(B)

Dowdéd: Zauwazmy, ze odwzorowanie M, (k) > B +— det(AB) € k
spetnia warunki A, B i C bo det(AB) = det(ABy, ..., ABy,), gdzie
B =: (Bjy, ..., By). Zatem rozumujac jak w dowodzie poprzedniego
twierdzenia otrzymujemy det(AB) = det(Aey, ..., Ae,) det(B) =

det(A(eq, ..., ep)) det(B) = det(A) det(B). n

Wyznacznikiem endomorfizmu f € End(V') nazywamy
det(f) := det(Mpp(f)), gdzie B jest dowolng baza V.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia widzimy, ze definicja nie
zalezy od wyboru bazy:

det(Mcoc(f)) = det(Mcp(id)Mpp(f)Mpe(id)) =
det(Mpc(id)Mep(id)Mpp(f)) = det(Mpg(f)).
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