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tytut slajdu

Odwracanie macierzy to podawanie rozwigzan uktadéw réwnan
liniowych. Ze wzoru det(AB) = det(A) det(B) wnioskujemy
natychmiast, ze wyznacznik macierzy odwracalnej musi by¢
odwracalny:

1 =det(l) = det(AA™!) = det(A) det(A~!) = det(A~1) det(A).
Okazuje sie, ze przeciwna implikacja tez jest prawdziwa. Przy
pomocy det(A)~! mozemy napisaé jawny wzér na A=1. W tym
celu zdefiniujmy najpierw:

@ Dopetnieniem algebraicznym elementu A;; macierzy
A € M, (k) nazywamy wyznacznik macierzy (n — 1) x (n — 1)
otrzymanej przez skreslenie i-tego wiersza i j-ej konlumny
pomnozony przez (—1)"*7,

@ Macierza transponowana do macierzy A nazywamy macierz
A" zdefiniowana przez A, = Aj;, V i,j € {1,...,n}.
Zauwazmy, ze definicja A’ nie potrzebuje zadnych warunkéw
na macierz A.
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tytut slajdu

Rozwiniecie Laplace'a

V A€ My(k), i€ {1,...n} : det(A) = i AjiAji, gdzie A;; to

dopetnienie algebraiczne (cofactor) Aj;.
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tytut slajdu

Dowdd:

det(A) = det(Al, cony An) = det(Al, vaey Z 6]'Aji, ceuy An)
7j=1

= (—1)i_1 Z Aji det(ej, Al, ceey Ai—la Ai+1a ceey An)

=1

n .
= (—l)i_l Z Aj@' det(ej, A — ejAﬂ, v’ An — ejAjn)

j=1
Sy Y Apcyitae (0
i=1 0 A3 v
n o no/1 0
=Y (1) A5 > sen(o) [] A
j=1 cESy k=1 VoV ko(k)

o(1)=1



tytut slajdu

Whiosek (Rozwiniecie Laplace’a wzgledem wiersza)

k
det(4) = det(A") = >~ AL(—1)7* det (4t § )

j=1

n t
=Y Ay(-nder ((a ¢ 3))

j=1

n ~
= ZAZJ( 1)Z+J det (A J \Z/) = ZAUAU

Jj=1 j=1

At
—1 -1 ._
3 det(A) ! = A= D
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tytut slajdu

Dowdd: Z dowodu rozwinigcia Laplace’a mamy
Ap; = det(Ay, .., Ai_1, ep, Aig1, ooy Ag).
Podstawiajac ten wzér otrzymujemy

(A714) = det(4 Z Al Ay = det(A)™! i ApiA
“ k=1

= det(A)_l det(Ay, ..., A1, Z ekAkj, Aivt, oy Ap)
k=1

= det(A)_l det(Al, cany Ai—la Aj, Ai—&-l; vey An) = 5z]

Zatem A~'A = I. Poniewaz det( ) = det(A), mamy tez
(AH™1At =T Stad A ((At) ) = I. Wreszcie
A= AT = AP A (A = (4 -
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tytut slajdu

. - Laiste,

d =bab _ 1 da—be | db—bd \ _ 10 .
ad—bc —c a c¢d ~ ad—bc 7ca+ac‘ —cb+ad |~ 01
1 _abd-b_ _1 ad—bc|—ab+ba \ _ 10
ad—bc cd —c a ~ ad—bc cd—dc‘ —cb+da |~ 01

Uwaga: Wyznacznik jest homomorfizmem z grupy Aut(V) w
grupe wszystkich odwracalnych elementéw pierscienia k. Jesli k
jest ciatem, oznacza to grupe &\ {0}.

Przyktad

Odwzorowanie C 5 z & Rez Imz ¢ Ny (R) jest homomorfizmem

pierscieni takim, ze V z € C : |z| = y/det(j(z)). Podpierscien
z z
H := { ,:LQ z? € MQ(C)‘ 21,22 € (C} jest nieprzemiennym ciatem
kwaternionéw. Tu tez |h| = /det(h), ¥V h € H.
Teraz naszym celem jest detekcja dalszych wiasnosci

endomorfizméw przy pomocy wyznacznikdw. 7/10




tytut slajdu

Twierdzenie

Niech dimy V < oo i f € End(V). Jesli f jest surjekcja, to jest
bijekcja.

Dowdd: Z surjektywnos$ci f i wolnosci V' wynika istnienie

f € End(V), takiego ze f o f = id. Stad det(f) det(f) = 1.
Pamiegtajac o izomorfizmie pierscieni End (V) = Mgim, v (k), z
poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze f jest bijekcja.

Twierdzenie

Niech dim; V =n < oo i f € End(V). Ker f = 0 < det(f) nie
Jest dzielnikiem zera ani zerem (Adet(f) =0 =\ =0).
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tytut slajdu

Dowdd: Ker f = 0 < f(B) jest zbiorem liniowo niezaleznym,

gdzie B jest bazg V. Zaiste, f (Z apb | = Y apf(b) daje te
beB beB

réwnowaznos¢.

Liniowa niezalezno$¢ f(B) jest z kolei rbwnowazna liniowe;

niezalezno$ci kolumn macierzy Mpp(f). Dowrawdy, wynika to z

réwnania f(c) = > bFj,. na wspétczynniki macierzy
beB
Mpp(f) =: F i izomorfizmu V = k™ zadanego przez baze B. Jesli

kolumny F' s3 liniowo zalezne, to 3 ¢ € {1,...,n} i
n
N #0: > )\jF’j = 0. Wtedy
j=1
n
0=det(Fy, .., Fy_1, Y N Fj, Fipr, oo Fy) = Ai det(F), czyli
j=1

det(F') jest dzielnikiem zera lub zerem. Odwrotna implikacja jest
trudniejsza, ale mozna ja udowodni¢ przez indukcje. n
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tytut slajdu

Przyktad

Macierz { ' rozpatrywana nad:
© Z/47 ma niezerowe jadro 1 712 =9,
@ Z ma zerowe jadro (1 117,’3 =mt=0=>m=n=0),ale
nie jest odwracalna bo det % _11 = 2 nie jest odwracalny w Z
© Q jest odwracalna bo (det 1 51) ' =1 € Q. J

10/10



