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tytut slajdu

Niech k bedzie niezerowym pierscieniem przemiennym.
Rozwigzanie uktadu m-réwnan liniowych z n-niewiadomymi

All.l’l + ...+ Aln?r/l = Y1

Aprz1 + oo+ Ay, = Ym,

gdzie wszystkie elementy réwnan naleza do k, réwnowazne jest
rozwigzaniu réwnania

TS ET a(r) =y,

gdzie
! a jest odwzorowaniem linio-
I 1 ) .
Y wym, ktérego elementy macie-
el s T = | 1 ] rzowe w bazach kanonicznych
x - ie{l,...,n},
! Hm to Aijy epiny -
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tytut slajdu

Przypomnijmy, ze dla dowolneo odwzorowania liniowego f
pomiedzy dowolnymi wolnymi prawymi R-modutami o bazach
odpowiednio B i C, elementy macierzowe f wzgledem B i C s3
zdefiniowane przez réwnania

fb)y=> cFy, beB.

ceC

Elementy macierzowe definiujag macierz odwzorowania liniowego
wzgledem baz B i C"

C’XBB(C,b)»i w € R.
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tytut slajdu

Z drugiej strony, poniwaz do definicji odwzorowania liniowego z
modutu wolnego potrzeba i wystarcza zadaé je na wszystkich

elementach jakiej$ jego bazy, kazde odwzorowanie C' x B S Ro
witasnosci V b € B3 skonczony I, C C': Gy # 0 < ¢ € I, zadaje

odwzorowanie liniowe M % N. Wzorami g(b) := ¥ ¢G, b € B.
ceC

Przyporzadkowania f i (w tych samych bazach) sa do
siebie wzajemnie odwrotne.
Rozwazajac réwnanie liniowe a(z) = y chcemy odpowiedzie¢ na 2
podstawowe pytania:

O Czydzek™:a(x)=y?

@ Czydlz ek a(z)=y?
Pozytywna odpowiedz na @ V y € k™ jest réwnowazna
surjektywnodci a. Pozytywna odpowiedz na @ dla chociazby
jednego yg € k™ jest rbwnowazna injektywnosci
a:3lrg € k" ralxg) =yo i
a(z) = a(2’) = a(zg) = yo + a(z) — a(z’) & a(zo+ 2’ —x) =
Yy =x0+2 —x =29 =2 (Injektywnoé¢ a trywialnie 410



tytut slajdu

Zatézmy ze m = n oraz ze A = (Aq, ..., Ay) jest macierza
odwzorowania liniowego a. Wtedy
det(Ala ) Ai—b Y, Ai+17 Sx3) An) =

n

Z €4 det(Al, vany Ai—la Aj, Ai—&-l; veay An) = I; det(A).
j=1
Udowodnilismy w ten sposéb wzory Cramer'a:

i

Vi€ {l,..,n}: zidet(A) = det(Aq, ...y, ..., An)

Z drugiej strony, jesli zatozymy prawdziwos¢ wzoréw Cramer'a, to

widet(A) = 3 det(Ar, .o, €5, oy an)y; = ZA ZAU%,
i=1 i=1

czyli det(A)x =~/Ity. Mnozac obustronnie przez A dostajemy
det(A)Az = AAly < det(A)(Ax — y) = 0. Pokazaliémy wiec:
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tytut slajdu

Twierdzenie

Jesli det(A) nie jest zerem ani dzielnikiem zera, to wzory Cramer’a
sa réwnowazne wktadowi réwnan liniowych

Az + ...+ Az, = 0

Al 8 A5 oo AF Aty = Ym-

| A\

Whiosek
Jesli a jest surjekcja, to

i

Vi€ {l,..,n}: 2 = det(A)"! det(Ay, ...y, .., An).
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tytut slajdu

Dowdd: Surjektywnos$¢ a implikuje odwracalno$¢ wyznacznika. m

Zatézmy teraz, ze k jest ciatem, ale porzuémy zatozenie m = n.
Teraz mozemy zdefiniowaé " miare surjektywnosci” owzorowania
.« . a

liniowego k" — k™.

Rzedem odwzorowania liniowego a nazywamy wymiar obrazu a:

rank(a) := dim(Ima).

Zatem a jest surjekcja < rank(a) = m. Doprawdy,

dim(Ima) = m < 3 m-elentowa baza Ima. Taka baza jest
zbiorem liniowo niezaleznym w k™. Jedli nie bytaby baza k™, to
datoby sie ja uzupetnié¢ do bazy k™. Ale wtedy baza k£™ miataby
wiecej niz m elementéw, co przeczy Lematowi Steinitz'a. Dlatego
baza I'ma musi by¢ baza k™, skad Ima = k™.
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tytut slajdu

Twierdzenie (Kronecker-Capelli)

Réwnanie a(x) = y ma rozwiazanie
< rank a = dim(span { Ay, ..., An, y}).

Dowdd: Po pierwsze, rank ¢ = dim(span {4, ..., 4,}), co
udowadnia "=". Odwrotnie, argumentujac Lematem Steinitz'a,
otrzymujemy dim(span {41, ..., A,}) =

dim(span{A4y,..., Ap,y}) = span Ay, ..., A, =

span {Ai, ..., An,y} = y € span{A1, ..., A, } = Im(a). n
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tytut slajdu

Rzedem skonczonej macierzy M = (M, ..., M,,) nazywamy
dim(span { My, ..., M, }).
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