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Działania

Definition

Działanie na zbiorze X to odwzorowanie

X ×X 3 (x, y) 7−→ xy ∈ X.
Działanie nazywamy łącznym ⇔

∀ x, y, z ∈ X : (xy)z = x(yz).
Działanie nazywamy przemiennym (abelowym) ⇔

∀ x, y ∈ X : xy = yx .

Definition

Elementem neutralnym działania nazywamy element e ∈ X taki że

∀ x ∈ X : ex = x = xe.
Elementem odwrotnym elementu x nazywamy element x−1 taki że

xx−1 = e = x−1x.
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Półgrupy, monoidy i grupy

Definition
1 Półgrupa to niepusty zbiór z łącznym działaniem.
2 Monoid to półgrupa z elementem neutralnym.
3 Grupa to monoid którego każdy element jest odwracalny.

Spostrzeżenia:
1 Jeśli istnieje element neutralny, to jest jedyny: e = ee′ = e′.
2 Jeśli element monoidu jest odwracalny, to jego odwrotność

jest jedyna: x′′x = e = x′x⇒ x′′xx′ = x′xx′ ⇒ x′′ = x′.
3 Z jedyności odwrotności otrzymujemy

(
x−1

)−1 = x oraz
(xy)−1 = y−1x−1.
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Przemienne i nieprzemienne monoidy

1 Przemienne monoidy: (2X ,∪, ∅), (2X ,∩, X), (N,+, 0),
(N, ·, 1).

2 X 6= ∅, M := Map(X,X), (f ◦ g)(x) := f (g(x)), e = id, jest
monoidem. Jeśli X ma co najmniej 2 elementy, to monoid M

:::
nie jest przemienny:

x y x y x

g f

x y y x x

f g

f(z) :=


z dla z /∈ {x, y}
x dla z = y

y dla z = x

, g(z) = x, ∀ z ∈ X,

(
(f ◦ g)(x) = y i (g ◦ f)(x) = x

)
=⇒ f ◦ g 6= g ◦ f.
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Konstrukcja Grothendiecka i warkocze

3 Konstrukcja Grothendiecka grup abelowych z półgrup
przemiennych: Niech (M,+) będzie przemienną półgrupą.
Wtedy GM := (M ×M)/RM , gdzie

RM :=
{(
(m,n), (p, q)

)
∈M4 | m+ q = p+ n

}
,

jest grupą abelową ze względu na działanie indukowane dane
przez [(m,n)] + [(p, q)] := [(m+ p, n+ q)]. Elementem
neutralnym jest [(m,m)], a odwzorowanie odwrotnościowe to
GM 3 [(m,n)] 7→ [(n,m)] ∈ GM . W szczególności GN = Z
oraz GN\{0} = Q+ := {r ∈ Q | r > 0}, to grupy abelowe
odpowiednio ze względu na (+, 0) i (·, 1).

4 Grupa warkoczy na n włosach:

= ∗
,

e := =

( )−1
∗
( )

Dla n > 1 grupa warkoczy jest zawsze nieskończona. 5/10



Bijekcje i permutacje

5 X 6= ∅, Bij(X) := {f ∈ Map(X,X) | f jest bijekcją},
(f, g) 7→ f ◦ g, e = id, jest grupą. Jeśli X ma co najmniej 3
elementy, to Bij(X)

:::
nie jest grupą abelową:

f(a) :=


a dla a /∈ {x, y, z}
z dla a = x

x dla a = y

y dla a = z

, g(a) :=


a dla a /∈ {x, y, z}
x dla a = x

z dla a = y

y dla a = z

,

(f ◦ g)(x) = z 6= y = (g ◦ f)(x).

Definition

Jeśli X jest zbiorem skończonym, to (Bij(X), ◦, id) nazywamy
grupą permutacji. Jeśli X = {1, 2, ..., n}, to jego grupę permutacji
oznaczamy przez Sn.
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Znak permutacji i transpozycje

Grupa Sn ma n! := 1 · 2 · ... · n elementów. Na Sn możemy
zdefiniować funkcję znakową

Sn 3 σ 7−→ S(σ) :=
∏

i,j∈{1,...,n}, i<j

(
σ(j)− σ(i)

)
∈ Z \ {0} .

Definition

Znakiem permutacji σ nazywamy liczbę
sgn(σ) := sign (S(σ)) ∈ {±1}.

Definition

Transpozycją nazywamy permutację τij , i 6= j, daną przez

τij(k) :=


k dla k /∈ {i, j}
j dla k = i

i dla k = j

.
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Twierdzenie o znaku permutacji

Lemma

Dla każdej permutacji σ i każdej transpozycji τkl zachodzi

S(σ ◦ τkl) = −S(σ) .

Lemma

Każdą permutację można przedstawić jako złożenie skończonej
ilości transpozycji.

Korzystając z powyższych lematów, obliczamy

S(σ) = S(id ◦ σ) = S(id ◦ τi1j1 ◦ ... ◦ τikjk) = (−1)
kS(id).

Stąd oraz z faktu że S(id) > 0 wynika teraz:

Theorem

σ = τi1j1 ◦ ... ◦ τikjk =⇒ sgn(σ) = (−1)k
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Dowód lematu o znaku

Dowód: Zauważmy najpierw że S(σ ◦ τk k+1)

=
(
σ(k)− σ(k + 1)

) ∏(
σ(j)− σ(i)

)
i<j, i,j∈{1,...,k−1,k+2,...,n}

∏(
σ(j)− σ(k + 1)

)
i=k, k+1<j¬n∏(

σ(j)− σ(k)
)

i=k+1<j¬n

∏(
σ(k + 1)− σ(i)

)
1¬i<k=j

∏(
σ(k)− σ(i)

)
1¬i<k, k+1=j

= −
(
σ(k + 1)− σ(k)

) ∏(
σ(j)− σ(i)

)
i<j, i,j∈{1,...,k−1,k+2,...,n}∏(

σ(j)− σ(k)
)

k+1<j¬n

(
σ(j)− σ(k + 1)

)∏(
σ(k + 1)− σ(i)

)
1¬i<k

(
σ(k)− σ(i)

)
= −S(σ).

Z drugiej strony, ponieważ τkl = τlk, bez straty ogólności załóżmy
że k < l, i zauważmy że

τkl = τk k+1 ◦ τk+1 k+2 ◦ ... ◦ τl−1 l ◦ τl−2 l−1 ◦ ... ◦ τk k+1 .

Stąd S(σ ◦ τkl) = (−1)l−k+l−1−kS(σ) = −S(σ). �
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Dowód lematu o przedstawieniu

Dowód: Niech σ ∈ Sn. Rozłóżmy {1, ..., n} na klasy
równoważności względem relacji

Rσ :=
{(
i, σk(i)

)
| i ∈ {1, ..., n}, k ∈ N

}
.

Niech rσ będzie ilością wszystkich klas równoważności. Wtedy
σ = γσ1 ◦ ... ◦ γσrσ , gdzie

γσi (k) :=

{
k dla k /∈ [ki]
σ(k) dla k ∈ [ki]

.

(Takie permutacje nazywamy cyklami.)

Z drugiej strony, γσi = id lub

γσi (k) = τσmi−1(ki)σmi (ki) ◦ ... ◦ τσ(ki)σ2(ki) ◦ τkiσ(ki) ,

gdzie mi + 1 to liczba elementów klasy [ki]. �
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