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Dziatania

Definition
Dziatanie na zbiorze X to odwzorowanie

X xX3(z,y —ayeX.
Dziafanie nazywamy tacznym <

Va,y,z € X : (zy)z = z(yz).

Dziatanie nazywamy przemiennym (abelowym) <

Vz,ye X :xy =yx.

Definition

Elementem neutralnym dziatania nazywamy element e € X taki ze
VeeX:exr=ux=uzxe.
Elementem odwrotnym elementu x nazywamy element 2~ taki ze

xr  =e=a"lz.
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Pétgrupy, monoidy i grupy

Definition

@ Potgrupa to niepusty zbiér z tagcznym dziataniem.
@ Monoid to poétgrupa z elementem neutralnym.

© Grupa to monoid ktérego kazdy element jest odwracalny.

Spostrzezenia:
O Jesli istnieje element neutralny, to jest jedyny: e = e¢/ = ¢’.
@ Jedli element monoidu jest odwracalny, to jego odwrotnosé
jest jedyna: 2’z = e = 2'x = 2''x2’ = 2xx’ = 2 =2,
© Z jedynosci odwrotnoéci otrzymujemy (;v_l)_1 = x oraz

(zy) =y la7h.
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Przemienne i nieprzemienne monoidy

@ Przemienne monoidy: (2X,U,0), (2%,n, X), (N, +,0),
(N? '71)-

@ X #0, M :=Map(X,X), (fog)(x):=f(g(x)), e=id, jest
monoidem. Jesli X ma co najmniej 2 elementy, to monoid M
nie jest przemienny:

Gt G GG D

z dla z ¢ {z,y}
flz):=qz dlaz=y , gk =z VzeX,
y da z==z

(Fog)@ =y i (gof@)=x) = fog#gof.

4/10



Konstrukcja Grothendiecka i warkocze

© Konstrukcja Grothendiecka grup abelowych z pétgrup
przemiennych: Niech (M, +) bedzie przemienng pétgrupa.
Wtedy Gy := (M x M)/g,,, gdzie

Ry = {((m,n),(p»Q)) e M| m+q:p+”}

jest grupa abelowa ze wzgledu na dziatanie indukowane dane
przez [(m,n)] + [(p, q)] := [(m + p,n + ¢)]. Elementem
neutralnym jest [(m,m)], a odwzorowanie odwrotnosciowe to
G 3 [(m,n)] — [(n,m)] € Gpr. W szczegdlnosci Gy = Z
oraz G\ joy = QT := {r € Q| r > 0}, to grupy abelowe
odpowiednio ze wzgledu na (+,0) i (-, 1).

@ Grupa warkoczy na n wiosach:

Dla n > 1 grupa warkoczy jest zawsze nieskonczona. 510



Bijekcje i permutacje

@ X #£0, Bij(X) :={f € Map(X, X) | f jest bijekcja},
(f,g9) — fog, e=id, jest grupa. Jedli X ma co najmniej 3
elementy, to Bij(X) nie jest grupa abelowa:

a dlaad¢{z,vy,z} a daad¢{z,vy,z}
z dlaa==x z dlaa==x

fla) = , gla) = ,
r dlaa=y z dlaa=y
y dlaa=z y dlaa=z2

(fog)z) =z#y=(g0[f)(x).

Definition

Jedli X jest zbiorem skonczonym, to (Bij(X), o,id) nazywamy
grupa permutacji. Jedli X = {1,2,...,n}, to jego grupe permutacji
oznaczamy przez S,.
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Znak permutacji i transpozycje

Grupa S, man!:=1-2...-n elementéw. Na S, mozemy
zdefiniowa¢ funkcje znakowa

Spn30—S(0)=[] (o(j)—o(i)) €Z\{0}].

3,5€{L,...n}, i<j

Definition

Znakiem permutacji o nazywamy liczbe
sgn(o) :=sign (S(0)) € {£1}.

Definition

Transpozycja nazywamy permutacje 7;;, ¢ # j, dang przez
kE dla k¢ {ij}
Tij(k) =47 dla k=i
i dla k=j
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Twierdzenie o znaku permutacji

Dla kazdej permutacji o i kazdej transpozycji Ti,; zachodzi
S(oc o) =—5(0).

Kazda permutacje mozna przedstawic jako ztozenie skoriczonej
ilosci transpozycji.

Korzystajac z powyzszych lematéw, obliczamy

S(o) =S(idoo) = S(ido 7, ©...0 Ty, j,) = (—1)kS(id).

Stad oraz z faktu ze S(id) > 0 wynika teraz:
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Dowadd lematu o znaku

Dowdd: Zauwazmy najpierw ze S(0 o 71 1)

= (oK) —ok+1)  [[(eG)—o@) J](@G)—olk+1)

i<j, i, €{1,....k—1,k+2,...n} i=k, k+1<j<n
H (o(j) — o(k)) H (o(k+1)—o(i)) H (o(k) —o(1))
i=k+1<j<n 1<i<k=j 1<i<k, k+1=j

= —(o(k+1)—ok)) [ (o) —o(®)

i<j,i,j €41, k—1,k+2,...,n}

H (o(j) — o(k)) (0(j) — o(k +1)) H (o(k+1)—0o(i)) (o(k) — o(i))

k+1<j<n 1<i<k

=—5(0).

Z drugiej strony, poniewaz 7y; = Tk, bez straty ogdlnosci zatézmy
ze k < I, i zauwazmy ze
Tkl = Thkk+1° Tk+1k+2© - OT]—171 9 T[—2]—1© --- O Tk k+1 -

Stad S(o o) = (1) 7FH-1=kG(5) = —S(0). |
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Dowdd lematu o przedstawieniu

Dowéd: Niech o € S,,. Roztézmy {1,...,n} na klasy
rownowaznosci wzgledem relacji

R, = {(z’,ok(i)) lie{l,..n}, ke N}.

Niech r, bedzie iloscig wszystkich klas réwnowaznosci. Wtedy
o=1{o0..09 , gdzie

ko da k¢ [k

W) = {a(k) da kelk]

(Takie permutacje nazywamy cyklami.)
Z drugiej strony, 77 = id lub
")/;T(k) = Tamifl(ki)ami (kl) ©...0 TO’(ki)O'Q(ki) © Tki()'(ki) )

gdzie m; + 1 to liczba elementéw klasy [k;]. |
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