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Definicja pierscienia

Definition

Zbiér R wyposazony w dwa dziatania B2 5 R, R? - R,
nazywamy pierscieniem wtedy i tylko wtedy gdy

R1 (R,+,0) jest grupa abelowsa,

R2 (R,-,1) jest monoidem,

R3Vz,y,zeR: (z+4+yz=zz+4+yz, z(x+y)=z2x+2z2y
(obustronna rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania).

Pierscien nazywamy przemiennym wtedy i tylko wtedy gdy jego
mnozenie jest przemienne.

Elementarne obserwacje:

@ Jesli pierscien ma co najmniej 2 elementy, to 0 ## 1. Istotnie,
0O-z=0-2+1-z2—2=(0+1)-z2—2z=1-2—2=0.
ZatemO0=1=2=1-2=0-2=0.

@ (1) z=—-xzbozx+(-1)-z2=(1-1)-z2=0-2=0.
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Przyktady pierscieni

@ Pierscien liczb catkowitych (Z,+,0,+,1) jest pierScieniem
przemiennym. Dla dowolnego NV € N, przemienne s3
pierScienie ilorazowe:

Z/NZ:=1Z/ry, Rn:={(mn)eZ?|m-necNz}|

Dla N = 0 otrzymujemy Z/0Z = Z, dla N = 1 otrzymujemy
Z]Z = {0} (pierscien zerowy).

@ Jesli R jest pierscieniem i X # (), to Map(X, R) jest
pierscieniem ze wzgledu na dziatania punktowe dane przez

VeeX: (f+g)(x):= f(z)+g(x),
(f - 9)(x) := f(x)g ().
Elementy neutralne to funkcje state: « — 0 (dla dodawania) i

x +— 1 (dla mnozenia).
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Mnozenie splotowe

Niech G bedzie monoidem a R pierécieniem. Zdefiniujmy zbior

a(g) # 0 dla
R[G]:={ a € Map(G,R)| skonczonej
ilosci g € G

Odwzorowanie R[G] x R[G] = R[G] zadane wzorem V g € G :
(axB)(g):= D a(h)s()

h,h'eG, hh'/=g

nazywamy mnozeniem splotowym. Wida¢ ze jest ono dobrze
okreslone. Mozna tez sprawdzi¢ ze jest taczne. Jego elementem
neutralnym jest funkcja d. dana przez

0 dla e
b.(g) = 97
1 dla g=e

gdzie e jest elementem neutralnym dziatania w G. Zatem
(R|G], *,d¢) jest monoidem.
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Pierscienie monoidalne i grupowe

Z drugiej strony, dodawanie punktowe i zerowa funkcja stata
zadaja na R|G] strukture grupy abelowej. Mnozenie punktowe jest
obustronnie rozdzielne wzgledem punktowego dodawania.

Definition

Zbiér R[G] wraz z dodawaniem punktowym, stafa funkcja zerows,
mnozeniem splotowym, i funkcja d. nazywamy pierscieniem
monoidalnym. Jedli G jest grupa, (R[G],+, 0, %, d.) nazywamy
pierscieniem grupowym.

Jednym z najwazniejszych przyktadéw pierscieni monoidalnych jest
pierécien wielomianéw. Wéwczas naszym monoidem jest (N, +,0),
a wzdr na mnozenie splotowe okazuje sie by¢ znanym wzorem na
mnozenie wielomiandw. A jesli zamiast monoidu liczb naturalnych
wezmiemy grupe liczb catkowitych, otrzymamy wielomiany
Laurenta. Za$ jesli zamiast funkcji zerujacych sie wszedzie poza
skonczong iloscig liczb naturalnych weZmiemy dowolne funkgcje,

otrzymamy szeregi formalne. 510



Ciata i ich charakterystyki

Definition

Ciatem nazywamy niezerowy przemienny pierscien ktérego kazdy
niezerowy element jest odwracalny. Najmniejsza liczbe naturalng n
taka ze n—razy

—

1+--+1=0

nazywamy charakterystyka ciata. Jedli taka liczba nie istniegje,
moéwimy ze ciato ma charakterystyke zero.

Elementarne obserwacje:

@ Niezerowy przemienny pierécien (K, +,0,-,1) jest ciatem
< K\{0} jest grupa abelowa.

@ Charakterystyka ciata jest albo zerem albo liczbg pierwsza.
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Przyktady ciat

O Q (ogdlniej ciato utamkéw),
@ R (ogdlniej metryczne domkniecia ciat),
@ C (ogodlniej algebraiczne domknigcia ciat),

@ Q+ v2Q (ogdlniej rozszerzenia ciat przez pierwiastki
wielomianu),

@ Z/pZ, gdzie p jest liczba pierwsza (ogblniej ciata skonczone i
ich rozszerzenia algebraiczne).

Uwaga: llo$¢ elementéw ciata skonczonego jest zawsze postaci p™,
gdzie p jest liczba pierwsza.
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Homomorfizmy

Homomorfizmem monoidéw nazywamy odwzorowanie pomiedzy

monoidami M L+ NV takie, ze:

@ Vm,m' € M : f(mm') = f(m)f(m'),

@ f(em) = en (zachowywanie elementu neutralnego).
Homomorfizmem grup nazywamy odwzorowanie pomiedzy grupami
spetniajace pierwszy z powyzszych warunkéw. Homomorfizmem
pierscieni (ciat) nazywamy odwzorowanie pomiedzy pierscieniami
(ciatami) bedace réwnoczesnie homomorfizmem addytywnych grup
jak i multiplikatywnych monoidéw (grup).

V.

Jesli 3m~! a f jest homomorfizmem monoidéw, to f(m 1) = f(m),*

bo en = flear) = f(mm™1) = f(m)f(m™) i eny = f(m™")f(m).

Jesi G L H jest homomorfizmem grup, to ey = f(eq)fleq) ™ =

flecea) fea)™" = flea) flea) flea)™ = fleq).
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Jadra homomorfizméw i izomorfizmy

Definition
Jadrem homomorfizmu M 4, N monoidéw, grup, pierscieni, ciat

nazywamy Ker f :={m e M | f(m) =0y}

gdzie O jest elementem neutralnym (addytywnej) struktury
monoidalnej w N.

4

Homomorfizm grup G ENy) jest injektywny < Ker f = {eg}, bo
Flg)=1f(d) e en=flo) fg) = flg™)f(d) = a7 d).

Definition

Izomorfizmem (monoidéw, grup, pierscieni, ciat) nazywamy
bijektywny homomorfizm (monoidéw, grup, pierscieni, ciat).

Odwrotno$¢ izomorfizmu jest izomorfizmem:
I ay) = (U @) ) =
A @ W) = £ @) ), i,
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Przyktady homomorfizméw i podobiekty

ovxLy.: oIl oX 14— {weX|flx)cA})
jest homomorfizmem monoidéw dla U i N. (Zbiér f~1(A)
nazywamy przeciwobrazem A.)

@ Jedynym homomorfizmem grup S, ER {£1} takim ze
f(7i;) = —1 dla kazdej transpozycji 7;; jest znak permutacji.

@ V pierscienia R 3! homomorfizm pierécieni Z EN R,

flm)=m-1p.
@ Mozna pokazaé ze wszystkie homomorfizmy ciat sg injekcjami.

Jezeli homomorfizm jest injektywny, to jego obraz jest “podobiektem”.

Definition

Podmonoidem, podgrupa, podpierscieniem, podciatem monoidu,
grupy, pierscienia, ciata N nazywamy podzbiér M C N do ktérego
zawezaja sie dziatania w N, ktéry zawiera elementy neutralne tych
dziatan, i ktéry z t3 odziedziczona struktura jest monoidem, grupa,
pierscieniem, ciatem.
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